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Resumen

En el presente trabajo se aborda un problema hiperbolico con con-
diciones de contorno de gran complejidad que es reducido, median-
te el operador de Fourier, a un problema de contorno de Riemann
con solucion conocida. A partir de la solucion del problema de Rie-
mann se obtiene la solucion en cuadraturas del problema hiperboli-
co inicialmente planteado para los casos de indice cero, los cuales

son de suma importancia en las aplicaciones.

Abstract

In this paper a hyperbolic problem with complex boundary
conditions has been transformed into a Riemann boundary
problem of known solution with the help of the Fourier opera-
tor. By means of the Riemann problem solutions, the solution of
the boundary problem is obtained in quadratures, in the case

of index cero, which is very important for the aplications.

Introduccion

En el presente articulo se establecen definiciones y resultados
auxiliares, asi como clases de funciones que son de suma rele-
vancia para el estudio realizado. Ademas, hacemos el plantea-
miento del problema en cuestion, consistente en encontrar la

solucidn a una ecuacion en derivadas parciales de tipo hiperbo-

lico con condiciones de fronteras muy generales. La misma se
buscara en una cierta clase de funciones de amplia aplicacion
practica. Con el apoyo del operador de Fourier reducimos nues-
tro problema original a un Problema de Contorno de Riemann
que resolvemos mediante la técnica de Chersky [ver 3].

Luego estudiamos las condiciones de solubilidad del Proble-
ma de Riemann mediante condiciones necesarias y suficientes
para que el coeficiente y el término independiente de dicho pro-
blema estén en las clases de funciones adecuadas. Es interesan-
te el estudio realizado sobre el valor del indice y los diferentes
valores de acuerdo a los coeficientes del problema. Por tltimo
se determina la solucion del problema en cuadraturas para el
caso de indice cero. Todo esto se recoge en una serie de teore-

mas que resumen los resultados.

1.1 Planteamiento del problema

de contorno general de tipo hiperbolico

En el presente epigrafe hacemos el planteamiento del objeto
centrado de nuestra investigacion: el estudio de un problema
hiperbdlico con condiciones de contorno complejas, definidas
por semiejes. Su solucion la encontramos en la banda infinita
trabajando con clases de funciones adecuadas (ver [8]).

En el epigrafe se utiliza la técnica de Chersky para reducir

el problema de la fisica-matematica estudiado a un problema
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de Riemann, cuya solucion general ha sido estudiada anterior-
mente en [2] y [3].

Los resultados se pueden generalizar a otros tipos de regiones,
incluso acotadas, trabajando con transformaciones conformes.

Dada la ecuacion diferencial parcial de tipo hiperbolico

U (2,y) = wy (2,9) + aou (z,y) = g(2,9),a0 # 0 (1.L1)
en la banda

D={(z,y) e R0 <y <+1} (1.1.2)
y las condiciones de contorno

aou(z,17) + ayu, (2,17) + aou. (2,17) = gu(2) (1.1.3)
Bou(x,0%) + Bru, (2,0") + Bou. (,07) = gu (2), 2 <0 (1.1.4)
7ou(z,07) + 71w, (2,07 + 7:u. (2,0") = gu(2),2 >0 (115

donde @, Bi y 7;; ©=0,1,2 son niimeros reales
g(z,y) € L.(R) gu(z) € L.(R) gu(z) € Lo (— 00,0) y
G () € L. (0, + o0).
Se desea encontrar condiciones sobre los elementos conocidos
de (1.1.1), (1.1.3) - (1.1.5) para que la ecuacion (1.1.1) tenga so-
lucion unica en la region (1.1.2), que satisfagan las condiciones
(L.1.3)- (1.1.5) y que pertenezcan a la clase
S={veF(D):u. € L.(R),
w (R)u € L (R),0 < y <+1} (10
donde F(D) es la clase de funciones que estan definidas sobre
la banda infinita D'y L, (R) es la clase L, (R) con respecto a la
variable z (ver [8]).

El problema esta bien planteado, porque el nimero de condi-
ciones de contorno (3) es igual al orden de la ecuacion diferencial

con respecto a (2), por el nimero de regiones (1), mas uno (ver [3]).

1.2 Reduccion a un problema de Riemann

A continuacion se aplica la técnica de Chersky para reducir el pro-

blema planteado en 1.1 a un problema de Riemann para la banda.

1.2.1 Aplicacion de la Transformada
de Fourier a la ecuacion (1.1.1)
Realizando esta operacion se obtiene la ecuacion diferencial

ordinaria:

_d'U(z,y)

. (a,—2)U(z,y) = G(z,y) (1.2.1)

Obtencion de la solucion de la ecuacion diferencial (1.2.1).

Las raices de la ecuacion caracteristica

—2'+(aw—2")=0 (12.2)
correspondiente a (1.2.1) son

20 (x) =4/ (a0 —2%) (1.2.3)
Luego la solucién general de (1.2.1) es:

Ulz,y) = Ci(z)e" "+ Colz)e ™"+ V(z,y) (1.2.4)

donde

1 —Jag—2* G(xvy) o
V.T, :__e\auly ‘eaﬂryd +
( y) 2 / g Y
1l jozm G(l",y) o=
FEptury [ DI oy g
5 o

es una solucion particular de (1.2.4) y C,(z), C,(z), funciones ar-

bitrarias que debemos determinar.
1.2.2 Adaptacion de las condiciones

de contorno (1.1.4) y (1.1.5) para la aplicacion
de la Transformada de Fourier

Con ese objetivo se introducen las funciones f, y f

funcion desconocida de L. (R), 2> 0
f(z) :{ 0 2 <0 }
(2) _{ 0 ,x>0 }
Fla)= funcion desconocida de L. (R), 2 <0

Estas funciones permiten escribir (1.1.3) y (1.1.4) en la forma
ﬁou(z70+) + Bluy(z,0+) + BZU/Z (1‘,0+) =

(1.2.5)
=gu(2) +£(2), |z]<+oo
vou(z,0") + 710, (z,0%) + 7,0, (z,0%) == a6,
=gy (z) +1 (2), |z|<+oo 2.
donde

_ 1 gu,x <0
9@ =10 >0

52 >0
o =[220)

1.2.3 Aplicacion de la Transformada
de Fourier a las nuevas condiciones
de contorno y a la condicion (1.1.3).

Realizando esta operacion en (1.1.3), (1.2.5) y (1.2.6) se obtiene:

aU(zl) + o ‘fi—g(z, 17) —iza,U(x,17) = Gu(z) (1.1.3)



BU(,0)+ B U (2,07 — iz (2,07) =
Yy (1.2.7)
=Gu(x)+F+(z), |z]<0
7o (l“ 0%) +7'7($ 0") — 7;237’2ur(3770+) =
(1.2.8)
—Glz( )+F+( )» |x|>0

De acuerdo a la definicion de f, y f las funciones F(z) y F'(z)
se pueden considerar (ver [4]) como los valores limites de las
funciones F~(z) y F*(z), analiticas en el semiplano inferior y su-

per1or respectivamente, que satisfacen las condiciones:

f|F (x+iy) fde <M,siy <0 Y
f |F(z+iy) Pdz < M,siy > 0
Respectivamente, donde M es el mismo para todas las v.

1.2.4 Obtencion de una ecuacion
funcional en la cual las tnicas
funciones desconocidas son F"y F:

A partir de (1.2.4) se obtiene facilmente

%(x,y)Z—Cl(x) (a—a?) e+
v (1.2.9)
+Cy () (ag — 2%) e v + &2 dy (z,9)

Sustituyendo (1.2.4) y (1.2.9) en (1.2.7) y (1.2.8), y efectuando
las operaciones necesarias se obtienen La expresiones de y:

_| H:l2) +F (2) B(z)| 1
Ci(z) = ) o P) AR (1.2.10)
| H (x) e we Px)| 1
CE) = @)+ F () Bl |2@ (1210
donde
e P(z) e P (z)
Ale) = P(z) P(z) ’
Pi(z) = av+ a,Vao— 2° — izas,
E(l’) ay— M/H—izaz,
B(z) = Bo+ BV — 2 —if,
P.(z) = Bo— BV as— 2" — iz,

H,(@) = Gule) =@V (@,1) e G- (@,1) +iza V(1) y

H.(2) = Gi () = BV (@,0) = B G- (2,0°) + 0.V (2,0)
SV (2,1 =) 2V (1) G (2,1 V(@07 2V (@,0)y
1A%

“(x,0"), pertenecen a L, (R), es evidente que H,(z) y H,(X)

pertenecen a L, (R).
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Luego sustituyendo (1.2.4), (1.2.9), (1.2.10) y (1.2.11) en
(1.2.8) obtenemos una expresion en funcion de F*(z) y F-(x),
dada de la siguiente forma:

F(zx)=D@)F (x)+H(z) (L.111)

el cual es el Problema de Riemann (ver [8]) correspondiente al

Alz)

es el coeficiente
A (l‘)

caso hiperbélico, en cuyo caso D(z) =

del problema Rieman y siendo el término independiente

H(z) = ifg ;Hl( ) —H,(z) + AAI((‘?) H,(z) (1.1.12)
Siendo
Hy(z) = G (z) =7,V (2,0") — 7, ((ii (2,07) +izy.V(z,07),

si V(x,0%), 2V(x,0%) y %(m,() ) pertenecen a L, (R), es evi-

dente que H,(z) pertenece a L, (R) y A (x) viene dada por la

expresion:

e P(z) e P(x) i
P(z) P(x)

donde P,(z) = 7o+ 71 Vao— 2" —ixy. y

Pi(z) =7o—7:1vao— 2’ — ixy., ademas el término Az(z) viene

dado por:

Al(.’L') =

P(z) B(z) |_
B(z) B(x) |_2517’0 G—x =

_ 26170\/ U/o_l'z

A (.’If)

Ay (.’L‘) =

= H(z) H(z) —H(z)+

Si desarrollamos D (z) = %(2)), nos queda:

)+ Bva,—z'+Cx*+ D+
+Blva,o +Cl.z' +D1

+ix (Evay—a2* + F)]| —Alay—2*) + BYay—2* —
2

D= +iz(Eao—12* +F)] — A (a0 — 1) + B vao—

ehm z? [A o —
1\/ao —? [Al o —

(1.2.13)

—Cx*—D—iz(—Eva,—1*)
—Clxz—Dl—iz(—Ewao—xz-i-E)
donde
A = al 1 AI = alyl
_a061+ a’JBo B1 =-ay, tay,
C=-a,p, C=—a
D=a/f, D, =ay
E=a,p,—ap, E=ay —ay,
—a,8,—a,B, F==ay,—ay,
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1.3 Condiciones

de solubilidad del problema

de Riemann obtenido a partir

de un problema hiperbolico complejo

En este epigrafe se determinan condiciones necesarias y sufi-
cientes sobre los coeficientes de (1.1.3), (1.1.4) y (1.1.5), para que
el coeficiente y el término independiente de (1.2.11) satisfagan
las condiciones correspondientes al problema de Riemann.

De acuerdo con [2], para obtener la solucion de (1.2.11) en
la clase L3 (R) (L4 (R)), se requiere que D(z) pertenezca a
la clase L, (R+1) y el término independiente pertenezca a
L4, (R) (L (R)); siendo L%, (R + 1) la clase de las funciones f

que satisfacen las condiciones siguientes:

i.  fno tiene ceros, ni polos sobre R

ii.  lim f(z) =

|z]—+o0
iii.  (f—1) e LL(R)
donde L4 (R), Li (R) y Ly (R) es la clase L3* (R), Lt (R)y
L, (R)con respecto a la variable z.
También se requiere segtin [2], que supongamos a, < 0 para
que el indice del problema de Riemann tenga una expresion

analoga en toda la region.

1.3.1 Determinacién de las condiciones
para que D(z) satisfaga la condicion i

Para que pertenezca a la clase L3, (R + 1) tiene que cumplirse
en primer lugar que D(z) no tenga ni ceros ni polos sobre R, lo

cual se recoge en el siguiente teorema

Teorema 1:

La expresion de D(z), no tiene ni ceros ni polos si se cumplen
las condiciones:

—4(A4-C)(Cay+D) <0,A#CyE+0
Bi—4(A4—-C)(Cia+D) <0,A#CyE#0

Demostracion del Teorema 1:
Para demostrar estos teoremas primero trabajaremos con la
parte real, que no acompana a la parte que tiene exponencial en

el numerador, o sea:

Va—r'=y=a—1'=y

Como tenemos que la parte real que no acompafia al exponen-

(1.3.1)

cial tiene la forma

_A Qo — + Byay—x" — Cr’— (1.3.2)
sustituyendo (1.3.1) en (1.3.2), obtenemos
—Ay"+By+Cy’—Cay— D=0 (1.3.3)

pues r°=a,—z’, e igualamos a cero para poder encontrar las
posibles raices reales que pudieran anular la expresion (1.3.3).
Trabajando algebraicamente en (1.3.3), obtenemos la ecuacion
algebraica de segundo orden y las dos raices respectivamente,
es decir

A-C)y'—By+ (Cay+D)=0=y=

_ B+yB—4(A—C)(Cay+D)
- 2(4—0) ¢

por lo tanto si se cumple que

B*—4(A—C)(Cay+D) <0

(1.3.5)

onA#C

(1.3.6)
no existen ceros, es decir, no existen raices reales, solo se-
rian raices complejas conjugadas en el caso que B # 0 o

raices imaginarias conjugadas si B = 0, en este tltimo caso

la relacion B*—4 (A —C) (Ca,+ D) < 0 se convertiria en
4(A—C)(Cay+ D) > 0, el cual seria un caso particular de
(1.3.6). Luego si se cumple (1.3.6) y (1.3.5) nos quedan las rai-
ces complejas conjugadas en caso o imaginarias conjugadas

si B=0.

__ B, .Y4A-
y=a-c+*

Luego como a* = a,—

C) (CCL(J+D) -B
A-C

yveyeC=z'€C=zeC,porlo tan-

to, la ecuacion (1.3.2) no tiene raices reales, cumpliéndose que
—4(A—C)(Cay+D) <0 conAd+C.

Veamos ahora la parte imaginaria del numerador que tiene

la forma:

—EJa,—2*+F) (1.3.7)
Igualando (1.3.7) a cero nos queda la expresion:
—ir(—Eva—2'+F)=0=z(—EJa—2"+F) =0 (13.3)

2
La expresion (1.3.8) tiene como raices x = 0 y £4/ ao—%,

como a, < 0y gl > (, esto implica que la relacion
2

a0~ "7 < 0, por lo tanto x serian raices imaginarias conjuga-

das y entonces la Uinica raiz posible es x = 0, cumpliéndose que:

E+0 (1.3.9)



Veamos ahora la parte real del coeficiente del problema de
Riemann que acompaifia a la exponencial en el numerador, la
cual tiene la forma:
(D'+a*)z(t) =€ f(t,x(t),x
z(0) =2z y 2'(0) =2,

(),

(1.3.10)

Haciendo igual que en la expresion (1.3.2),

/ao—x2=y=>ao—:(:2=y2=>x2=ao—y2

nos queda la relacion:

(A—C)y*+By+ (Ca+D) =

—~B+/B*—4(A—C)(Cay+ D)
2(4-0)

Luego con la misma condicién (1.3.6) y (1.3.5), la expresion an-

terior no tiene raices reales.
Analicemos ahora la parte imaginaria del numerador que

tiene la forma:

ir(Evao—1) +F=0=z(EJa—1'+F) = (1.3.11)

2
lo cual implica que z ==,/ a,— % y sucede lo mismo la Gni-

ca raiz posible es z = 0, con E # 0.

Luego trasladando las mismas condiciones al denominador
del coeficiente del problema de Riemann obtenemos un resul-
tado parcial: los coeficientes de la exponencial y lo que no esta
afectado por la exponencial en el numerador y denominador
respectivamente del coeficiente del problema de Riemann no
se anulan simultaneamente si se cumple que:

—4(A4-C)(Ca+D) <0,A#CYyE#0

s (1.3.12)
Bl —4(A—C)(Cia+D) <0,A#C yE #0

Solo falta ver si con la condicion (1.3.12) sea posible que las

ecuaciones:

M“[A a—1*) +Bya,— 2’ + Cx* + D + iz ( EW+F
—A(a +Bm—sz D—iz(Eya,—2* +F) =

y

e A (ay—2%) + Bovay—a* + Cia* + D, +

+iz(Biva—2" + R)] —A(a—2") + Bivay— 2" —

—Cia* =D —iz(—Ea—1'+ F)

tengan ceros reales. Trabajemos primero en la primera ecua-

cion, despejando nos queda:
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—[~A(a—2") +Byay—2’ —Cr’—D—
[A(a,—2°) +B\/ao x‘+Cx2+D+
—iz(—Eva,—z* + F)] —
+iz(— E«/an 2+ F)] =2/a0—a2 =
_p—lmAle - 2)+B«/ —2'—Cr'=D-
[A(ao—1*) + BYa,— 2+ Cx* + D+

—EVay—2*+F)]

+ix(— Eva.— 2>+ F)l

2 tm*zz:

(1.3.13)

Las expresiones del numerador y denominador de la fraccion
que interviene en la ecuacion (1.3.13) son numeros complejos,
asi mismo la divisién de dos nlimeros complejos es un niimero
complejo y el logaritmo de un nimero complejo es un nume-
ro complejo, por lo tanto el miembro derecho de la ecuacion
(1.3.13) es un numero complejo. En el caso del miembro iz-
quierdo de (1.3.13), el elemento a, < 0y 2° > 0, esto implica que
2y ay—z* es un nimero imaginario puro. Pero por las condicio-
nes impuestas en (1.3.12), ni el numerador ni el denominador de
(1.3.13) se anulan, y constituyen un nimero complejo con parte
real e imaginaria Vo € R. Por lo tanto, como el miembro dere-
cho siempre es un nimero complejo y el izquierdo un niimero
imaginario puro Vx € R, entonces la igualdad (1.3.13) no pue-

de ocurrir nunca para ningin x € R y por tanto las ecuaciones

e [A (ao—2°) + BVay— 2" + Cx* + D+ iz ( EW+F )] —
—Ala +Bm—0xz D—iz(EJay—2*+F) =

y

e [A (a0 —2*) + B.yay— 2’ + Cia* + D, +

+iz(Bi/ao— 1+ F)| — A (a0 — 1) + B Va—1° —

—Ciz'—D —1 —EH/H-FFI)

no tienen soluciones reales (se realiza el mismo procedimiento

para la segunda ecuacion).

1.3.2 Determinacion de las condiciones
para que satisfaga la condicion ii

Teorema 2:
Si se cumplen las condiciones del Teorema 1, entonces
‘l‘im D(z) =1
z|-+oo
Demostracion del Teorema 2:
Con las condiciones impuestas en el Teorema 1, y teniendo

2¢ag—a*

en cuenta que e es un nimero complejo con moédulo uno

(a—2* < 0),z € R, entonces cuando |z | —+o0
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. _ C—-A—-F

Jim D) = =4~
. C—A—F _ ..

Entoncesmm—k,keR,k#O

Multiplicando el coeficiente del problema de Riemann por 1

k
nos queda |1|if9 D(z) =1

1.3.3 Determinacion de condiciones
para que se D(x) satisfaga la condicion iii

Teorema 3:
Si se cumplen las condiciones del Teorema 1 y Teorema 2
entonces (D(z) —1) € Li.

Demostracion del Teorema 3:

Es conocido que D,(R) ¢ H,(R) c H,(R) c HA,
(R) € C(R) para0 < A, < A, < 1, donde por D,(R) se entien-
de las clases de funciones f: R ~ R con derivadas acotadas
sobre R que cumplan: |zl|if£1m fla) = |zl|if{1m f(2)

Como L = L,(R) N H;(R), probemos primero que
(D(z) —1) € Hy(R), para lo cual basta con probar que
(D(x) —1) € D4(R). Por las condiciones impuestas

lim D(z) =1 (en caso de que el limite sea k # 1 se multi-

|z]—+oo

plica por % como sefialamos antes), y es facil probar que

(D(x) —1)'es una funcioén acotada sobre R, lo cual impli-
ca que (D(z) —1) € Dis(R) y, por tanto, (D(z) —1) € Hi(R).
Falta solamente probar que (D(z) —1) € Li. En efecto, como
[D(z)—1] = O(%) y D(zx)y es continua en R por ser derivable
por las condiciones de la hipotesis, se tiene que:

[7ID(@) - 1Fdz <+oo
Luego (D(z) — 1) € Ly el teorema queda probado.

1.4.4 Determinacion de las condiciones
para que el término independiente de (1.2.12)
sea elemento de L, (R).

Teorema 4:

Si se cumplen las condiciones del Teorema 1 y suponien-
do que V(z,17), ‘é—‘y/(w, 1),V(z,00)y C(li—‘y/(x, 0") pertenezcan a
L, (R) entonces se cumple que H (z) € L».(R).

Demostracion del Teorema 4:

El término independiente del problema de Riemann tiene

la forma:
_23170\/@0_372 A(.’L')
donde

Hi(z) = Golz) —aV(z,1) —a Cfl—Z(z, 1) = iza,V(z,1)
1(z) = Gi (@) = BV (5,0) = B G (2,07) = eV (@,0)
Hy(z) = Gi(2) — 70V (2,07) — 7, ‘fl—Z(x,o*) = 27,V (2,0")

Por las condiciones impuestas Gy (z), Gii (z) y Gi» pertene-

cena L.(R)y 281 70va—2"  Az) son funciones acotadas
A (.’Z') A, ($)

sobre R.

Si el problema original es homogéneo (g (x,y) = 0) el Teore-
ma 4 quedaria en la siguiente forma:

Corolario del Teorema 4: Si se cumplen las condiciones del

Teorema 1 entonces se cumple que: H (z) € L. (R).

1.4 Calculo del indice

del coeficiente. Solucion

del problema de Riemann
para los casos de indice cero

En este epigrafe buscaremos la solucion en cuadraturas para

los casos de indice cero.

Caso 1.4.1

ay = B(] =Yoo= = 81 =Y1= 0 (SOlamenteA 7é OYAISé 0)
Por lo que nuestro problema de contorno se reduce a:

U (2,y) =,y (2,y) + a0u(z,y) = 0,00 # 0

enlabanda D ={(r,y) € R0 <y <+1}

y las condiciones de contorno

a, (2,17) = gi(2)

Buu, (2,0) = gu (z),z <0

71w, (2,0°) = gi(z),z > 0.

Ademas el coeficiente del Problema de Riemann queda de la

forma:



D(z) = 62“““”:71 (ao—2%) —A(ao—12?) _
e A (ay— %) — A (@ — %)

_ A(ewzurr‘_ 1) _A_&

A -1 A

En este caso como el coeficiente del problema de Riemann es

una constante esto implica que no hay raices ni en el numera-
dor ni en el denominador por lo que el problema de Riemann

correspondiente seria:

Ft(z) = %F (z) —H,(x) + %H (z)

Pues Ay (z) =0

haciendo

F@)=F @) Fr@) =5 @)y

(@) = () + 5 11 () = B

nos queda el Problema de Salto, donde utilizamos para cada
caso el concepto de operador proyeccion para buscar la solu-
cion: F' (z) — Fy (z) = H,(z)

Luego podemos enunciar el siguiente teorema:

Teorema 5:

Si a<0vy V(z,y),zV(z,07) y %y’m) pertenecen a

L,.(R), entonces el problema para este caso tiene solucion tini-

ca en la clase (1.1.6) dada por u (z,y) = V' [U(z,y)].
Donde
V) = Cla)e 4 C.o)e™ ™+ Vig)

@)= hea,
0

siendo hy = V'[H] = V' [B.G,— Gil, y

O\ (o) = H,(zx)+F'(z) B)]| 1
' H (2) e@ P(z) |A(z)
(@) :‘ () e Rl) |_1
’ Hy(z) +F (z) B(z) |Alz)

Para el caso homogéneo, es decir V(xz,y) =0 tenemos el si-

guiente teorema:

Teorema 5
Sia, < 0, entonces el problema para este caso tiene solucion

Ginica en la clase (1.2.6) dada por u (z,y) = V' [U(z,y)]
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Caso 1.4.2

a
a2:B2:72:0 y 7?:%:%

(Solamente A #,, A #0,D#0 y D, #0), esto implicaria
queC=C,=B=B =FE=E=F=F=0,B=DB, por lo que
nuestro problema de contorno se reduce a:

U (2,) == 1wy, (2,y) + a0 (2,y) = 0,00 # 0

enlabanda D= {(z,y) € R%0 <y <+1}

y las condiciones de contorno

aou(z,17) + ayu, (z,17) = g (z)

Bou(x,07) + Biu, (2,0%) = gn(z), z <0

you(z,07) + 7,110, (2,07) = gn(z), 2 > 0

Ademas el coeficiente del problema de Riemann queda de la
forma:

D( ) _ _Qlﬂl(ao_.fz) +G(>Bo

a1 ((Lo _zz) +ayo
Las raices del numerador tienen la forma:

.Z':i’L'Q/ ACLOA_*—D,% <_a[) 5

las cuales son raices imaginarias conjugadas. Las raices del de-

nominador tienen la forma:

. +
p=ti/AGTDLD
1 1

las cuales son raices imaginarias conjugadas. Por lo tanto, como
por definicion IndD(z) = Z — P, esto implica que el indice es

cero y el problema de Riemann queda de la forma:

P = a9

2va—2* (B170= Bor1)

(EN[WW - 1) a7y (ao - 152) + a0y a

- (x—ai) (x — bi)
donde a>0,b6>0,c>0yd<0.

Como estamos buscando funciones F*(z) y F~(x) prolonga-

+H ()

bles analiticas al semiplano superior e inferior obtenemos:

(z—di) _(z—ai)

b))t W= = @

H, () — 2_V041_$2(517’0_,307’1) (I—d'f) B
(2 =D a,y(a—1°) + @y, (x—ci)

—H,(z) + Ez — ‘CIZ)) Hy(z)

haciendo:

R e R

nos queda el Problema de Salto:
FVIJr (.'L') _Ff (.flﬁ') = Hs (1')
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Luego podemos enunciar un teorema similar al Teorema 5 con
H (z) en lugar de H (z).

donde
Ulz,y) =Cilz)e "+ Clx)e" "+ V(z,y) y
F*(w)ﬁg :gg Of hs (t) e™dt
siendo

H (z )2V 2 (Biyo— Boyy) (@ —di) _
b=V lE] = v (6“"“‘ “-1) (z—bi)

. (x—ai)

H(z)+ = )Hg( )

Para el caso homogéneo, podemos enunciar un teorema similar

al Teorema 5’, con H(z) en lugar de H (z).

Caso 14. 3

:81 =71=
(Solamente C' # 0,Ct #0,D #0,D, #0,F #0 y F #0)
Por lo que nuestro problema de contorno se reduce a:
e (2,Y) — 1wy (2,y) + aou (x,y) = 0,a0 # 0
enlabanda D= {(z,y) € R%0 <y <+1}

y las condiciones de contorno

aou(2,17) + . (2,17) = gu (2)
Bou(x,0%) + Bou. (2,07) = gu(x),z <0
you(z,07) + 720, (2,07) = g (2),2 > 0

Ademas el coeficiente del problema de Riemann queda de la
[Cx*+ D+ ixF]
[Ci2* + D, + izF]
Por lo tanto, las raices del numerador (denominador) serian:
_ —iF £ y—F’— _ —iF+y—F, —4D,C,
T2 — 2C T2 = 20, >

Tanto el numerador como el denominador de D(z) son polino-

forma: D(z) =

4DC<

mios de segundo grado. La solucion del problema de Riemann
depende del indice del coeficiente D(z) y para nuestro proble-
ma solo estudiaremos los casos de indice cero, para todos estos
casos A,(z) = 0.

Caso 14.3.1
F=0(F=0) =>—— g“ =-£" las raices quedarian de la
2
forma:
4+ +./—
Tio = — 240DC :iazﬁoi<ﬂf1.z = %CA;«IDIG =iazyni>,|4DC| >0

las cuales son raices imaginarias conjugadas, dos ceros y dos

polos: un cero y un polo en el semiplano superior y un cero y

un polo en el semiplano inferior. El coeficiente del problema de
Riemann queda de la forma: = sz—+D
d D (.T) G l‘z + D

Por lo que el problema de Riemann queda de la siguiente
manera:
oy (x—ai)(x—bi)
F@) = @)t @
dondea >0,b>0,c>0y d>0

de lo cual obtenemos:

_Hz(.’l') +

£ ) = =D ) o)+ =)
haciendo:

R0 = @) ) = @)y
Hy(z) =— H(z) + Eﬁ ‘”)) Hy(z)

nos queda el Problema de Salto: F\'(z) — Fy (z) = H; ()

Luego podemos enunciar un teorema similar al Teorema 5
con H,(z) en lugar de H ().

donde

Ula, y) =Ci (@)™ +C, (e +V(zy) y
F+(.’L‘ $ b% / hh m‘dt

donde hy = V] = V- |~ () + Eﬁ:ig (@)

Para el caso homogeneo, podemos enunciar un teorema si-

milar al Teorema 5, con H (z) en lugar de H ().

Caso 1.4.3.2
D=0(D=0) = a,=00/0=7y0=0,las raices quedarian de
la forma:
2= —iFi/—TW _ —zF;F _

_ 0 ( _ZF+\/ )
T4 gF BT 20, zFl
C C

las cuales son raices imaginarias y la raiz cero que se simplifica
la del numerador con la del denominador en el coeficiente del
problema de Riemann. El coeficiente del problema de Riemann

queda de la forma:

Cz*+ ixF
C .’L'Q + ik
Esto conduce a los siguientes subcasos:

D(z) =

sgF’ # sgC, las raices y =—-+- C,

Caso 1.4.3.2 a)
zF( __ i
C .'L‘

) son 1mag1nar1as en

el semiplano superior.



Por lo que el problema de Riemann queda de la siguiente

manera:
oy (—ai) (. —ai)
F(z) = = b0) F (z)—H,(z)+ (= b0) H;(z)
donde a > 0y b> 0, haciendo: F/" (z) = F*(z)
oy (r—ai) _ (x—ai)
F (.”L') = (x—bi) r (l') y H7(l') —_H‘z(ﬂf) + (:C—bi)

y nos queda el Problema de Salto: F\" (z) =— F\ (z) = H;(z)
Luego podemos enunciar un teorema similar al Teorema 5
con H () en lugar de H (z).
Para el caso homogéneo, podemos enunciar un teorema si-

milar al Teorema 5, H_(z) en lugar de H (z).

Caso 1.4.3.2 b) ) )
sgF # sgC, las raices =—%<x :_%ﬁf) son imaginarias
en el semiplano inferior.

Por lo que el problema de Riemann queda de la siguiente

manera:
oy (z—ai) (x—ai)

F(z) = (=—bi) F(z) —Hy(z) + (r=bi) H(z)

donde a < 0y b< 0y obtenemos:

@b ) = @) - U o)+ )

y haciendo:

Filo) = g - 23 Fo) Fr)=F (@) y

How) =2 ) 4 i)

(x—ai)
y nos queda el Problema de Salto: F" (z) — F, (z) = Hs ()

Luego podemos enunciar un teorema similar al Teorema 5
con H,(z) en lugar de H (z).
Para el caso homogéneo, podemos enunciar un teorema si-

milar al Teorema 5, H,(z) en lugar de H (z).

Caso 1.4.3.3

sgC # sgD,sgF # sgC,| 4DC | >

> F*(sgC, # sgDy,sgF: # sgC.,| 4D, C| > FY)
Dos ceros y dos polos en el semiplano superio complejos, donde

Rea > 0, Rea = —Reb, Rec > 0, Rec = —Red y Ima = Imb > 0,

Imc = Imb.

Caso 14.34

sgC # sgD,sgF # sqC,|4DC' | < F* y—F*—4DC >
> F(sgC'1 :/é Sng,SgE = 8g017|4D10] | < I’—‘]2 LY _F12_4D]C] > E)
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Dos ceros y dos polos imaginarios puros en ¢l semiplano supe-
rior. donde a > 0,0>0,¢>0y d > 0.

Por lo que el problema de Riemann queda de la siguiente

manera:

oy le—a)l—b) (z—a)(z—Db)
F(z) = mF () —H,(z)+ @—c) (x—d) H;(x)
donde obtenemos:

vy w—a)l@=b) (x—a)(z—b)
@)= =ge-af @ EOT =) 6—g T
haciendo:

N oy _(z—a)(x—0b)
Fi(z) =F (z) Fi (2) —mF—(w) y

_ (x—a)(z—b)

Hy(z) =—H,(z) + =) a—a) & ()

y nos queda el problema de Salto: F;"(z) — Fi (z) = Hy ()
Luego podemos enunciar un teorema similar al Teorema 5
con H,(z) en lugar de H (x).
Para el caso homogéneo, podemos enunciar un teorema si-

milar al Teorema 5, con H,(z) en lugar de H (z).

Caso 1.4.3.5
sgC # sgD, sgF # sgC,|ADC | < F*/—F*—4DC >
> F(sqgCi # sgD,,sgF # sgCi,|AD,C, | < F?y—F?—4D,C, > F)
Un cero y un polo en el semiplano superior y un cero y un
polo en el semiplano inferior imaginarios puros, donde a > 0,
b<0,c>0yd<0.

Por lo que el problema de Riemann queda de la siguiente
manera:

(z—ai) (x—bi)

. _ 7
F @) = e o —di)

(x—ai) (z—bi)

F (@) =B+ (= 5= a

donde obtenemos:

(z—di) ., _(x—ai) _

(z— bi) F(z) = (z—ci) F(z)-

G g

y haciendo:

Fr(z) = %F (@) Fre)=F @)y
_ (x—bi)

Hy(z) = (o—ai) (z) + H;(z)

y nos queda el problema de Salto: F'\" (2) —Fi (z) = Ho(2)
Luego podemos enunciar un teorema similar al Teorema 5
con H,(x) en lugar de H (z).

10
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Para el caso homogéneo, podemos enunciar un teorema si-

milar al Teorema 5’, con /, (x) en lugar de H 4(1‘).
Caso 1.4.3.6
sgC # sgD,sgF = sgC,| 4DC | >

> F*(sqCy # sgDy,sgF; = sgC.,| 4D, Cy| > F?)

Dos ceros complejos y dos polos complejos en el semiplano in-
ferior, donde Rea > 0, Rea = —Reb, Rec > 0, Rec = —Red y Ima
=1Imb <0, Imc =Imb < 0.

Por lo que el problema de Riemann queda de la siguiente

manera:

. (z—a)(z—0b) _ (z—a)(z—0b)
F(x)—( )(.T d)F( ) HZ(I)+(z—C)(aT—d)H3(I)
donde obtenemos:
CmaGo9T = @[y e )
y haciendz) N

. (z—d) . -
F @) = o P @ P @) =F @y

(w—c)(z—d)

H,(z) =— W »(x) + Hs (z)

—Fy (JL‘) =H, (-T)
Luego podemos enunciar un teorema similar al Teorema 5
con H,(z) en lugar de H (z).

Para el caso homogéneo, podemos enunciar un teorema si-

y nos queda el problema de Salto: Fi' (x)

milar al Teorema 5°, con H, (z) en lugar de H (z).

Caso 1.4.3.7
sgC # sgD,sgF # sgC,|ADC | < F*/—F*—4DC >
> F(sgC # sgDy,sgFy = sqCi,|AD,Cy| < F?—F:—4D,C, > F)
Raices imaginarias puras, un cero y un polo en el semiplano
superior y un cero y un polo en el semiplano inferior (a > 0,
b<0,a=-bc>0yd<0,c=—d).

Caso 1.4.3.8
sqgC # sgD,sgF = sgC,|ADC | < F*y/—F* —4DC <
< F(sgCi # sgDy,sgF, = sgC,| AD,C, | < Fi,y—Ff—4D,C; < F)
Raices imaginarias puras, un cero y un polo en el semiplano
superior y un cero y un polo en el semiplano inferior (@ > 0,
b<0,a=-b,c>0yd<0,c=-—d).

Caso 1.4.39
sgC # sqD,sgF # sgC,|4DC | < F*y—F*—4DC >
> F(sgCi # sgD.,sgF, # sgCi,|4D,C\| < F,y —F?—4D,C, > F)

Raices imaginarias puras, un cero y un polo en el semiplano

superior y un cero y un polo en el semiplano inferior (@ > 0,

b<0,a=-bc>0yd<0,c=-—d).
Caso 1.4.3.10
sgC = sgD,sqF = sqC,y/—F* — 4DC >

> F(sgC, = sgDy,sqFs = sng/ic’l > F)

Raices imaginarias puras, un cero y un polo en el semiplano
superior y un cero y un polo en el semiplano inferior (@ > 0,
b<0,a=-b,c>0yd<0,c=-—d).

Caso 1.4.3.11

sgC = sqD,sqF # sqC,y/—F*—4DC >
> F(sgC, = sgDy,sqFs = sqCi,y/—F!—4D,C, > F)
Raices imaginarias puras, un cero y un polo en el semiplano

superior y un cero y un polo en el semiplano inferior (@ > 0,

b<0,a=-bc>0yd<0,c=-—d).
Caso 1.4.3.12
sgC = sgD,sgF = sgC,y—F* — 4DC <

< F(sgC, = sgDy,sqgFs = sng/ic’l < F)

Raices imaginarias puras, un cero y un polo en el semiplano
superior y un cero y un polo en el semiplano inferior (@ > 0,
b<0,a=-b,c>0yd<0,c=-—d).

Caso 1.4.3.13
sgC = sgD,sgF' = sgC,\/m >
> F(sgC, = sgDy,sqF = sgCi,y—F?— 4D,C; > F)
Raices imaginarias puras, un cero y un polo en el semiplano
superior y un cero y un polo en el semiplano inferior (a > 0,
b<0,a=-b,c>0yd<0,c=-—d).

Caso 1.4.3.14

sgC = sgD, sgF' # sgC,y—F, —4DC >
> F(SgCl # sng,ng 8901,| 4D, Cy | <F! v F?—4D.C\ > E
Un cero y un polo en el semiplano superior imaginarios puros y

unceroyunpoloenelsemiplanoinferiorimaginarios puros (¢ >0,

b<0,a=-bc>0yd<0,c=-—d).

Por lo que el problema de Riemann queda de la siguiente
manera:
F (@) = (z—ai) (x— bi) F(2) — () + (z—ai) (x— bi) ()

(x—ci) (z—di)

por lo tanto obtenemos:
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(x—di) —ai)

NN .

(x—b7) (z) = (x—ci) Fz) -
—((:;:Zg H(z) + Eﬁ:gz)) H;(z)
y haciendo:

iy e—=di) . ., (x—ai)
Fi'(z)= (z—bi)F Fi(z)= (=) F(2)y

_ (z—dd) (z—ai)

le(l")— (x b)Hz( ) (x )Hs( )

y nos queda el problema de Salto: F/" (z) — Fy (z) = Hy, (z)
Luego podemos enunciar un teorema similar al Teorema 5
con H,,(x) en lugar de H (z).
Para el caso homogéneo, podemos enunciar un teorema simi-

lar al Teorema 5°, con H,,(z) en lugar de H (z).

Caso 1.4.3.15
sgC # sgD,sgF # sgC,| 4DC | >
> F*(sgCy = sgD, sgF # sgCi,/—Fi —4D,C;, < F)
Raices complejas en el numerador e imaginarias puras en el de-
nominador, dos ceros y dos polos en el semiplano superior, don-
de Rea > 0, Rea = —Reb, Ima=Imb>0,¢c>0,d > 0.

Por lo que el problema de Riemann queda de la siguiente

manera:
o @=a)(@=b) . \_ (x—a)(z—b)
F= (.CL‘ — CZ) (.CL‘ — dl) F (.Z‘) H, (1‘) + (.CL‘ — CZ) (.Z‘ — d’L) H; (I)
por lo que obtenemos:
oy (z—a)x—D)
F (1‘) mF— (m) -
B (x—a)(z—b)
H, (.’L’) + (l_ — Ci) (l" _ di) H; (.’L’)
haciendo:
RPS— - (z—a)(z—Db)
Fi(z)=F(z) Fi (z) = mF (x) y
_ (x—a)(z—Db)
Hm(x) =—H, (l‘) +mH (l‘)
nos queda el Problema de Salto: F\" (z) — Fi (z) = Hy; (z)

Luego podemos enunciar un teorema similar al Teorema 5
con H,(z) en lugar de H (z).
Para el caso homogéneo, podemos enunciar un teorema simi-

lar al Teorema 5°, con H,,(z) en lugar de H (z).

Caso 1.4.3.16
sgC = sgD,sgF = sgC,v—F —4DC <

< F(sgCi # sgDy,sgF, = sqCi,| 4D, Cy | > F?)
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Dos ceros en el semiplano inferior imaginarios y dos polos en
el semiplano inferior complejos, donde a < 0, b < 0y Rec > 0,
Rec =—Red, Imc = Imd < 0.

Por lo que el problema de Riemann queda de la siguiente ma-

nera.

. _ (z—ai)(x—bi) . (z—ai) (x—bi)
@)= ge—a I & RO )6 B
donde obtenemos:

(z—c)@—d) ./ \_ .\ (z—c)x—d)

w—a) b)) © W= @)=y @) T (@)
haciendo:

@) = E S ) Fo @) = ) y

Hu(z) =— lz=c)(z—d) H,(z) + H,(z)

(&~ ai) (z—bi)
nos queda el Problema de Salto: I\ (z) — Fy (z) = Hu(z)

Luego podemos enunciar un teorema similar al Teorema 5
con HM(x) en lugar de H4(x).

Para el caso homogéneo, podemos enunciar un teorema simi-

lar al Teorema 5°, con H, (z) en lugar de H ().

Caso 1.4.3.17
a,=p,=8B,=7,=7,= 0 (Solamente B# 0y E # 0)
Por lo que nuestro problema de contorno se reduce a:
U (,) — =0,a0#0
enlabanda D= {(z,y) € R%0 <y <+1}

y las condiciones de contorno

wy (2,y) + aou(z,y)

@ou(z,17) + @ (2,17) = gu ()
Bluy(Z,OJr) =0u (.T),.T <0
71uy(x,0+) = 0n (x),x >0
Ademas el coeficiente del Problema de Riemann queda de la
forma:

_ [B\/(CL() ) + WE\/ (ao— z)
D(z) = .

[Bl \/(CLO ) +izE, \/(al) x )]

haciendo w = Y ao — 2

nos queda la ecuacioén Bw + izEw = 0 que tiene raiz en

__ B __Bi B’L( __ B __Bi__ Bﬂ)
TTTUE T PE T E ik~ 7B B
Este es un caso de indice cero si

B
E>0 B >00E<OyE <0
El problema de Riemann quedaria de la forma:
oy (z—ai) B (a: al)
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donde
— . B B
Az(x)—Oya>0,b>0s1F>0y—l>O y

. B B
a<0,b<051E<0yEl <0
donde tenemos que si:
F(z) = F'(z)

P = T @) y
His (.’L‘) =—H, (27) + %Hs (1')

nos queda el Problema de Salto: F\' (z) — F\ (z) = His(x)

Luego podemos enunciar un teorema similar al Teorema 5
con H,(z) en lugar de H (z).

Para el caso homogéneo, podemos enunciar un teorema simi-

lar al Teorema 5°, con H (z) en lugar de H (z).

Caso 1.4.3.18
B=0yE=O(Bl=0yE1=O)ﬁ

@ _Bo_vofan _ B _ 71 _B

a N Bl N 7l<a/2 N 82 —7,2>=>D(.7I)— 71

El problema de Riemann quedaria de la forma:

F (@) = Bep () - OB ) -
() + 5 H ()

donde tenemos que si:
Fi@) = F (@) Fr@) =5 @) y

2
His (Z‘) = 2_(11@0 o _l'
a—x + (a/() a/z)
nos queda el Problema de Salto: Fi' (z) — F\ (z) = His(x)

Luego podemos enunciar un teorema similar al Teorema 5
con H,(z) en lugar de H ().

Para el caso homogéneo, podemos enunciar un teorema simi-

lar al Teorema 5’, con H,(z) en lugar de H (z).

Caso 1.4.3.19
D(xz) # 0y D,(x) # 0 con todos los demas coeficientes iguales
a cero. Esto implica @, # 0, b’o #0y /10 #+ 0 es decir se re-
duce al problema de contorno siguiente:
e (2,9) — 1wy (2,9) + a0 (2,9) = 0,00 # 0
enlabanda D= {(z,y) e R=0 <y < 1}
y las condiciones de contorno
aou(z,17) = gu(z)
Bou(x,0%) = gu (), <0
you(z,0") =gu(x) .z >0

donde el coeficiente del Problema de Riemann queda de la forma:
_D _B

D (x) D 7

Y se desarrolla de la misma manera que el Caso 1.4.1.

Conclusiones

A partir de las condiciones impuestas en cada caso estudiado,
hemos encontrado la solucion en cuadraturas de un problema
hiperbdlico con condiciones de contorno complejas, tanto para
una ecuacion homogénea como para una no homogénea. Es in-
teresante la técnica utilizada consistente en reducir el problema
original con el auxilio de la Transformada de Fourier.

Los resultados constituyen inobjetablemente un aporte ted-
rico a la teoria de los Problemas de Contorno de las Ecuaciones
Diferenciales Parciales, pues no existen técnicas analiticas en
la actualidad, que aborden problemas de esta naturaleza, donde
las condiciones de contorno difieren en diferentes partes del eje.

La solucién obtenida mediante integrales de tipo Fourier
permite que los profesionales que utilizan modelos hiperboli-
cos puedan encontrar la solucion con relativa facilidad y con
la ayuda de un paquete matematico adecuado, sin que sea ne-
cesario que posean un dominio profundo de la teoria antes
expuesta.

La solucién para los casos de indice uno, dos, menos uno y

menos dos seran analizados en proximos articulos.
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