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Resumen

Se propone un nuevo método para resolver el problema de Di-
richlet para la ecuacion div [e(r,y)grad w (v,y)] = 0 donde la
funcién &(z,y) es una funciéon conocida. El método esta basa-
do en el Principio de Rayos Generales (PRG) propuesto en [1].
Con este método se obtiene una solucion explicita del problema
de contorno de Dirichlet empleando la Transformada Directa
e Inversa de Radon. El objetivo de este articulo es exponer la
justificacion teorica y la implementacion numérica del método.
La implementacion numérica se realiza por algoritmos rapidos,
programados en el sistema Matlab y se compara con el método

de elemento finito.

Abstract

We propose a new method for solving the Dirichlet problem
for equation [e(r,y)grad u (v,y)] = 0 where e(x,y) is a known
function. The method is based on the Principle of General Ray
(PRG) proposed in [1]. With this method provides an explicit
solution of the Dirichlet boundary problem with direct and
inverse transform Radon. The aim of this paper is to present
theoretical justification and the numerical implementation of
the method. The numerical implementation is realized by rapid
algorithms programmed in the system Matlab, and is compared

with the method of finite element.

1. Introduccion

En nuestro entorno a cada momento se desarrollan dos clases
de problemas: directos e inversos. La resolucion de un proble-
ma directo, por ejemplo, encontrar las soluciones de una ecua-
cion algebraica, predecir los efectos de una accion, involucra
analisis o razonamiento progresivo, es decir, de premisas a
conclusiones. En cambio la, resolucion de un problema inverso
involucra sintesis o razonamiento regresivo, es decir, de con-
clusiones a premisas o de efectos a causas [1]. El desarrollo de
nuevos métodos para resolver problemas directos es muy im-
portante para resolver problemas inversos [2, p. 311]. La ecua-
cion div [e(ry)grad v (xy)] = 0 describe la distribucion de la
funcion potencial u(r,y)para cualquier campo estacionario, que
puede interpretarse como electrostatico, elastico u optico; don-
de &(x,y) representa alguna caracteristica del medio [3] [4]. Hay
dos principales enfoques para resolver la ecuacion div [e(x.y)
grad w (r,y)] = 0 en forma analitica para cuando &(z.y) es co-
nocida: descomposicion de Fourier y método de funciones de
Green [3]. La descomposicion de Fourier es usada, como re-
gla, solo en investigaciones tedricas. El método de funciones de
Green es uno de los mas explicitos [3], pero su dificultad radica
en la construccion de la funcién de Green para coeficiente va-
riable e igualmente si el dominio es de geometria compleja (Q
un dominio estrellado). Los algoritmos numéricos conocidos

para el problema considerado estan basados en el método de
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diferencias finitas, método de elemento finito (volumen finito) y
el método de ecuaciones integrales de contorno. El tratamiento
numérico de los algoritmos conocidos induce a resolver siste-
mas lineales de ecuaciones algebraicas [4], que requieren ma-
yor tiempo de computo y memoria.

Un enfoque nuevo para resolver problemas de contorno en
la base del Principio de Rayos Generales (PRG) fue propuesto
en [5], [6] para campos de ondas estacionarias. En [7] se pro-
pone la p-version del Método de Rayos Generales, esta version
esta basada en la aplicacion de la transformada directa e inver-
sa de Radon para EDP [8]. En este articulo se considera que el
coeficiente de permitividad del medio es una funcion de distri-
bucion espacial y se propone la reduccion de coeficientes varia-
bles a coeficientes constantes. Los algoritmos correspondientes
estan realizados como programas en el sistema MATLAB e
ilustrados por experimentos numéricos, ademas se realiza una
comparacion entre el método de solucion y el Método de Ele-
mento finito (MEF).

2. Planteamiento del problema

Sea Q un dominio estrellado, acotado simplemente conexo con
frontera I' suficientemente regular y sea &- Q — R una funcion
estrictamente positiva y dos veces continuamente diferenciable.

Considere la ecuacion diferencial parcial de tipo eliptico,
esto es

divle (z,y) Vu(z,y)]=0 (z,9) € Q M

y condicion de contorno de la primera especie (fijar el valor de

la solucidén que se va buscando en la frontera):

w(z,y) =fl(z,y), (x,y) el Q)

Las ecuaciones (1)-(2) definen lo que se denomina Problema de
Dirichlet. El problema consiste en hallar u(z, ) dos veces con-
tinuamente diferenciable en ambas variables en el interior del
dominio Q, suponiendo conocidas f(z,y) y &(x,y) > 0. Tenemos
la ecuacion (1) en forma divergente y el problema (1)-(2) descri-
be la distribucién de la funcién potencial u(z, y) para cualquier
campo estacionario, que puede interpretarse como electrostati-

co, elastico u optico [3], [4].
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3. Fundamento teorico de la p-version
del GR-me¢todo y esquema de solucion
para (1)-(2) empleando la p-version

En trabajos [9] y [10] fueron presentadas investigaciones de la
posibilidad de reducir el problema en Ecuaciones Diferencia-
les Parciales (EDP) a una familia de Ecuaciones Diferenciales
Ordinarias (EDO) usando la Transformada Directa de Radon.
El método de solucion planteado para resolver (1)-(2) al cual
nombramos la p-version del Método de Rayos Generales (para mas

informacién consulte apéndice) consiste en los siguientes pasos:

Paso 1: Reducir el problema de contorno no-homogéneo a un
problema homogéneo mediante un cambio de variable.

Paso 2: Reducir la ecuacion (1) con coeficiente variable a una
ecuacion tipo Poisson con coeficientes constantes.

Paso 3: Describir la distribucion de la funcion potencial a lo
largo de un rayo general (linea recta () por su transformada
directa de Radon u ¢( D).

Paso 4: Construir la familia de EDO en la variable p con res-
pecto a la funcion u ¢(p), aplicando la transformada directa
de Radon a EDP con condicioén de contorno homogénea.

Paso 5: Resolver la familia de EDO sujeta a condiciones de
contorno homogéneas.

Paso 6: Calcular la inversa de la transformada de Radon de la
solucion obtenida en paso anterior.

Paso 7: Recuperar la solucion del problema (1) - (2), agregan-

do funciones construidas para satisfacer las condiciones (2).

Suponemos que el contorno I' puede ser descrito en coordena-
das polares (1,0), para alguna funcién positiva que denotamos
por r(0), 0€[0,2x]. Esto es siempre posible para una region es-
trellada cerrada Q con centro en el origen de coordenadas. De

este modo podemos escribir la condicion de contorno como:

f(0) =f(n(0)cosh,1(0)s en 0) 3)

Paso 1: Suponemos que las funciones: 7,(0) y f(@) tienen se-

gundas derivadas e introducimos las siguientes funciones:

_ /0
.}6(‘9) - 7‘02((9)’

(z,9) € Q @
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w(z,y) = ulz,y) —r*f£(0) Q)
e(z,y) — &o(r,0) (6)
Obteniendo la ecuacion (1) en forma polar e intercambiando el

coeficiente variable por (6) queda:

o G )+ (5B )+ (5 )+

NS % (7
#(2)(5g )+ () 5 )2 ) =0
Sustituyendo (5) en (7) y simplificando queda:
div(eyVuy) ==, ®)

donde
Vo= 46.fi(6) + 27, (6) (52 )+ & O)+ £ O)(59)  ©)

De este modo conseguimos el problema equivalente a (1) - (2):
div(e0Vuo) ==, (10)
u,=0 (11)

Usando (2), (3), (4) y (5) se tiene (11) que representa la tran-
sicion de condicion de contorno no-homogénea a homogénea.

Paso 2: Para reducir la ecuacion (10) con coeficientes variables

a una ecuacion con coeficientes constantes, se realiza la si-

guiente reduccion:
o(ar)=(3) «lay)=(5)
alea)=(32) Sleay)-(57)

Empleando (12) — (13) en (10) se consigue la realizacion del

(12)

(13)

paso 2 del esquema quedando:
(14)
(15)

donde el lado derecho de (14) esta representado por (9). La reali-

Av= =y,
v=0.

zacion concreta de los pasos: 3-7 del esquema estan implementa-
dos en los algoritmos desarrollados para sistema Matlab y cuyos

resultados numéricos presentan las etapas de procesamiento.

4. Ejemplo analitico-numérico para la
ecuacion div(e(x,y)Vu) = 0 con coe-
ficiente variable

Consideremos el problema de contorno (1) — (2) sobre el circulo
de radio R. Luego I" puede ser descrita en coordenadas polares

(1,0) y (3) cambia por:

f(0) = f(RcosO, Rsenb) (16)

Supongamos que & (z,y) = m es positivo y que

v, =v, =1, la representacion de €(z,y) en coordenadas polares

T

es denotada por &,(r,0).
4.1 Solucion analitica

Procedemos a recuperar la solucion u,(z,y) para el problema

equivalente (10) - (11), empleando la primer variante de (12):

wleg) = [ [Zdz+h(y) (17)

w(o) = [ {eos(ay)+ 2bdz+h(y) (19)

Para determinar h(y) de manera explicita en (18) procedemos

conforme a lo siguiente:

1. Establecemos limites de integracion, para satisfacer auto-
méticamente las condiciones de contorno en las curvas T,
Iy I, donde I, es la rama izquierda de (19) y I', es la rama
derecha de (19).

2. Sea h(y) una funcion a trozos, debido a la condicion de con-
torno en distintas ramas denotadas como I', y I’,.

3. Establecer la continuidad de la solucion hasta la frontera,
por coincidencia de valores de las funciones obtenidas por
las formulas que presentan la solucion analitica en diferen-

tes partes del dominio que corresponden a las curvas I' y I,

Para el primer paso, considere dos ramas del circulo de radio R

centrado en el origen; en términos de la expresion matematica:
ry=R=zx=ty/R'—y (19)

Una vez despejada la variable x en (19) se puede emplear para es-

tablecer los limites de la ecuacion (18) y se aplican segin la rama:

R Ny
il cos (zo+y) dz, + i 2dx,r+  (20a)
To=x D=
+hi(y),0 <z <+yR'—,
tol2,y) = To=1 T=1x
/ cos (2o +y) dxy + / 2dx, |+
Ry By (20b)
h(y),—VR*—y* <z <0,




Realizando integracion queda:

{sen(‘/Rz—yz +y)—sen(z+y) +}+
+2(VR' ¢ —y)

+hi(y),0 <z <+/R'—¢,
sen(z+y)—sen(—yR —y* +y)+|
Lz(xww—y) |
+h(y),— VR —y* <z <0,

Proponemos el siguiente par de ecuaciones que deben satisfa-

(20c¢)

~

U = (l‘,y

(20d)

cer las condiciones de contorno:
w(z,y) = g(z,y) +h(y)
u(z,y) = w(z,y) + H(y)

(21a)
1b)

A fin de obtener la solucion explicita, se realizan dos etapas que com-

prende la obtencion de (21a) seguida de (21b) en las ramas I', y I,

Caso 1: Solucion en la rama I'|
uo(z,y) =sen(yR*—y +y)—sen(z+y) +
+2(VR' =y —y) +h(y)
= uo |- = sen(yR*—y* +2) —sen(yR*— o/ +y)+
+2(VR —y' —VR2—y") + hu(y)
U0|r:0:hl( )=0
Asi podemos formular a u, como:
=sen(yR* —yf +y)—sen z+y)+2(/R = +y)
Una representacion equivalente de la expresion anterior es:
) ==sen(yR'—y’ +y)+sen(z,y) = 2(VR' —y’ —y)
= u(z,y) =—sen(yR*—y* +y) + sen(z,y) —
A EF—y)+ B ()
sl =sen(z,y) +2@+y) =
=sen(VR —y’ +y)+2(YR =y’ +y)
= sen(VR' =y +y)+2(VR' =y +y) =
==sen(YR' =y’ +y)+
+sen(VR =y’ +y) = 2(VR =y’ =R’ —y’) + H.(y)
= H(y —sen(m-ky)—lﬂ(\/ﬂ—l—y)
= u(z,y) =—sen(yR*— i +y) +sen(z+y) —
—2(/R'—y’ —z)+sen(YR =y’ +y)+ 2(yR =y +y)

= u(z,y) =sen(z+y) +2(z+y)

Up .’L‘y

o (,y)

Caso 2: Solucion en la rama r,

uo(z,y) = sen (z +y) —sen(—yR* =y’ +y) +
+2(z+ VR )+ h(y)
:uolr=sen(—m+y)—sen(—m+y)+
+2A—VE =7 +/B=7) + )

u(,|r=O:h2(y) =0

Revista Ciencias Matemdticas

Asi podemos formular a u, como:
wo(z,y) = sen(z +7v) —sen(«/R2—y2+y)+2(x+\/R2—y2)
= u(z,y) = sen(z+y) —sen(—yR* —y* +y)+
+2(z+ VR =)+ H.(y)
sul=sen(z+y)+2@+y) =
= sen(—/R'—y’ +y)+2(~/R'—y’ +y)
= sen(—yR —y* +y)+2(—/R —y* +y) =
=sen(—\/Rz——yz-i-y)—sen(—\/Rz—yz+y)+
2R~y + VR —y’) + H(y)
= H(y —sen( W+y)+2( VR )
= (z,y) = sen(z +y) — sen(—yR*— +y)
ra(s Ty senl AT 49) AT )

= u(z,y) =sen(z+y) +2(z+y)

De este modo, las soluciones correspondientes a las ramas I, y
I',, muestran de manera explicita para un ejemplo modelo la va-

lidez del método, para un conjunto de datos de entrada.

4.2 Experimentos numeéricos

Se realizan experimentos numéricos para el problema (1)-(2)
siguiendo los pasos del esquema (1)-(7). Sea el ejemplo si-
mulado cuya solucion exacta es u(z,y) = sen (r + y) + 2(x +

y) y considere el coeficiente de permisividad en dos sistemas

. - 1 .
de referencia: (rectang,iular) elx,y) cos@ty) 12 (polar)

cos(r(cos@ +send)) +2

Considere Q el circulo centrado en el origen de radio R,

80(7’,6) =

cuya parametrizacion de la condicion de contorno definida por
I' simple; por otro lado debemos componer la expresion (9) me-
diante resultados parciales a partir de las formulas (3)-(6):

sen(R(cos 8 + send)) "

£(0) = s 2(cos 5};— senﬁ),ﬁ
5= M[COS(R(cosﬁ +send)) +2].
hr= M[COS(R(COS& +send)) +2] -

—(cos @ — senB ) sen(R(cos 8 + senf))
e _ sen(r(cos@ +send))|[r(cosf — send)]

0 [cos(r(cos@ +senf))+ 2T
e _ sen(r(cos@ + send))[(cos O — send)]
ar [cos(r(cos @ + senB))+ 2]

A continuacion procedemos a realizar calculos numéricos a tra-
vés de las expresiones obtenidas para R = I, de este modo de-

seamos cumplir los siguientes puntos:
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. Resolver el problema equivalente (14)-(15).

. Recuperar uo(x,y) en forma analitica por formula (20a)-
(20b) segtin las curvas I',, I',.

. Recuperar u(z,y) por (5) en forma numérica y comparar con

la solucion exacta del problema para el coeficiente de permi-

A continuacion presentamos una descripcion de los rasgos en

forma detallada:

L.

sividad expresado como una funcién &(z,y).

Se procede a analizar el comportamiento cualitativo de la aproxi-

macion numérica de la solucion para el problema (1)-(2) dados los

datos iniciales: permisividad del medio y condicion de contorno.

Los experimentos se realizan para n-valores de nodos y n-rayos de

escaneo, algunas variables indicadoras del comportamiento de la 2.

p-version del método de rayos generales se resumen a continuacion:

. Comparacion del célculo de la transformada de Radon por
los programas pradon y comando interno de Matlab radon.

. Verificacion de las condiciones de contorno a lo largo de las
ramas ', T,

3. Efectos de la simetria del problema y escala de presentacion.

. Convergencia de la p-version del método de rayos generales.

Experimento numérico de la Transformada
de Radon por dos vias de obtencion

por nuestro método R, (XIn-normalizada
9

-8

W

0o 8 (degrees) 2 0o 8 (degrees)

La transformada de Radon se obtuvo mediante dos vias y
comprende el empleo de dos métodos: programa alternativo
escrito por autores y comando interno de sistema Matlab. A
primera vista el comando interno genera un tipo de informa-
cion artificial; en forma visual corresponde a dos mesetas de
valor cero a los costados, paralelas al eje que corresponde al
parametro angular. AUin no contamos con una estrategia de
eliminacion de esta informacion artificial.

Por nuestro método e implementacion de programa obtene-
mos la transformada de Radon; observe que no agrega infor-

macion artificial.

. Las superficies obtenidas no guardan similitud alguna, tie-

nen una morfologia distinta.

Experimento numérico que muestra las recu-
peraciones de las soluciones v(z,y) y v, (z,y)

vix,y) recuperada

uc{x.y) recuperada

-1
ol Tt
-~ -~

)

1
|
P R
i
1
|




Se presenta una descripcion de la calidad de las recuperaciones
en problemas: (14)-(15) y (10)-(11) mediante calculos numéri-

cos obtenidos:

1. Lafigura a la izquierda corresponde a la solucion del proble-
ma (14)-(15) por el empleo del método de la Transformada
Directa e Inversa de Radon por autores. Un rasgo importan-
te que hay que senalar es que cumple las condiciones de con-
torno en el contorno.

2. La figura a la izquierda tiene un punto maximo y punto mi-
nimo y espacialmente tiene la caracteristica de simetria res-
pecto a una proyeccion de la recta y = z.

3. Lafiguraala derecha muestra la recuperacion de la solucion
numéricamente para el problema equivalente (10)-(11), la cual
satisface las condiciones de contorno, esta solucion numérica

se sustituye en (5) para determinar v de manera aproximada.

Experimento numérico que muestra
la recuperacion de la solucion del problema
(1)-(2) para n-nodos e igualmente n-rayos de

€scanco
exact \=sin(x+y F2x+y),eps=1/{cos (x+y)}#2)

exact t=sin(eyi20¢y), eps=1{cosik+y2)
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En las siguientes lineas se explican las figuras tomando el or-

den por renglones de arriba-abajo.

1. El primer experimento corresponde al primer renglon; este
fue realizado para n = 41 nodos en cada variable p y ¢ (n ra-
yos y n escaneos), mientras que el segundo experimento co-
rresponde al segundo renglon; este fue realizado para n = 81
nodos en cada variable p y ¢ (n rayos y n escaneos).

2. Las columnas de izquierda a derecha representan lo siguien-
te: soluciones u exactas del problema (1) - (2) y soluciones u
recuperadas al problema (1) - (2) empleando los pasos 1 — 7
de la p-version del método de rayos generales.

3. Seleccionamos dos variables que nos permiten medir la ca-
lidad de recuperacion a través de nuestro método; estas son:
dmax - el error maximo y dsr — el error promedio en media
cuadratica.

4. Se realizan muchos experimentos en funcion de la cantidad
de rayos de escaneo, para resumir mostramos dos experi-
mentos: el experimento para n = 41 nodos en cada varia-
ble p y ¢ (n rayos y n escaneos) se obtuvo dmax = 0.2365,

dsr = 0.0571; el experimento para n = 81 nodos en cada va-
ufx,y) recuperada

-~




Sociedad Cubana de Matemdtica y Computacion

riable p y ¢ (n rayos y m escaneos) se obtuvo dmax = 0.1606,
dsr=0.0372.

5. Observe que la recuperacion por la p-version del esquema de
rayos generales para el ejemplo numérico, cuyos datos de en-
trada se establecieron en lineas superiores cumple los siguien-
tes puntos: aumento de numero de nodos muestra una clara
tendencia a disminuir el error maximo y el error promedio en

media cuadratica; por tanto la calidad de recuperacion optima.

6. Comentarios finales

Este trabajo de investigacion explica el esquema de solucion
del problema planteado (1)-(2) por medio de la p-version del
método de rayos generales y para un ejemplo sintético abarca
los aspectos analitico y numérico, que nos permiten establecer

las siguientes afirmaciones:

1. Se muestra analiticamente el valor de las funciones auxilia-
res h,(y), h,(y) que componen a la solucion w, en forma ana-
litica para cada una de las ramas I, y I', (izquierda y derecha)
del circulo de radio R expresado en (19).

2. Obviamente se calculd de manera analitica la solucién
para el problema (1) - (2) empleando (21a) - (21b) para las ra-
mas: I', y I;; 1a cual en la frontera coincide con la condicion
de contorno de Dirichlet prefijada.

3. Se resolviéo numéricamente (1) - (2), para el ejemplo simula-
do y se estudi6 el comportamiento del calculo numérico de
la transformada directa de Radon; a través de dos progra-
mas: programa pradon y funcién interna de sistema Matlab
radon. De lo cual se desprende que nuestro método de cons-
truccion es mejor; ya que no incorpora informacion artificial
la cual destruye propiedades esperadas de las soluciones.

4. Los pasos posteriores del experimento generaron los resul-
tados parciales con la satisfaccion de las condiciones de con-
torno en la ramas I', y I, para la solucién v al problema (14)

- (15) y la solucion numérica v, al problema (10) — (11) em-
pleando (12). Luego, el siguiente uso del resultado numérico
1, €n (5) permite recuperar « con buena calidad y rapidez.

5. Por lo tanto, la parte analitica y numérica para este ejemplo

sintético permiten: establecer la validez del método cons-

truido; medir la calidad y rapidez de recuperacion mediante

calculos numéricos.

7. Apéndice
7.1. Método de Rayos Generales

Para modelar problemas que no dependen de la variable tem-
poral y que estan restringidos a las variables espaciales, cuya
dindmica es considerada estacionaria y concretamente en
ecuaciones diferenciales parciales (EDP) los modelos mate-
maticos cuyo enfoque esta aplicado a los problemas de con-
torno se utilizara el Principio de Rayos Generales (PRG). El
PRG fue propuesto en [5] y [6] y consta de las siguientes su-

posiciones:

1. Considera la influencia del campo fisico externo como rayos
que pueden ser simulados matematicamente por el campo
vectorial plano V (I) paralelo a la direccion a lo largo de la
linea recta [;

2. El campo V(I) es caracterizado con alguna funcion
u(z,y);

3. Valores de la funcion u(z,y) o flujo del vector V (I) son co-

nocidos en el contorno I"

La aplicacion del PRG a problemas bajo investigacion signifi-
ca la construccion de un analogo de la ecuacion (1)-(2) descri-
biendo la distribucion de la funcion u(z,y) a lo largo de “Rayos
Locales Generales” que formalizan un modelo matematico del
esquema de escaneo, los cuales vienen expresados como lineas
[ para algun tipo de parametrizacion.

Considere la parametrizacion de alguna linea recta [ debi-
do al parametro ¢: z = pcosp — tsing, y = psing + tcosp. Aqui
[p| es la longitud de la perpendicular del centro de coorde-
nadas a la linea [, ¢ € [0,n] es el angulo entre el eje x y esta
perpendicular.

En trabajos [5] y [6] fue construida la ¢-version del método
de rayos generales. Usando la parametrizacion se convierten
las funciones w(z,y), £(x.y), f(r,y) en (z,y) € lparap, ¢ fijo a las
funcion de u(t), s(t) f(t) de la variable ¢. Supongamos ahora que



el dominio Q es convexo. Definamos para cada p y ¢ fijo las
funciones u,(p.¢) = u(t ). u,(po) = u(t), para los parametros ¢,
y t,, que corresponden a los puntos de la interseccion de la linea
'y la frontera del dominio.

Aqui, el PRG conduce a la reduccién de EDP a una familia
(que dependen de p,p) de ecuaciones diferenciales ordinarias
(EDO) como una version local de la ecuacion (1):
[e(t)w(t)] =0,t € [t,t] (22)
Las correspondientes condiciones de contorno conducen a las
correspondientes condiciones de contorno locales para u(t) en
los puntos ¢, y ¢,. Designamos como ¢ (t) la solucién del pro-
blema local (22) con tales condiciones de contorno. La ¢t-version
del método de rayos generales consiste en la aplicacion de la
formula final

() (b —t) +

( 7(/7) _UO(p7(p)
Kl( 7(/7)

u(z,y) = (23)

U
+ 1

Ko(paw)

donde V(t) :$§ ko(t) = f}’(é)dé;

Kp.9) = | W(E)dE: K (p.g) = h(t)

La p-version del método de rayos generales, desarrollado en
este trabajo fue propuesta para el Problema de Dirichlet para la

ecuacion de Laplace en [7].

7.2 Comparacion del Método
de Rayos Generales con Método
de Elementos Finitos

Para realizar la comparacion procedemos a determinar la solu-
cion numérica del problema:
div (e (z,y)grad v) =0, (z,y) € Q

ul=£(z,y), (,y) € 0Q 23)

Mediante sistema de programas construido para realizar la
p-version del método de rayos generales y programas Toolbox
PDETool de sistema Matlab.

Usando el ejemplo numérico anterior con las siguientes fun-
— sin(zt+y) + 2(x+y).

ciones: € (z,y) = 12 Y flxy)

cos (z,y)
Dada la formulacion (23a) — (23b) e igualmente los valores de las

funciones se tiene un problema directo. El objetivo es recuperar
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w en el interior de Q en forma numérica. Es un requisito estable-
cer parametros que permitan determinar la calidad mediante la
representacion visual y el tiempo de realizacion de calculos nu-
méricos. El toolbox denominado PDETool del sistema Matlab
utiliza en la resoluciéon de EDP el Método de Elemento Finito
(MEF) para problemas definidos en dominios acotados en el
plano. Para aproximar la solucion numérica de una EDP elipti-

ca se procede mediante tres pasos:

1. Describir la geometria del dominio Q y la condiciéon de
contorno. Esto se puede realizar en cualquiera de las vias:
interactiva usando pdetool o a través de archivos *.m

2. Construir una mallado o grilla triangular del dominio
Q. El paquete tiene un generador de grilla y facilita el
refinamiento de la misma. Una malla es descrita por tres
matrices de formato fijo que contiene informacion acer-
ca de los nodos de la malla, segmentos de contorno y los
triangulos.

3. Discretizar la EDP y la condicion de contorno para ob-
tener un sistema lineal Ku = F. El vector desconocido «
contiene los valores de la solucion aproximada en los pun-
tos de la malla, la matriz K es obtenida a través de las
funciones &(,y) y f(x,y) el lado derecho denotado por F

contiene valores promedio de f alrededor de cada nodo.

Se procedié a realizar una serie de experimentos para obtener
la solucion numérica de (23a)-(23b) en el pdetool de sistema
Matlab descritos en la tabla 1:

Tabla 1 Cantidad de experimentos a realizar por las estrategias de
aproximacion numérica

Experimento Cantidad de rayos de escaneo
1 14
2 28
3 42

Se procede a medir los tiempos de ejecucion que toman las

estrategias: aplicacion pdetool que incorpora aproximacion
por medio del método de elemento finito y p-versién del mé-
todo de rayos generales en la aproximaciéon de la solucion

numérica.
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La segunda estrategia incorpora dos variables que permiten
medir: el error maximo y el error promedio en media cuadrati-
ca, que se cometen en comparacion con la solucion exacta del

problema y se capturan en la tabla 2.

Tabla 2. Tiempo de ejecucion de las estrategias de aproximacion
numérica y medida de los errores cometidos

Rayos

de eseanco Pdetool Método GR  Dmax Dsr
14 0.902346seg  0.32455seg  0.6555 0.1713
28 0.869951seg  0.097181seg  0.4917 0.1076
42 2.387995seg  0.197593seg  0.3985 0.0819

En la siguiente figura se realiza una comparacion visual del pro-
blema (1)-(2) para datos iniciales dados arriba; las columnas
en la figura indican la cantidad de rayos de escaneo: izquierda
n = 14, central n = 28 y derecha n = 42; igualmente los renglones
indica: primer renglon corresponde a las soluciones exactas para

n-rayos de escaneo, segundo renglon corresponde a la solucion

0 g Pt

W -

A LA

por MEF para n-rayos de escaneo que aumenta segun tabla 2 y
tercer renglon corresponde a la solucion recuperada por nuestro
programa para p-version del método de rayos generales.

Aqui ofrecemos la siguiente conclusion: a medida que au-
mentamos la cantidad de rayos de escaneo la ejecucion de la
p-version del método de rayos generales mejora el tiempo re-

querido de computo frente al pdetool de sistema Matlab.

7.3 Convergencia del método
de rayos generales

El analisis numérico [11] es la parte de las matematicas que disefia
métodos para aproximar de forma eficiente las soluciones de pro-
blemas expresados matematicamente. Asi la existencia de la solu-
cion de un problema directo se puede garantizar por medio de la
teoria apropiada al problema; el contrario del analisis que permite

obtenerla mediante algin proceso constructivo.

s e ]



Un método constructivo es un conjunto de instrucciones
conducentes a calcular la solucion de un problema, bien en un
numero finito de pasos o bien en un nimero infinito mediante
un proceso de paso al limite.

Una tarea esencial es establecer la convergencia de la solucion
producida por el algoritmo (solucién numérica) a la solucion exacta
del problema, y también estudiar la velocidad de convergencia a di-
cha solucion. Luego deseamos establecer como disminuyen: el error
maximo y error promedio en media cuadratica a medida que au-
mentamos el nimero de n-nodos e igualmente n-rayos de escaneo.

Por consiguiente nos enfocamos en dos caracteristicas de exac-
titud que nos permitan medir la convergencia del método a cargo
de los errores que se cometen. Aqui se ofrece una segunda conclu-
sion respecto al orden de convergencia: analizando la informacion
de la Tabla 2 para las columnas Dmax y Dsr concluimos que para
los diferentes valores de 7 los errores disminuyen linealmente a

medida que aumentamos la cantidad de n-rayos de escaneo.
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