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Algebras triangulares I-hereditarias de tipo de
representacion manso

Triangular I-hereditary algebras of tame
representation
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Resumen En este trabajo se realiza un estudio de las algebras localmente hereditarias a través de sus
relaciones con los posets y sus algebras de incidencia con el fin de reescribir a detalle la demostracién del
teorema que establece condiciones para que el algebra I-hereditaria 7; (A) sea de tipo representacion manso.

Abstract In this work we study locally hereditary algebras through their relations with the posets and their
incident algebras in order to rewrite in detail the proof of the theorem that establishes conditions for the locally
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Introduccion

A partir del desarrollo de la teoria de representaciones de dlge-
bras surgieron nuevos métodos y herramientas para clasificar
las algebras de acuerdo a la cantidad de objetos indescompo-
nibles de estas; siendo las representaciones de los conjuntos
parcialmente ordenados (posets), problemas matriciales algu-
nas de las mas utilizadas, asi como los métodos diagramaticos
que son esenciales para su estudio y comprension.

El objetivo de este articulo es mostrar un caso particular de
las dlgebras localmente hereditarias que constituyen dlgebras
de incidencia de algin poset y cuya extensién por si misma
posee tipo de representacién manso, apoydndonos en los méto-
dos diagramaticos y para lo cual se daran algunos aspectos
importantes de la demostracion del teorema principal.

1. Algebras de incidencia de un conjunto
parcialmente ordenado.

Sea K un cuerpo e I = {1,...,n} un poset finito, con la rela-
cién de orden <.

Definicion 1.1. Sea el poset I, se denomina K-dlgebra de
incidencia de I, K1, a la subalgebra de M,(K) generada por
las matrices unitarias e;jj € M,(K) tal que i < j. Se puede
describir como

KI = {A = [a,-j] € Mn(K) aij =0 si iﬁ ]}

O sea K1 es el dlgebra generada por todos las matrices e;;
con i = j, con la siguiente relacién:
0 si j#vr
eijerq =
iy €n otro caso
Se nota que el conjunto formado por las matrices {e;} jcs es

un conjunto completo de idempotente primitivo ortogonales
de KI[4].

Definicion 1.2. Sea el poset finito (I,=<) se llama poset I-
extendido (coextendido) y se denota por I* = TU{x} (Iy =
{0} UI) a una extension de I por un elemento maximal (mini-
mal) x =n+1(0=0).

De igual forma el 4dlgebra de incidencia del poset extendido
KI* se define como una subdlgebra de M, (K) tal que se
puede escribir de la forma

K 1K K3 ... 1Ky 1K1
0 K 2K3 ... 2Ky 2Kup1
0 0 K ... 3K, 3Ku
* P . .
KE=119 o o
: . : oKy nKnt1
0 0 0 0 n+1Kn+1

donde ;K; =K sii = jenly ;K; =0 en otro caso.

Andlogamente se describe el dlgebra de incidencia del po-
set extendido K1y como una subdlgebra de M, (K).
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El dlgebra K7* puede ser expresada en forma triangular como
«_ (T Mrg
K1 = ( Lo )
Donde T = K1 es el dlgebra de incidencia del poset ¥ y

K
Mrg = n
K

es considerado como un 7" — K- bimdédulo.

1.1 Descripcion de los modulos sobre algebras de
incidencias.

Se denotard por Mod (KT*) a la categoria de todo los médulos

derechos sobre KI* y por mod(KI*) a la subcategoria plena

formada por todos los médulos de KI* que son finitamente

generados, a estos dltimo se dirigird nuestra atencion.

El dlgebra KI* es de dimension finita sobre K [12],[4].

Definicion 1.3. Un mddulo X de mod(KI*) puede ser identi-
ficado por el sistema

X = (XB(PJJ)ijjj*v

donde X; es un espacio de dimension finita a la derecha sobre
Ky @;;:X;— X;jparai = j son aplicaciones lineales tal que
@;j=idparatodo j€ Iy Q;; Qis=@;sparas <i=< j.

Cadan =Xej y (pj’i(xei) =Xejej; = Xejj = Xej e;para i< ]
Cualquier K7*-homomorfismo f entre X e Y esta definido por
el sistema

f: (ﬁ) = (flv"waf*)

de aplicaciones lineales f; : X; — Y; y satisface la condicién
de conmutatividad ¢, ;fj = fi¢ j paratodo 1 < j <t <n+1
donde cada fj(xe;) = f(xe;).

Cada médulo proyectivo indescomponible es isomorfo a algiin
modulo de la forma P; = e;KI* para algiin j € KI*; en donde
P11 = P. = e.KI*, [12]. De igual manera podemos identifi-
car a los médulos P; de la forma del par (Y;, ¢;) donde ¥; = K
si j 2 iyes(deotra manera, ¢; : ¥; — Y; es la identidad para
j=i<t=n+1yes0en caso contrario. Por tanto el médulo
puede ser descrito como

Pj = (Oa cee 7O7K7Kj,j+1a' .. »Kj,n-&-l;(Pt,i)H,
Los mddulos simples se pueden describir de la forma
jes*
donde S;j) =Ky s = 0 para i # j.

i
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Sea el médulo X = (X;; @;,), ;- El radical de X es el submédu-
lo J(X) = XJ (KT*) que puede ser descrito también como

J(X) = (Yia(pjyi)ijj
donde X ; = ¥, ;Im(¢; ;). Mientras que
top (X) =X /J (X) = (X;/X ;:0)

Como todo médulo posee cubierta proyectiva, se puede des-
cribir esta de la forma

PX)=P'®P*®...®P"

donde cada r; = dim (X;/X ). En particular se tiene que
P (S(ﬂ) =P

Utilizando el funtor contravariante D = Hom(—, K), el cudl
proporciona una dualidad entra las categorias mod (KI*) y
mod (KI*°P), se tiene que los médulos inyectivos indescom-
ponibles de KI* son de la forma

EW) — ( Ef”; <pj,i>

i<j
donde Eim =K parai < j, Ei(j) =0sinoy @;; = id para
i < jy 0de otra forma.

1.2 Algebras localmente hereditarias y algebras de
incidencia.

Definicion 1.4 (Algebras I-hereditarias.). Sea A una K-dlge-

bra, se dice que A es localmente hereditaria (I-hereditaria)

si cumple que todo morfismo no nulo entre proyectivos indes-

componible es un monomorfismo.

Algunas caracterizaciones de las dlgebras localmente heredi-
tarias determinan sus principales caracteristicas se muestran a
continuacién y sus demostraciones aparecen en [11], [2].

Proposicion 1.1. A es un dlgebra I-hereditaria si'y solo si
todo submddulo local de un proyectivo inescindible es proyec-
tivo.

Proposicion 1.2. Si A es un dlgebra I-hereditaria entonces
Z no posee relaciones cero.

Con el siguiente lema, que se encuentra en [12], se observa
la relacién entre las dlgebras de incidencia de un poset y las
algebras l-hereditarias.

Lema 1.1. a) Las digebras KI, KI* y Kly son localmente
hereditaria.

b) P. = P,1 es el uinico simple proyectivo (salvo isomorfis-
mo) de KI* y el soc (P;) = P, para todo j € .%. El médu-
lo Exp+ (Px) es isomorfo al I -espacio M = (Mo; M), »
con My=M; =K paratodaic V.
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2. Extension por un punto.

Sea A una K-algebra de dimensién finita, basica y conexa y
sea M un A-médulo a la izquierda, considerado también como
un A-K-bimddulo.

Definicion 2.1. Se llama extension por un punto de A en M
al dlgebra matricial definida por

A= (/3 1‘;) — A[M]

Los idempotentes de A son la unidad de A, 1, , formada por los
idempotentes de A, eyp,ez,...,e,, y un nuevo idempotente al
que se denotard por e,+1. Los cuales definen las inmersiones
de modK y modA en modA [8].

De igual forma se puede hablar de coextensidn por un punto
definido por [M]A := <Ig 1}:) el cual es el dual de lo ante-
rior [9].

El carcaj de A [M] contiene al carcaj asociado A como un
un subcarcaj pleno y existe un vértice adicional, llamado vérti-
ce de extension de A [M] y siempre en un fuente. De forma
analoga, el carcaj de la coextension contiene al carcaj asocia-
do a A con un vértice adicional que siempre es pozo.

Un ejemplo de extensién por un punto es el dlgebra de in-
cidencia del poset I* = I U {x}, donde I es un poset de n
elementos; pues como se defini6 en la seccion 2.1 del capitu-

lo 2, esta se puede escribir como KI* = (I(()I 1\121) donde
K
K

M= n. O sea KI* es la extension del dlgebra K1 por
K

un punto maximo. Dualmente una coextension serfa el dlgebra
K1y, coextension de K1 por un punto minimo.

3. Tipos de representaciones de algebras.

La teoria de representaciones, como ya se abordé anteriormen-
te, se enfoca en clasificar las dlgebras de acuerdo a la cantidad
de médulos indescomponibles que posee, es por ello que en
esta seccidn se brindardn aspectos esenciales para realizar esta
clasificacién, haciendo énfasis en aquellas que son de tipo
manso.

Definicion 3.1. Se dice que un dlgebra A es de tipo de re-
presentacion finito, si la categoria de los modulos sobre el
dlgebra modA tiene una cantidad finita de elementos, tales
que todo mddulo indescomponible de A es isomorfo a algunos
de estos elementos. En caso contrario se dice que A es de tipo
de representacion infinito.

En otras palabras, el dlgebra es de tipo de representacion fini-
ta si tiene una cantidad finita de médulos indescomponibles,
salvo isomorfismos.

Si el élgebra es tipo de representacion infinito entonces se
puede diferenciar en dos clases distintas:

Definicion 3.2. Sea A una K-dlgebra de dimension finita,
se dice que A es de tipo de representacion salvaje si existe
M un A-K{x,y)-bimédulo libre y finitamente generado sobre
K{x,y), tal que el funtor:

F=M®,,, (=) :modK(x,y) — modA

conserva indescomponibles y refleja clases de isomorfismos.
En ese caso se dice que M realiza el salvajismo de A.

Esta definicién incluye la clasificacién de médulos de dimen-
si6n finita indescomponibles en el problema matricial cldsico
de reducir a la forma candnica, pares de matrices que sean
simultdneamente conjugadas.

Definicion 3.3. Sea A una K-dlgebra de dimension finita,
se dice que A es de tipo de representacion mansa si para
todo natural d existen Ny, ...,N, de A-K[x]-bimddulos tales
que si M es un modulo indescomponible de A de dimension
d, entonces existe un modulo simple S de forma que M es
sumando directo del médulo N Ok Sparaalgin j=1,...,n.

Al conjunto de los {N;};_t, se le denomina familia parame-

trizada de dimension d.
La disyuncion entre estas tres clases estd dada por el si-
guiente teorema expuesto por Y. Drozd en [3].

Teorema 3.1. Toda dlgebra A sobre un cuerpo K algebraica-
mente cerrado es de tipo de representacion finita, de tipo de
representacion manso o de tipo de representacion salvaje y
estos tipos son mutuamente excluyentes.

En las élgebras de tipo de representacién finita y manso, so-
bresalen los resultados obtenidos por P.Gabriel [5] y Nazarova
[10] en la clasificacién de estas, a partir de ciertos carcajes.
Resultado que se enuncia en los siguientes teoremas:

Teorema 3.2. Un carcaj finito Q es de tipo de representacion
finita si 'y solo si Q es la union disjunta de los diagramas de
Dynkin: A, Dy, Eg, E7y Eg.

Teorema 3.3. Sea Q un carcaj orientado sin ciclos y sea K
un campo algebraicamente cerrado. Entonces el dlgebra KQ
es de tipo de representacion manso si y solo si Q es uno de
los siguientes diagramas extendidos de Dynkin

i <
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D, . .

Es .

E; .

Ey

donde . . significa cualquiera de estas dos relacio-

nes - « O o ..

4. Algebras 75 (A).
Se trabajard en esta seccion con las dlgebras triangulares su-

periores del tipo . Las que se denotardn por T>(A)

A A
0 A
siguiendo la notacién definida en [1],[6].

Algunos trabajos se refieren a los tipos de representaciones de
dichas dlgebras del tipo 7,,(A) como en [1] y [8].

A partir de métodos diagramaticos se puede también construir
dicha dlgebra como se muestra a continuacion [7].

Definicion 4.1. Sea A el dlgebra asociada al carcaj Q finito,
sin ciclos y sean Qq el conjunto de n vértices de Q y Qi
el conjunto de flechas de Q. Se define el carcaj T) (Q) que
posee 2n vértices tal que (T (Q)), = QoUQy = {1,...,n} U
{U',....n"} y cuyo conjunto de flechas es (T» (Q)), = Q1 U
Q U{i—7i:i€Qo}.

El siguiente lema muestra la relacién entre ambas construc-
ciones.

Lema4.1. Sea A el dlgebra de incidencia de un poset con car-
caj Q entonces el dlgebra T> (A) es el dlgebra de incidencia
del poset con carcaj T» (Q).

Por lo tanto si A es I-hereditaria entonces 75 (A) también lo
es. La demostracion de este lema se puede encontrar en [7].
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Teorema 4.1 (Teorema Principal). Sea A el dlgebra de inci-
dencia de un poset finito con carcaj Q. Entonces T» (A) es de
tipo de representacion manso si y solo si Q es de la forma:

.
NS

o el diagrama no orientado del carcaj tiene una de estas
formas:

ii) Dy: .

iiii) As : . . . . .

Nuevamente se toma que .
estas dos relaciones .

. significa cualquiera de
« O o« ..

Demostraciéon. Como mod A es una subcategoria de mod
T, (A) si A es de tipo de representacion salvaje entonces 73 (A)
también lo es; por lo tanto se analizardn los casos donde A no
sea de tipo de representacion salvaje, o sea, los casos donde
A sea de tipo de representacion finito y manso y para esto
basta analizar aquellas cuyo carcaj asociado se corresponda
a los diagramas de Dinkyn: A,, D,,, E¢, E7, Eg para el caso
finito y a los Euclidianos: A, D,,, Es, E; y Eg para el caso
de las mansas, recogidos en las proposiciones (3.2) y (3.3)
respectivamente.

Se asume que T3 (A) es de tipo de representacién manso.
Se analizard primeramente los D,, con n > 4. Supongamos que
Q contiene a D4 y ademds es un carcaj del tipo D5 orientado

(D3) de la siguiente forma

7
\

Entonces al construir el carcaj T, (D;) este contiene a un sub-
carcaj de la forma
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La categoria de representaciones de este subcaracaj con todas
las relaciones de conmutatividad posee una subcategoria €
cuando 3 = id. Por su parte, la categoria % es isomorfa a la
categoria de representaciones del carcaj

.
.
.
< e ————>
.

que es de tipo de representacion salvaje. Por lo tanto 75 (D;)
es también de tipo de representacion salvaje, lo cual contradi-
ce la hipétesis y O no puede ser del tipo DZ. Andlogamente
se prueba que para cualquier otra orientacién de D, 1> (D;)
es de tipo de representacion salvaje, lo cual indica que Q no
puede ser Ds.

Como D5 es un subcarcaj de D, y D, paran > 5, Eg, E7, Eg,
Es, E7 y Eg entonces es suficiente para afirmar que si Q es de

alguna de esas formas entonces 7> (Q) es de tipo salvaje.

Queda por comprobar que Q = D4, asumiendo que Q es el
carcaj orientado Dj de la forma:

e <

Entonces el carcaj 7>(D}) es una extensién por un punto de
un caracaj de tipo Eg y por lo tanto manso.

Si Q fuera el siguiente carcaj

e ——>

Entonces el caracaj 7>(Q) es de la forma

A |
o

que constituye una doble extension del dlgebra asociada al
carcaj

. - ———>

N

D —

la cual contiene un Ds y por tanto T>(Q) es manso. El resto
de las orientaciones son carcajes duales. Por lo tanto Q = Dj.

Si Q = Dy, de la forma

se comprueba muy facilmente que 7> (§4) no es de tipo manso
pues contiene un subcarcaj de tipo de representacion salvaje.

Por otra parte, suponiendo que Q es un carcaj del tipo A,
con dos vértices fuentes de la forma

¢ <

Entonces 75 (Q) contiene a un subcarcaj Q' de tipo de repre-
sentacion salvaje de la forma

Por lo tanto Q es de tipo de representacion salvaje.

Si se supone que Q es del tipo A, con relacién de conmutati-
vidad tal que es de la forma

. e

I

- —

Entonces para n > 5 se puede encontrar un subcarcaj en 7> (Q)
que es de tipo de representacion salvaje. Luego Q no puede
ser A,

Se analizard a continuacién que cuando Q es lineal o sea un
A,. En [7] los autores prueban que T»>(Q) es de tipo de re-
presentacion finito si Q = A, para n < 4, por lo tanto solo se

examinard A, paran > 5.

Si se considera que Q tiene la forma del carcaj A orientado
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Entonces 7>(A) tiene la forma:
S T
Teniendo en cuenta la subcategoria & de representaciones tal

que Y = id, se tiene que esta es isomorfa a la categoria de
representaciones del carcaj

|

Y este contiene la categoria de representaciones del carcaj:

El cual es de tipo salvaje y por tanto 7> (Af) es de tipo salvaje.
Debido a que Ag esta incluido en A, para n > 6 entonces para
esos valores de n, T (A,) es de tipo salvaje.

Si suponemos que Q es el grafo orientado AS de la forma:

Entonces 75 (Q) tiene la forma
Sea A el dlgebra asociada a Q entonces 7> (A) es una exten-

sién por un punto de un algebra localmente hereditaria cuyo
carcaj es de la forma

Con inyectivo Y = K K K
K K K
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N X

K

Se puede ver que el dlgebra resultante es una coextension de
top (Y), la cudl resulta ser un 4lgebra del tipo E;

y como tal es de tipo de representacién manso. Para cualquier

otra orientacién de A3, 7>(A3) también es producto de exten-
siones de dlgebras del tipo Eg o E7.

Finalmente, si se supone que Q es de la forma

N
N

entonces el carcaj T>(Q) tiene la forma

.71
e

T —

que resulta ser una extension y coextension del médulo

X=K——K~<~—K

i i

K<~—K——K
que es de tipo manso [

La siguiente proposicién muestra la existencia de algtin poset
para el cual el dlgebra 7>(A) es de tipo de representacion
manso

Proposicion 4.1. Sea A un dlgebra bdsica localmente he-
reditaria tal que T, (A) es de tipo de representacion manso,
entonces A es el dlgebra de incidencia de algiin poset.
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