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Resumen Se propone un algoritmo numérico para la solucion de sistemas de ecuaciones diferenciales
parciales no lineales y dependientes del tiempo, basado en la discretizacion por diferencias finitas sobre
mallas adaptativas. Las mallas se construyen combinando una representaciéon por bloques y la transformada
wavelet discreta con bases wavelet obtenidas mediante subdivision interpolatoria. Como criterio de refinamiento
adaptativo y dinamico, se utiliza la magnitud de los coeficientes wavelet en el primer nivel de descomposicion
de la transformada wavelet discreta. El algoritmo es implementado en FORTRAN 90, lo cual permite un
manejo dinamico de memoria, y es acoplado al modelo de pronéstico numeérico del tiempo ARPS (Advanced
Regional Prediction System). Se demuestra mediante dos casos de estudio que el algoritmo propuesto es
computacionalmente menos costoso y mas eficiente que el médulo de refinamiento de mallas que viene

We propose a numerical algorithm for the solution of nonlinear and time dependent systems of
differential equations, based on finite difference schemes over adaptive meshes. The meshes are constructed by
combining a block representation and the discrete wavelet transform with wavelet bases obtained by interpolation
subdivision schemes. The magnitude of the wavelet coefficients in the first decomposition level of the discrete
wavelet transform is used as an adaptive and dynamic refinement criterion. The algorithm is implemented in
FORTRAN 90, which allows a dynamic memory management, and is coupled to the numerical weather forecast
model ARPS (Advance Regional Prediction System). It is demonstrated by two study cases that the proposed
algorithm is computationally less expensive and more efficient than the mesh refinement module originally

representacion por bloques adaptativa — resolucion adaptativa de Ecuaciones Diferenciales Parciales —
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Introduccion

La solucién numérica con pequefios errores de precision, y
en el tiempo requerido (muchas veces tiempo real) de los mo-
delos matematicos para el estudio y prediccion de fenémenos
atmosféricos y climdticos, es una tarea que exige algoritmos
rapidos y que brinden soluciones con elevados 6rdenes de
aproximacion. Esto se convierte en un reto, teniendo en cuen-
ta que estos modelos estdn dados por ecuaciones diferenciales

parciales (EDPs) no lineales y dependientes del tiempo. Para
resolver estos modelos, utilizando por ejemplo el método de
Diferencias Finitas (DF), [31], las regiones geogréficas son
representadas mediante una malla de puntos tridimensional;
donde las coordenadas (x,y,z) de cada punto se clasifican en:
coordenadas horizontales (x,y), longitud y latitud respectiva-
mente y z es llamada la vertical y describe alturas en la capa
atmosférica. La distancia horizontal entre puntos adyacentes
es conocida como espaciamiento de la malla o resolucién.
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Mientras mas pequeio el espaciamiento (menor escala) ma-
yor resolucién. La resolucién es un aspecto que diferencia los
modelos de prondstico del tiempo climético ya que, mode-
los que se usen para estudiar y pronosticar, por ejemplo las
turbulencias, que son fendmenos que ocurren en areas que
abarcan un radio de hasta 20 metros con duracion de minutos,
deben ser resueltos sobre mallas con mayor resolucién que
aquellos que se utilicen para pronosticar los frentes de huraca-
nes que abarcan dreas entre los 200 y los 2000 Km con dias
de duracién. Sin embargo estos fendmenos que ocurren a dife-
rentes escalas espaciales y temporales no se pueden estudiar
de manera aislada ya que interactian entre ellos. Esta natu-
raleza multiescalar de los procesos atmosféricos, los cuales
ademads presentan variaciones bruscas en las magnitudes de
las variables meteorolégicas que los caracterizan, introduce
complejidades adicionales en la solucién numérica de los mo-
delos matematicos; particularmente se requieren mallas con
pasos de discretizacion pequeiios. El aumento uniforme de
la densidad de puntos en las mallas de DF, conduce a un in-
cremento considerable del costo computacional. Para superar
esta limitacion se han desarrollado alternativas que proponen
considerar los esquemas en diferencias finitas sobre mallas
adaptativas; refinadas sélo en regiones e intervalos de tiempo
requeridos.

Berger y Oliger en [2], introducen por primera vez el re-
finamiento adaptativo de mallas (RAM), para la integraciéon
eficiente de ecuaciones hiperbodlicas. El RAM se basa en el
uso de una jerarquia de mallas, comenzando con una malla
gruesa, e insertando mallas més finas solo en las regiones
donde la solucién experimenta variaciones bruscas. El criterio
utilizado para la deteccion de las dreas de interés es el error
de truncamiento local en la aproximacion de la solucién ba-
sado en la extrapolacion de Richardson. En la modelaciéon
numérica del tiempo, este método fue aplicado originalmente
en [29, 28]. Resultados mds recientes pueden ser consultados
p.e. en [18, 22, 30]. Sin embargo, con excepcioén del modelo
OMEGA (Operational Multiscale Environment model with
Grid Adaptivity) [1], las estrategias adaptativas basadas en
RAM no han sido exitosas en este contexto. En la mayoria de
los modelos de prondstico del tiempo, el RAM ha sido aplica-
do como método de anidamiento de mallas, donde parametros
como: la cantidad de mallas, la dimension de las mallas, el
paso de discretizacion espacial y temporal, son elegidos fijos
a priori, [23, 33].

Con la formalizacién de la teoria wavelet [3, 5, 21] el con-
cepto multiresolucién ha sido estudiado como variante para
obtener adaptatividad en la generacién de mallas, surgiendo
asi una categoria de métodos llamados de multiresolucién
(MR). En este contexto se realiza un nivel de descomposicién
del algoritmo de la Transformada Wavelet Discreta (TWD),
aplicado a los datos representados sobre una malla y mediante
un proceso de umbralizacién de los coeficientes wavelet en la
TWD, se define un criterio para el refinamiento de la malla.
Las estrategias basadas en multiresolucién fueron desarrolla-
dos originalmente por Harten en [16] para esquemas conser-

vativos y posteriormente fueron presentadas extensiones en
[4, 26]. Dos enfoques de construcciéon de mallas adaptativas
para esquemas en diferencias finitas, que se fundamentan en
los métodos MR son: por sus siglas en inglés, el SPR (Sparse
Point Representation) [17] y el ABR (Adaptive Block Repre-
sentation), [11, 10]. En ambos enfoques el modelo de EDPs
se resuelve modificando los esquemas en diferencias finitas
tradicionales sobre las mallas adaptativas. En el SPR se calcu-
la la TWD a partir de los puntos de la malla y aquellos puntos
cuyos coeficientes wavelet en la TWD excedan un umbral
prefijado, son retenidos, mientras que el resto se descarta; es
decir se transita de una malla con mayor resolucién a una
con menor resolucién. E1 ABR por su parte, propone la des-
composicion de la malla en bloques uniformes, cada uno de
los cuales puede tener un nivel de refinamiento diferente y se
utiliza de igual forma la magnitud de los coeficientes wavelet
en la TWD como criterio de refinamiento; en este caso se va
de una malla de menor resolucién a una de mayor resolucién.

En los modelos atmosféricos los métodos MR también
han sido probados. En trabajos de aplicacion recientes [14, 19,
25], se destacan las propiedades de compresion en las mallas
obtenidas, asi como la ganancia en el tiempo de computo.

En [7] se realiza una comparacién detallada entre los méto-
dos basados en AMR y los basados en MR, en cuanto a preci-
sién, compresion de la malla (reduccion de cantidad de puntos
respecto a un refinamiento uniforme), manejo de la memoria
y tiempo de ejecucion. Los resultados muestran una relativa
superioridad del enfoque MR con respecto al AMR.

El ARPS es un modelo de prondstico numérico del tiem-
po (MPNT) desarrollado por la Universidad de Oklahoma,
[32, 33], utilizado en la modelacién de nubes y de tormen-
tas locales severas como los tornados. Como la generalidad
de los MPNT, el ARPS tiene un nudcleo llamado dindmico
que contiene los modelos fisico-mateméticos de EDPs y un
nucleo donde se realizan las llamadas parametrizaciones (se
aproximan efectos de procesos fisicos sobre los que no se
tiene mucha informacién, son muy complejos, 6 ocurren a
escalas muy pequenas que no pueden ser incluidos en los
modelos numéricos), [24]. E1 ARPS consta de un médulo 1la-
mado ARPSAGRI, donde los modelos de EDPs son resueltos
mediante la discretizacién por diferencias finitas, especifica-
mente con el esquema de Lax-Wendroff, [31], sobre mallas
con refinamiento uniforme construidas mediante interpolacién
con funciones spline. Este médulo originalmente presenta una
implementacién en FORTRAN 77 del refinamiento adaptati-
vo de mallas AMR [6, 28], sin embargo en este contexto las
mallas no cambian con el tiempo y el manejo de memoria es
estatico. En un trabajo previo de los autores, [12], se realizd
una modificacién en el médulo ARPSAGRI para introducir
mallas adaptativas en el tiempo.

En este trabajo se propone acoplar al modelo ARPS un
médulo para la solucién de EDPs, mediante esquemas en di-
ferencias finitas sobre mallas adaptativas en espacio y tiempo,
generadas segun la estrategia ABR. Este nuevo médulo pre-
senta por primera vez el esquema Lax-Wendroff sobre mallas
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generadas con ABR. La implementacion se realiza en FOR-
TRAN 90, lo cual permite un manejo dindmico de memoria, a
diferencia del ARPSAGRI y al mismo tiempo permite aprove-
char la estructura computacional de este tltimo. Es importante
destacar que la estrategia adaptativa de refinamiento por blo-
ques ABR ha sido ampliamente estudiada en aplicaciones
meteoroldgicas desde el punto de vista académico, ver por
ejemplo el trabajo previo de los autores [20]. El resultado
que aqui se presenta constituye la primera aplicacién a una
simulacién de un caso real en un sistema de prondstico del
tiempo operativo.

La estructura del trabajo es como sigue. En la seccién 1 se
presenta el método de construccién de mallas adaptativo, basa-
do en la representacion por bloques combinada con un criterio
de umbralizacién de los coeficientes wavelet de la transfor-
mada wavelet discreta. En la seccidn 2 se presenta el modulo
denominado ARPSABR que incluye la implementacion de
esquemas en diferencias finitas sobre las mallas adaptativas.
Se explican los pasos para la corrida del modelo de prondstico
numérico del tiempo ARPS con este nuevo médulo acoplado.
En la seccidon 3, mediante dos casos de estudio, se evalaa el
desempeiio del ARPSABR. Las conclusiones del trabajo se
resumen en la cuarta y dltima seccidn.

1. Generacion de mallas adaptativas
usando wavelet

En el contexto de los modelos de pronéstico numérico
del tiempo vamos a considerar la solucién de las EDPs sobre
mallas rectangulares (longitud-latitud), [24].

Una malla bidimensional uniforme R se define como

R={u=(kAyIA),0<k<N,0<k<M}, (1)

donde N es la cantidad de puntos en x (longitud) y M la
cantidad de puntos en y (latitud), Ax y Ay representan el paso
de discretizacién en cada direccion respectivamente; en este
caso se consideran constantes fijas. En la Figura 1(izquierda)
se muestra un ejemplo de malla uniforme.

Una malla adaptativa A estd compuesta por varias mallas
uniformes con distinta resolucion; los pasos Ax 'y Ay varian
segin el nivel de refinamiento que se denota por j; j =0
denota la malla con menor resolucidn (mds gruesa), de A, que
se denota por Ap:

Ag={u = (kA2 IA)),0<k<N,0<1<M}.

Aplicando un refinamiento, es decir tomando Ax y Ay mas
pequefios se puede obtener por ejemplo una malla como la
que aparece a la derecha en la derecha Figura 1), donde si A;
es la representacion mds fina de A se tiene

AgCA C...CA;=A; 2)

Utilizando este tipo de mallas adaptativas, es posible obte-
ner una malla mds fina, pero igualmente uniforme; el nimero
de datos aumenta en igual proporcién en toda la malla. Sin

Figura 1. Rejilla uniforme (izquierda) y Rejilla adaptativa
(derecha).

embargo si solo se requiere refinar en determinadas subrejillas,
esta variante no es eficiente.

Lo més eficiente es establecer alguna condicién que per-
mita determinar las dreas donde es necesario refinar. Una de
las variantes mas utilizadas es la representacién adaptativa
por bloques, conocida por sus siglas en inglés ABR (adapti-
ve block representation) [11, 10]. Esta consiste en dividir o
particionar la rejilla original en subrejillas o bloques de igual
dimension, lo mas usual es dividir en cuatro bloques.

1.1 Representacion por bloques de mallas adapta-
tivas.
Sea A; una malla rectangular con nivel de refinamiento j,

se define B;l. como bloque de A; de la siguiente forma
A . . . .
B ={u=24+(*kLLIA]),0<k<N,0<k<M’}, (3)

tal que B;l. C Aj, A es el punto extremo izquierdo superior
a partir del cual se inicia el particionamiento. Este proceso
se puede repetir nuevamente para el bloque B? obteniéndose
cuatro nuevos bloques, como se observa en la Figura 2, que
utilizando el refinamiento diddico estarian en el nivel j+ 1,

B} — {BY B B B ). 4)
La representacién por bloques permite la utilizacién de un
arbol cuaternario como estructura de datos. Siendo B;l. un
BB
B;I_Sfl serfan sus hijos y estarfan en el nivel j+ 1 del drbol
(Figura 3 arriba). El 4rbol cuaternario, partiendo de la malla
original, se obtiene tomando Bé = Ao y luego de ejecutar el
proceso de refinamiento diddico y el particionamiento j veces,
se obtiene un arbol cuaternario con j -+ 1 niveles, como se
muestra en la Figura 3 (abajo) para j = 2. Para obtener la
malla A; basta con unir todos los bloques del nivel j,

bloque padre en el nivel j, los bloques B

— A
AJ—UAB]'~
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Figura 2. Division del bloque B;‘ en cuatro bloques con j+ 1
niveles de refinamiento.
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Figura 3. Rama del arbol cuaternario (arriba) y arbol
cuaternario completo de 3 niveles (abajo).
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Figura 4. Arbol cuaternario incompleto de 4 niveles (arriba)
y rejilla adaptativa correspondiente (abajo).

Esta representacion permite que el criterio de refinamiento
que se utilice se aplique de forma recursiva para cada bloque,
posibilitando el refinamiento solo en las dreas de interés. En
ese caso el arbol cuaternario puede tener bloques que no
tengan hijos como se muestra en la Figura 4.

Con la unién de los bloques de cada nivel del arbol se
obtiene la malla adaptativa A, particionada por bloques y con
refinamiento variable en cada nivel,

A=JUs* 5)
oA

1.2 Refinamiento adaptativo usando wavelet

En este trabajo se utilizard, la magnitud de los coeficientes
wavelet en la transformada wavelet discreta (TWD) [3, 21],
como indicadores para determinar cudl bloque B;L de la malla

A;=Uy Bf es necesario subdividir. Las bases wavelet serdn
generadas por el algoritmo de subdivision interpolatoria (SI),
[8, 13, 15].

Consideremos que sobre la malla rectangular A; se tiene
una matriz de datos que representan los valores numéricos
uj(t07xk7yl), donde x;, = kA,]C,y[ = lAf;, 0<k< N/,O <l<M
, para fo = 0 correspondientes a las condiciones iniciales y
de frontera de un sistema de EDPs en la modelacién de un
determinado proceso atmosférico.

Para una resolucion j y para un valor fijo de la longitud
X = const se tiene un vector u/ (0, const,y;), 0 < 1 < M/ que
denotaremos por {s{ ?’i ’0. El algoritmo de la TWD permite
obtener una descomposicion en niveles con resolucién menor
o igual que j. Nosotros estamos interesados en realizar un
solo paso de la descomposicion,

2/-1_1

sl ol )+ ;0 dl "yl (v),
©6)

2/-1 2/-11

Y slol) =Y

=0 =0
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donde le , son los coficientes de aproximacion (contienen la
informacidn de los datos en cada nivel j), dlj son los coeficien-
tes wavelet 6 coeficientes de detalle (contienen la diferencia
de informacion entre los niveles jy j— 1), ¢(y) es llamada
funcién de escala y y(y) es llamada la wavelet madre; (bj !
y l[/l] ~! son traslaciones enteras y dilataciones diddicas de
dichas funciones, respectivamente. La cantidad de datos por
filas y por columnas se toma como una potencia entera de 2.
En este trabajo la funcién de escala y la base wavelet son
construidas mediante subdivisién interpolatoria y los coefi-
cientes son calculados segtin los algoritmos en [8, 13],

1 -~ P
=Y hi_us],
7
- o
d/” = ZgFZISl] @)
7

n y g se calculan con expresiones que dependen del orden del
polinomio de interpolacién que se use para la subdivision.

Aplicando la TWD unidimensional primero por ﬁlas se
obtendra una matriz formada por los coeficientes sk ; 7k =
LN =1, a8 k=1, NI =Y 1, M. Aplican-
dola TWD a las nuevas columnas, se obtiene una matriz de
coeficientes

=1, N2 Y
Ski o X IR
M
dl) k=1 Nil ==+ 1M,
(2)j-1 N . M
d k==+1,.N;l=1,..,—, 8
k= 5 ®)
@)-1, _N g M
dk,lj ,kf5+1, N,lf3+1, M

Esta nueva matriz, de igual dimensién que la original, es el
resultado de aplicar un paso de la TWD bidimensional.

Esta representacion tiene como ventajas que no hay un
aumento de la informacién que se almacena pues s/ = s/~ +
d’~! y la sefial en su mds alta resolucién puede ser recupera-
da de forma exacta, ya que el proceso de transformacion es
inversible.

En este contexto la TWD se calcula para cada bloque B?,
y se obtienen los coeficientes wavelets d,EfI)J ~! asociados a los
puntos

AWkt = p 4 2k, (21 +1)A])
A @it =+ ((2k+ DAL200y)
ABk = 4 (2k+1)A], 21+ 1)A)),

que caracterizan la diferencia entre las mallas A; /A ;_;.

Para utilizar los coeficientes wavelets como indicadores
de refinamiento se fija un umbral €, y computacionalmente se
define un parametro que se llamar4 criterio de refinamiento
C¢ . Denotando D(B;l 1) como el conjunto de los coeficientes

wavelets; si para todos los coeficientes d,E’;j € D(B,,), se

cumple |d,§ll>] | < €, Ce =0 (no se subdivide el bloque). En
caso contrario, C¢ = 1 (el bloque es subdividido).

La generacion de la rejilla se inicia tomando B% = Ao,
particionando BY)" segiin (4) y calculando C. Los bloques
con C¢ = 0 se afiaden al arbol como hojas y para aquellos
con Ce = 1 se repite el proceso hasta que todos sean afiadidos
como hojas. La dimension y la cantidad de los bloques que
componen la malla inicial en la implementacién del ABR,
varia segun el proceso a modelar y el dominio de la solucién.
Comummente se inicia con mallas de dimensiéon N/ = M/ =
16 and N/ = M/ = 32, ver [11]. En [20], trabajo previo de
este colectivo de autores, la cantidad de bloques inicial se fijo
en 4, con dimensién N/ = %N y M/ = %M, con el objetivo
de insertar el ABR en un modelo de prondstico numérico
del tiempo, con un minimo de cambios en el cédigo fuente,
aprovechando la estructura del modelo para el anidamiento de
las mallas.

Las mallas se van ajustando espacial y temporalmente y
los esquemas en diferencias finitas se van resolviendo desde
las mallas mds gruesas hasta las més finas, para cada instante
de tiempo. Por un problema de espacio y complejidad de los
sistemas no se muestran aqui las modificaciones.

2. Mddulo de refinamiento adaptativo de
mallas para el ARPS

El ARPS [32, 33], es un modelo regional, se usa en un
rango espacial que abarca desde pocos metros hasta cientos
de kilémetros, de prondstico numérico del tiempo (MPNT)
tridimensional (3D). Como todos los MNTP esta formado por
un ndcleo dindmico, donde se resuelven los modelos de EDPs,
en este caso, las ecuaciones de Navier-Stokes que describen el
flujo atmosférico como un fluido compresible y toma en cuen-
ta un gran nimero de procesos microfisicos que interactian
con la dindmica del sistema. Aunque los modelos son (3D), se
resuelven numéricamente mediante el método de diferencias
finitas sobre mallas rectangulares; las magnitudes fisicas con
variaciones en la direccidn vertical se parametrizan. El ARPS
originalmente tiene acoplado un médulo denominado ARPSA-
GRI, que se basa en una implementaciéon en FORTRAN 77
de la estructura de datos de la técnica RAM; desarrollado por
Skamarock y Klemp en [28] y que se presenta mediante una
interfaz 1lamada ’refinamiento adaptativo de rejillas generali-
zado (AGRI)’. En su concepcidn original, refina en tiempo y
espacio y posibilita la creacion de varias mallas de diferentes
tamafios y orientacioén en cada nivel. Sin embargo, no es capaz
de seleccionar adaptativamente, en tiempo de ejecucion, las
areas de interés a refinar y tampoco realiza la reestructuracion
de los distintos niveles jerdrquicos de refinamiento. Presenta
ademds el inconveniente, de que no permite procesar mas de
dos niveles de refinamiento. Con el objetivo de afiadir la fun-
cionalidad de refinamiento adaptativo en tiempo de ejecucion,
autores de este trabajo, implementaron el proceso de seleccion
adaptativa y la reestructuracion de mallas en [12].

Para esta investigacién se elaboré un médulo en FOR-
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TRAN 90, denominado ARPSABR, que permite el acopla-
miento y la ejecucién de un algoritmo de refinamiento adap-
tativo de mallas bidimensionales, mediante la representacion
por bloques. Este médulo estd adaptado para acoplarse a la
estructura de integracién del modelo ARPS, en particular del
moédulo APRSAGRI.

Para correr el ARPS con el ARPSABR, se afadié un
bloque de pardmetros en el fichero arps.input; vinculados a la
configuracion de integracién adaptativa, a saber:

nwav Orden del esquema de subdivision interpolatoria
thres Umbral de refinamiento.

maxlev Numero maximo de niveles de refinamiento.

En este médulo el manejo de las mallas, condiciones de
frontera y tratamiento de los niveles verticales se realiza igual
que en el ARPSAGRI. Sin embargo para interpolar en lugar
de splines se usan las mismas funciones wavelets a través de
la Subdivision Interpolatoria y como criterio de refinamiento,
la magnitud los coeficientes wavelet, descrito anteriormente.

Es importante destacar que este mddulo, al ser implemen-
tado totalmente en FORTRAN 90, supera las limitaciones de
la memoria estdtica a las que esté sujeto el ARPSAGRI. Esto
conlleva a que el proceso de reestructuracion de las mallas
se realiza ’en caliente’ y no basado en reinicios de corridas.
El ARPSABR permite el refinamiento en varios niveles inclu-
yendo mds de una rejilla por nivel. A continuacién se presenta
el proceso de corrida del ARPS con el ARPSABR.

1. Inicializacion: Se inicializan las variables del sistema
de ecuaciones. Se selecciona la variable patrdn (variable
a la que se le aplicard el criterio de refinamiento para
definir la estructura de la malla inicial A;L, con j =0).

2. Descomposicion de la malla en bloques.

3. Caclulo de los coeficientes wavelet: Para cada bloque
Bise aplica un paso de la TWD.

4. Aplicacion del criterio de refinamiento: Se chequea
para cada bloque la condicién de refinamiento. Para los
nuevos bloques refinados se repite el algoritmo desde
el paso 2, hasta que se alcance el nivel maximo de
refinamiento o no se requiera refinar.

5. Integracion adaptativa: La solucion de los esquemas
en Diferencias Finitas se realiza comenzando en el me-
nor nivel de refinamiento hasta el maximo nivel.

6. Reajuste de la malla adaptativa: La malla adaptativa
se recorre con el objetivo de retirar o afiadir méds bloques
(paso 3).

3. Resultados y Discusion

Para evaluar el desempefio del médulo ARPSABR (aco-
plado al ARPS), que combina el método de diferencias finitas
con el algoritmo adaptativo de refinamiento de mallas basado

en representacioén por bloques y umbralizacién de los coefi-
cientes wavelet de la TWD, se consideran dos casos de estudio.
En ambos se demuestra que el algoritmo propuesto es menos
costoso computacionalmente (en cuanto a tiempo de corrida,
ocupacioén y manejo dindmico de memoria) cuando se compa-
ra con la estrategia de soluciéon del médulo ARPSAGRI que
implementa la solucién de los esquemas en diferencias finitas
sobre una mallas refinadas uniformemente. Para el primer
caso de estudio los valores iniciales (+ = 0) y las condiciones
de frontera (de Dirichlet) para los modelos de EDPs que se
resuelven con el ARPS, corresponden a un tornado ocurrido
en Oklahoma, EU, en 1977; aqui se incluy6 forzosamente
la presencia de una perturbacion llamada burbuja elipsoidal,
cuya presencia es detectada a traves de las variaciones de
la temperatura potencial; en el segundo caso los datos para
inicializar el ARPS se obtienen en tiempo real, de la salida
numérica del sistema de prondstico WRF (Weather Research
& Forecast) [9], para un dia escogido arbitrariamente.

3.1 Burbuja elipsoidal

La corrida para la solucién de los modelos se inicializa
con datos obtenidos durante el evento meteorolégico conocido
como la tormenta de supercelda tornddica ocurrida el 20 de
mayo de 1977 en Oklahoma, Estados Unidos. Este caso de
estudio estd incorporado por defecto en el modelo ARPS para
mostrar sus funcionalidades. Se escogi6 la temperatura poten-
cial 6 como variable meteoroldgica para realizar el andlisis. El
experimento consiste en realizar simulaciones numéricas con
el ARPS original, donde el refinamiento de las mallas sobre
las que se resuelven los esquemas en diferencias finitas se
realiza de manera uniforme y compararlas con simulaciones
realizadas con el ARPS incorpordndole el médulo ARPSABR
que se propone en este trabajo, donde el refinamiento de estas
mallas se realiza de manera adaptativa. La comparacién se
realiza en términos de: cantidad de nodos que se incluyen en
el proceso de refinamiento, utilizacién y manejo de la memo-
ria de almacenamiento, tiempo total de ejecucion y ademds se
calcula el error en la aproximacién de 6.

El dominio sobre el que se toman los valores iniciales y
las condiciones de fronteras para el modelo de EDPs, esta
representado por una malla de N = 64 x M = 64 x 32 pun-
tos, con resolucion de 1 km en la escala horizontal y 500 m
en la vertical. Las dimensiones de la malla en este contex-
to dependen de la dimension espacial en la mesoescala del
fenémeno que se modela. Las simulaciones se realizaron con
una configuracion tridimensional muy sencilla que no tuvo en
cuenta los efectos de la orografia, efectos de la radiacién, uso
de suelo, fuerza de friccién y fuerza de Coriolis!. Se incluyé
el esquema de parametrizacion de la microfisica para la fase
liquida. Se usd, para la turbulencia, la parametrizacién 1.5
TKE (Turbulent Kinetic Energy) mezcla turbulenta, con el
nimero de turbulencia de Prandtl igual a 1, [24].

El campo inicial de datos es homogéneo en la escala ho-
rizontal, con variaciones solo entre los niveles de la escala

Parametro que tiene en cuenta los efectos de la rotacién de la Tierra
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Figura 5. Grafico de la temperatura potencial en grados

Kelvin, que muestra la burbuja elipsoidal insertada en la
inicializacién del ARPS.

vertical. Por esta homogeneidad en los datos en la escala ho-
rizontal que es la que estamos analizando y para destacar la
efectividad de construir una malla adaptativa con nuestra pro-
puesta, se introduce una perturbacién inicial forzada, dada
por una burbuja elipsoidal (de ahi el nombre para el caso de
estudio), definida por:

T
A@z@ocosz(Tﬁ) (B<1). )
B es la amplitud de la perturbacién en el centro del dis-
turbio, se seleccion6 un valor igual a 4 K (grados Kelvin). 8
es un radio adimensional dado por:

[ X=Xes Y =Veys 27 Zcyy
B /(2R R o)
donde x., y. y z. son las coordenadas del centro de la burbuja;
Xr, ¥r Y Zr representan el radio en cada direccién. La burbuja
fue centrada en x, =48 km, y. = 16 km y z. = 1.5 km y como
radios fueron elegidos los valores x, = 10 km, y, = 10 km, z,
= 1.5 km.

En la Figura 5 se grafica la temperatura potencial y se
observan los cambios en el drea donde se encuentra insertada
la burbuja elipsoidal.

3.1.1 Evaluacion del ARPSABR
En el cuadro 1 se muestra el comportamiento del error
promedio (denotado por err) en la aproximacién de 6, para

diferentes pasos temporales, t = 15,30,45, 60 minutos

L
err=%2|9}j—e§| (11)
p=1
donde L es la cantidad total de puntos de la malla, 8 y 6/
denotan el valor de la temperatura potencial en el punto p,
calculado sobre la malla con refinamiento uniforme U con
el menor paso espacial (ARPS original) y sobre la malla con
refinamiento adaptativo A, (ARPSABR), respectivamente.
Se trabajé con un factor de refinamiento espacial y tempo-
ral igual a 2, permitiendo un solo nivel de refinamiento, por lo
que en la escala horizontal la resolucién maxima permitida es
500m. El paso temporal dt para la rejilla gruesa fue dt = 6s
y para la integracién de las ondas actsticas, df = 1s. Como
umbral de truncamiento para el refinamiento se tomé thres
= 0.5, lo cual estd relacionado con el valor de err para la
variable patrén; como se observa tienen el mismo orden de
magnitud.

Cuadro 1. Comportamiento del error para diferentes plazos
de tiempo.

15 min
0.21

30 min
0.63

45 min
0.87

Plazo de tiempo | 1 hora
err 0.81

En relacion con la cantidad de nodos utilizados, que in-
fluye en el espacio de memoria utilizado, en el cuadro 2, se
muestran los valores obtenidos para una hora de simulacién,
realizando adaptatividad desde la malla inicial (¢ = 0), pero
sin reestructuracion de rejillas en el tiempo.

Cuadro 2. Datos obtenidos para simulaciones con el
ARPSABR vy con la malla refinada uniformente con paso
espacial de 500m, para 1 h de prondstico y juux = 1.

No. nodos Almacenamiento
maximo ntemp
ARPSABR 7168 x 32 | 17569585 | 13559833
Uniforme fina | 16384 x 32 | 57233129 | 40511123

Se observa que la cantidad de nodos es significativamente
mds pequefia (9216 nodos menos) con refinamiento adaptativo
(ARPSABR) que con refinamiento uniforme con paso espacial
500m. El nimero de nodos usados por esta ultima, es un
orden de magnitud mayor. En términos de compresion, se
alcanza un 56.25 %. El arreglo ntemp indica la dimensién
del arreglo principal (ocupacién de memoria) en el momento
en que finaliza la ejecucion del modelo. Se observa que en
la variante adaptativa la ocupacién de memoria es menor.
De hecho, el maximo espacio consumido en memoria por
ARPSABR durante la ejecucion, es menor que el total de
memoria utilizada en la variante con refinamiento uniforme.

La Figura 6, muestra la estructura de mallas creada para
este caso con nivel de refinamiento maximo j = 1, superpuesta
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Figura 6. Malla adaptativa correspondiente con el grifico que
muestra la burbuja elipsoidal insertada en la inicializacién del
ARPS.

al campo de temperatura potencial. EI bloque B%SE abarca la
region donde existe un cambio brusco, como se muestra en el
gréfico, en esta drea se produce el refinamiento.

Para comparar el tiempo total de ejecucion, se realiza
un desgloce, en el tiempo que demora el refinamiento por
las distintas vias y el tiempo que consume el célculo de la
solucién por diferencias finitas. En el cuadro 3, se observa que
las operaciones relacionadas con el refinamiento adaptativo
de las mallas no incrementa significativamente el tiempo total
de ejecucion. Como promedio, el ABR consume el 4% del
tiempo total de ejecucion. Ademds se observa que, para los
célculos sobre la malla refinada uniformente, los tiempos de
ejecucién superan a la variante adaptativa en un orden de
magnitud.

3.2 Inicializacion con los datos del modelo WRF

El objetivo de este experimento es validar el comporta-
miento del médulo ARPSABR en cuanto a compresion de
los datos, criterio de refinamiento, creacién y eliminacion de
mallas, operaciones de rejillas y compresion.

Se tomaron como condiciones iniciales y de fronteras, para
la corrida del ARPSABR, los de la salida numérica del WRF.
La salida del WRF se corresponde con el dominio de 3km
del Sistema de Pronéstico Inmediato (SisPI). El dia escogido
para la simulacién fue el 9 de enero de 2015, teniendo como
duracién del prondstico 6 horas. En la Figura 7, se muestra el
area geogréfica que abarca el dominio de simulacién.

Se escogié como variable patrén la componente horizon-
tal del viento. Se realizé un cambio en las dimensiones de
la malla con respecto a las dimesiones originales usadas en

Figura 7. Dominio de 3km de resolucién.

SisPI. Las nuevas dimensiones son N = 512 x M = 256 x 32,
de manera que estas son potencias de 2 como requiere el
ABR. El resto de los pardmetros configurables del WRF fue-
ron dispuestos como en [27]. El paso temporal dt para la
malla gruesa es df = 12s. La configuracidn establecida para
el médulo ARPSABR que se propone en este trabajo, contd
con 3 niveles de refinamiento y umbral de refinamiento thres
= 0.0001; 1o cual indica que la resolucién mdxima alcanzable
(si fuera necesario), es de 0.75km y el paso temporal dr de
acuerdo con esta resolucion seria 3s.

Es importante sefialar que realizar una corrida con refi-
namiento de malla uniforme, con paso espacial en la escala
horizontal dx = dy = 0,75km, tendria un costo computacional
muy elevado; el tamafio de la rejilla seria N = 2048 x M =
1024 x 32, para un total de 67108864 nodos. Es por ello que
no se presenta esta simulacién. Se muestran los graficos para
las corridas con la rejilla uniforme mas gruesa y la adaptativa.

La Figura 8 muestra el patrén de comportamiento de
la componente horizontal del viento u(z,x,y), sobre el drea
geografica en estudio para ¢t = 0. La imagen de la izquierda,
muestra el comportamiento de u(0,x,y) sobre la malla inicial
para el ARPSABR, (ver Figura 9 ). Es importante sefialar
que a diferencia del experimento anterior donde la malla con
los valores iniciales no es modificada, en este caso el proce-
so de refinamiento comienza desde la propia malla inicial.
La imagen de la derecha muestra el comportamiento inicial
de u(t,x,y) sobre la malla original. Visualmente el compor-
tamiento de u es similar en ambas imagenes; las mayores
variaciones (que no son muy abruptas) se observan en las
zonas sobre tierra, mientras que en el mar los valores son
maés suaves. Esta suavidad en los datos iniciales indica que
no serdn necesarios muchos niveles de refinamiento para una
adecuada representacion de los procesos en el momento in-
cial. No obstante, de acuerdo con el patrén de u, se espera
mayor cantidad de niveles de refinamiento en los bloques que
abarcan las zonas terrestres.

En la Figura 9 se muestra la estructura de la malla inicial y
se sefialan los niveles de refinamiento de algunos bloques. El
bloque etiquetado con nivel 0 (j = 0), mantiene la informacién
tal como fue recibida en la inicializacion, o sea, en esta area
no se realiza refinamiento y por tanto tiene 3km de resolucidn.
En este bloque se encuentra la mayor zona cubierta por mar.
Los bloques etiquedados con niveles j =1y j =2 tienen
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Cuadro 3. Tiempos de ejecucidn para diferentes plazos de prondstico. La resolucién méaxima alcanzada en la rejilla fina
uniforme y la simulacién con refinamiento adaptativa es de 500 m.

Plazo de tiempo 1 hora 45 min 30 min 15 min
ARPSABR 827 s 23s 625s 19s 337s 15s 86s 7s
arpsolver | ABR | arpsolver | ABR | arpsolver | ABR | arpsolver | ABR
850(~14 min)s 644(~11 min)s 352(~6 min)s 93(~2 min)s
Uniforme fina 4857(~81 min)s | 3633(~61 min)s | 2208(~37 min)s 981(~16 min)s

resolucién 1.5 km y 0.75 km respectivamente. De los bloques
representados solo 8 alcanzan el nivel de refinamiento 2, lo
que se traduce en una resolucién de 0.75km. Tres cuartos del
dominio necesitaron al menos un nivel més de refinamiento.
La cantidad de nodos total es 4751360. Esto representa el
7.1 % del total de nodos de la malla uniforme mas fina; o lo
que es lo mismo se obtiene un 91.9 % de compresion en la
inicializacién del ARPS utilizando el ARPSABR.

Figura 9. Estructura de la rejilla adaptativa para t = 0.

La evolucién en el tiempo de u se muestra en la Figura
10: en a) y c) resultante de la corrida del ARPSABR, b) y
d) como resultado de la corrida sobre la malla gruesa, para
los tiempos ¢ = 3600s y t = 7200s respectivamente. Durante
este periodo, se observa que u sufre fluctuaciones ligeras. La
soluciéon numérica empleando adaptatividad es consistente
con la solucién numérica clasica. En las imagenes a) y c),
fundamentalmente para r = 7200s, se observa, al sur de la
Isla de la Juventud sobre el mar Caribe, la aparicién de una
circulacién con valores pequefios de la variable, que no se
capta en la corrida con la rejilla gruesa.

La Figura 11 muestra los cambios ocurridos en la malla
adaptativa. En correspondencia con el comportamiento de u,
en la primera hora, el nimero de bloques (16) con resolucién
de 0.75km se duplica con respecto a la malla inicial. En las
areas donde la resoluciodn inicial (r = 0) fue la correspondiente
ala salida del WRF (dx = dy = 3km), fue necesario aplicar dos
niveles de refinamiento. En términos de cantidad de nodos se
obtuvo un total de 7340032, representando el 10.9 % del total
de nodos que se obtendrian si se hubiera refinado de manera
uniforme. En la segunda hora se mantuvo la estructura de la
malla con una compresion del 89 % con respecto al tamafio de
la malla que resultaria de un refinamiento uniforme. Durante
estas horas de simulacién se comprueba que las mallas se van
reestructurando de acuerdo con el desarrollo de los procesos

atmosféricos simulados. Nétese que sobre la region (al sur de
la Isla de la Juventud), se crearon 8 nuevos bloques con nivel
de refinamiento j = 2. Es precisamente en esta drea donde se
observan nuevas caracteristicas meteoroldgicas, que no estdn
presentes en la simulacion con pasos espaciales mayores.

Figura 11. Rejilla adaptativa para t = 3600s (arriba) y
t = 7200s (abajo) de simulacion.

4. Conclusiones

En este trabajo se desarrollé6 un médulo (ARPSABR) para
la solucién del sistema de ecuaciones de Navier-Stokes del
modelo de prondstico numérico ARPS, mediante esquemas en
diferencias finitas sobre mallas con adaptatividad espacial y
temporal; estrategia que puede ser aplicada en otros contextos.
Las mallas adaptativas se construyeron utilizando una repre-
sentacién por bloques combinada con una umbralizacién de
los coeficientes wavelet en la transformada wavelet discreta
con bases wavelet interpolatorias. La validacién de esta pro-
puesta se realizé mediante el anélisis de dos casos de estudio
resueltos con el ARPS con el nuevo médulo ARPSABR, lo
cual hasta donde conocemos, se realiza por primera vez. Se
demostré que considerar los esquemas en diferencias finitas
sobre mallas regulables en tiempo y espacio permite resolver
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Figura 8. Componente horizontal del viento « para ¢ = 0: sobre la malla con refinamiento adaptativo (izquierda) y sobre la
malla gruesa con dx = dy = 3km (derecha).
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Figura 10. Comportamiento de u para: t = 3600s (a) sobre la rejilla adaptativa y (b) sobre la rejilla gruesa uniforme; ¢t = 7200s
(c) sobre la rejilla adaptativa y (d) sobre la rejilla gruesa uniforme

procesos atmosféricos en escalas muy pequeias, asi como
analizar la interaccidn entre fendmenos que tienen lugar a di-
ferentes escalas; aspecto que es y sigue siendo un reto para los
modelos climdticos. Se demostré que ARPSABR, consume
solo el 4 % del tiempo de ejecucion total, logrando una com-
presion del 89 % del tamafio de la malla si esta fuera refinada
uniformemente, lo cual influye sensiblemente en la memoria
de almacenamiento. Como trabajo futuro se prevee paralelizar
la estrategia, asi como estudiar, si con la adaptatividad, existe
pérdida de precision en la solucién.
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