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RESUMEN

En este trabajo se proponen regiones de confidfpticas para el Manova-Biplot, en lugar de lasiargs circulares
tradicionalmente usadas. En la construccién des esgiones se considera la variabilidad muestrdbslesjes de la
representacion y se toma como punto de partideesdrebllo matematico usado Por KRZANOWSKI (1989) et

contexto del Andlisis de Variables Canonicas. Ea aplicacion de los resultados teéricos a un cémjde datos se
observa que el area de las elipses es consideedtiermas grande que el area de los circulos. il@miente es de
esperarse entonces que las regiones elipticaatends exactitud probabilistica que las circulares.

ABSTRACT

We propose elliptical confidence regions for thenhea-Biplot, instead of the traditionally used ddefce circles.
These regions are constructed taken into accoensample variability of the representation axes amedbased on the
mathematical development used by Krzanowski (1988)application of the theoretical results to aadseét, shows that
the areas of the ellipses are considerabily grehtar the areas of the circles. These suggesetliatical confidence
regions are probabilistically more accurate thantthditional circles.
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1. INTRODUCCION

El Manova-Biplot es una técnica estadistica muliarge utilizada en situaciones experimentalesddon
se dispone de varias variables respuesta y seeghigscar las diferencias entre varios grupos. Fue
denominada Manova-Biplot por Gabriel (1972, 199%)nque también se le conoce como Biplots
Canonicos por Vicente-Villardon (1992) y Gower Yrda(1996). El Manova-Biplot para disefios de dos
vias fue introducido por Amaro et al. (2004).

En el presente trabajo se proponen regiones déaoaafpara el Manova-Biplot construidas considesand
la variabilidad de los ejes y tomando como puntopddida los desarrollos matematicos usados por
Krzanowski (1989) en el contexto del Analisis deiglles Candnicas.

A diferencia del Andlisis de Variables Candnicas, & Manova-Biplot, ademas de interpretar las
diferencias-semejanzas entre los grupos; tambiderpos interpretar las relaciones entre las vasalgle
las relaciones entre grupos y variables. Adicioesit®, el Manova-Biplot nos proporciona medidasade |
calidad de representacion tanto de medias de grapm de las variables, que nos permiten una mejor
interpretacion de los resultados.

En los casos en los que se tienen arreglos denieattbs con dos factores o mas, es necesario elaiso
Manova, y por lo tanto el Manova-Biplot ademas permstudiar la interaccién, el efecto del facttar y
el efecto del factor columna.

2. METODOS

1 .
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El Analisis Multivariante de la Varianza o MANOV/Aor sus siglas en ingles, es una técnica muy
conocida que comienza con umatriz de datosX que se supone particionada en k grupos, ehieési

k
de los cuales esta formado pISPi individuos, i=1,.....k, n= 3, ni ;Y sea Xij el vector de p
i=1
observaciones de las variablﬁi, X2, ...... ,Xp sobre el j-ésimo individuo (j=1,...... []i ) del i-ésimo

grupo gue se supone es una muestra aleatoria qeblecion N(pi X)) .

Los k grupos se consideran muestras que dependg@ardenetros desconocidos y siguen el Modelo
Lineal General MultivarianteX = A B + U , para una clasificacion de una via, y se asureetignen

varianza comdun, estimada pdf, que es la matriz de sumas de cuadrados y praxtidemtro” de
grupos yH es la matriz de sumas de cuadrados y productd"egrupos.

Se quiere probar la Hipétesis Lineal Generkd 0" CBM =0.

El Manova-Biplot se construye a partir de la deguosition en valores singulares generalizada:
- 0 -
R %DE %=UD/1VT )
donde:
R=c((ATA) IcT

C T
D=CcBM =C(ATA) IAaTxM

Tomando como marcadores para las filas (grupos):
P= R%UD 1
y como marcadores para las columnas (variables) a:

Q:E%V

En dos dimensiones, las dos primeras columnas miatidz P contienen las coordenadas de las medias d
grupo. Las regiones de confianza mas usadas hagistilos alrededor de estas medias.

3. REGIONES DE CONFIANZA ALTERNATIVAS

El objetivo es construir regiones de confianza fesanedias de grupo en el Manova-Biplot, tomando e
consideracion la variabilidad muestral de los ejes.

La descomposicion Manova-Biplot de la ecuacioregtiblece que la matri2 = R%UDA contiene

los marcadores de los grupos en la representadmotBEN la proyeccién en dos dimensiones tenemos
que las coordenadas muestrales del centroide aled gson:

p;r :(Pi,l’Pi,ZJ izl,....,k

Donde PI 1 son las coordenadas sobre el primer ejlé; ¥% las coordenadas sobre el segundo eje, del

centroide del grupa

. . ., ) T
Entonces se quiere construir una region de cordipazap;
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Cuadras (1996), pag. 352, establece que si(al,...,an ) es un punto del espacio EuclidEbn, C

es una matriz definida positiva y b es una constagitconjunto de puntoX = (Xl,...,xn ) T tales

que:
(x-a)Tc{x-a)<b

constituyen un elipsoide de n de centro ena.

Basado en esto, la teoria estandar de la distGbumrmal multivariante, que puede verse por ejerapl
Mardia et al. (1979), pag. 38, Morrison (1978), .p8@, Seber (1984), pag. 19; establece el siguiente

resultado general: si §i es asintdticamente normal con media cero y matdz varianzas y

covarianzaX entonces:
G -a)' =7 -a)0xg @

Donde)(g es el punto critico de la distribucion Chi-cuadrade tal forma que una regiéon de confianza
del 100(1-a )% para la i-6ésima media de grupo, es un elipsoétrado er@ y definido por:

G -a) =g —a)<xF

Si se supone que los ejes son fijos, entoncesildmX es la identidad, CuadraS (1996), pag. 356, y se
tiene:

T 2
NG -a) & -a<xa
que es la tradicional regién de confianza, unarkigfera centrada el

Cuando se proyectan sobre los dos primeros ejettare<circulos de radio)(%a/ni . Estas son las

regiones mas usadas en estos analisis.

Algunas aplicaciones relativamente recientes deidva-Biplot usando regiones circulares pueden verse
en: Vicente, M. A. et al. (2001), Iiigo, A. C. ét@004) y VARAS, M. J. et al. (2005).

Los ejes Biplot de la representacién grafica sesitapen a partir de los vectores propios asociados
valores propios/]i de la descomposicion (1).

Los PI i son las proyecciones de las medias del i-ésimpogaobre el eje j, por lo tanto pueden

escribirse en funcién de los vectores propios asios, luego la varian2dar (PI J ), dependera de la

variabilidad de cada eje.

Cuando los ejeso se consideran fijos la distribucién muestral ¢éxate los valores propio&i y de los
vectores propios asociad(‘slsI es muy compleja para ser usada en la practicguauinderson (1984),

pag. 545, estudia sus distribuciones asintéticascpentra que, sin — K) E sigue una distribucion de
Wishart con fl =(n—-K) grados de libertad y paramet®, mientras que (kK —1) H sigue una

distribucion de Wishart independiente no centrain cf2 =(k —1) grados de libertad y parametro

233



o =% ni (ui - u)(ui - p)T Y f2/ fl — ) >0, entonces los momentos asintdticos aproximados

E(AI):HI, E(Vi):ai )

2 0.6. (1+y)
29,}/(:;+y), cov(Vi,Vj):‘#a'a' (i#]j)

var(/1i)= e o)
1 ]

1

A partir de aqui se demuestra qu(PI J) = g‘l i la posicién de la i-ésima media poblacional con

referencia al j-ésimo eje, y, utilizando expresompara el calculo de esperanzas condicionales que
pueden verse, por ejemplo, en Rao (1973), pa@Ra&rzanowski (1989), encuentra que, p&a,.... K,
I=1,....,s,:

8(6.+y8)
1 S
*5i2|+ = IJI2‘ti2j
I R ETE DG/ D
Var (B |)=—+ (3)
o (n-k)

y

Cov(R j.R )=~ &0 () @

f. .
(n-Ky©;-g)° "

Donde los parémetrosei,fi i son los parametros poblacionales que son estimadsando
)

distribuciones aproximadas, pdr+ A, /(k=1), y B ;. respectivamente, y/ = (k=1)/(n-k),

s=min(k-1, p). J
Suponiendo normalidad asintotica de kbls y apelando al teorema central del limite tomandowenta
que p no debe ser muy pequefio, se tiene entonceslogu | tienen aproximadamente una
distribuciéon normal con media dada pEr(Pi N )= Ei o varianza dada por (3) y covarianza por (4)

De tal forma que para construir las regiones ddiamra de las medias de grupo en las dos primeras

variables como ejes, el vector de medias del i-@gmpo (PI 1 PI 2) tiene una distribucion normal

con media(fi 1 fi 2) T y matriz de dispersion:

l:vil Ci}
G Vi2

Donde Vil' Vi2 estan dados por las ecuaciones (3) con I=1, Zcdspmente; mientras qu@i es

dado por(4) con j,I =1, 2, respectivamente.
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Entonces, de acuerdo a la ecuacién (2), la redgdeonfianza del 100(Z* )% para la media del grupo i-

ésimo, proyectado sobre los dos primeros ejesi@elipse centrada e{ri:’I 1 P ) y definida por:

1,2
_1 E _ P
V. C: i i
1 S O 2
(&1-P & —P-)[' } Ox
i1 il 02 G Vi, ‘ri,Z_Pi,Z 2,a
Donde)(%a, es el punto critico de la distribucién chi-cuadradn dos grados de libertad.

_1 3
{Vil G } _ 1 [Vi 2 6 }
G V2 V. 2 7% Vit

|1V|2 i

Haciendo:

Llamando x, y a las coordenadas de los puntos $alelgpse. Después de un desarrollo matricidlega
a que la ecuacioén de esa elipse puede ser estlad@ma:

_ 2 _9a (x— _ _ 2
Vip X=R )7 =2¢ (x=R 1) (y =R 5) +vjy (Y =R 5)
©)
— _n2y 2
=MigVi2 =) X3 4
Se puede demostrar que la excentricidad de es',Iaeehs(V V )]/ / i y que su area
o 22
interior eslT(Vil Vip ~C ) XZO' .

Estas regiones de confianza, que son elipses sajde rotados, se han construido usando las zagan
covarianzas expresadas por las ecuaciones (3), yé)usan en su construccion la variabilidad de lo
ejes, que es lo que se buscaba.

4. APLICACION

Con el fin de ilustrar el Manova-Biplot con regisnde confianza elipticas se aplicara esta técrica a
famoso conjunto de datos de Fisher (ver MARDIAle{#979)), que contienen 50 observaciones de 4
caracteristicas de la flor dgs (variables): V1:Longitud del sépalo (SepalLen),.:Af&ho del sépalo
(Sepalwid), V3:Longitud del pétalo (PetalLen) y ¥dAcho del pétalo (PetalWid), para tres especies
(grupos) del generlds: G1: setosa, G2: versicolor y G3:virginia. Total de observaciones: 150.

Antes de estudiar la aplicacion del método es m@eimesonsiderar ciertos aspectos como son: el exame
previo de la matriz de datos multivariantes, doseléncluye la deteccién de outliers y el tratantesh
datos ausentes y la verificacién de los supuestbardlisis multivariante de la varianza. Los resids

de estos analisis no se muestran aqui ya que espento de datos ha sido ampliamente usado en la
literatura para ejemplificar varias técnicas estiris, como por ejemplo el Andlisis Discriminagte
MANOVA, ver, por ejemplo, MARDIA et al. (1979), MGRSON (1978).

Es necesario sefialar que la normalidad multivagjaatiemas de ser un requisito para MANOVA,
también es necesaria para la construccion de dgsnes de confianza elipticas que se proponenten es
trabajo, y este requisito es cumplido por estewtnjde datos.

5. MANOVA-BIPLOT
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Todos los andlisis fueron realizados utilizandagpras desarrollados por los autores bajo MATI*AB

ver. 7.

En primer lugar se presentan, en la tabla 1, lé@res propios, inercias e inercias acumuladas phra

Biplot.
Tabla 1: Valores propios, inercias e inercias adadas.
Valores Porcentaje Inercia
Eje propios de inercia acumulada
1 5.67 99.12 99.12
2 0.53 0.87 100
3 0.00 0.00 100

Se puede observar que el porcentaje de variabiédplicado por el primer plano factorial es 100c4e,

es igual a la bondad de ajuste en el plano.

Las calidades de representacion para las medrmasiastran en la siguiente tabla:

Tabla 2: Calidades de representacion de las mediasBiplot.

Grupos Eje 1 Eje2 Acumulada
Gl 99.92 0.08 100
G2 86.28 13.72 100
G3 99.22 0.78 100

Podemos observar, en la tabla 2, que, para cage,glas dos primeros ejes recogen el 100 % de la
variabilidad de las medias, por lo que las difei@nentre los grupos pueden interpretarse solmenaér

plano.
Tabla 3: Calidades de representacion de las vasai el Biplot.
Variables Eje 1 Eje 2 Eje 3 Acumulada
V1 4.96 9.66 83.29 97.91
V2 1.42 13.49 74.59 89.50
V3 49.85 40.89 2.81 93.55
V4 40.09 54.35 0.18 94.62

. Las calidades de representacion para las variablesuestran en la siguiente tabla:

Las variables V3 y V4 tienen una alta calidad geasentacién en los dos primeros ejes: 90.74 y94.4
respectivamente. Por lo que estas dos variabledepuser interpretadas en estos ejes. No asi, las
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variables V1 y V2 cuyas calidades de representas@m bajas en el primer plano, 14.62 y 14.91,
respectivamente, por lo que no se interpretan

En la tabla 4 se muestran las varianzas calculsstasdo la ecuacion 3.

Tabla 4: Varianzas segun ecuacién 3.

Grupo Eje 1 Eje 2
Gl 0.0215 0.1643
G2 0.0213 0.2830
G3 0.0214 0.1034

Y las covarianzas calculadas con la ecuaciéa rhuestran en la tabla 5.

Tabla 5: Covarianzas segun ecuacion 4.

Grupo Covarianza
Gl -0.0042
G2 -0.0034
G3 0.0075

Con los valores mostrados en las tablas 4 y 5psstmiyen las ecuaciones de las elipses de coafidelz
95 % para los centroides de grupo segun el proéedindescrito antes, ecuacion (5). En la table 6 s
muestran las ecuaciones de las elipses de confmmaacada grupo.

Tabla 6: Ecuaciones de las elipses de confianza.

Grupo Ecuacion de la elipse

Gl
0.164(x + 23)° +0,008(x + 23) (y + 006) + 0,024y + 006)° = 0,021

G2
0.028(x - 05)° +0.006(x - 05) (y — 022) +0.02Xy - 022)° = 0,003

G3

0.103(x - 1.7)% —~ 0.015(x —1.7) (y + 015) +0.024y + 015 = 0.012

Se puede observar en la tabla 7, que las elipsesrtidiferentes angulos de inclinacion varianddeles
grupo G1 con un angulo muy pequefio de 1.7 °, hgfupo G3 con 23.1°. Asi mismo, las areas de las
elipses son diferentes.

En la figura 1 se muestra la representacion Biahogl primer plano factorial.
Usando las propiedades del Manova-Biplot, en larfigl podemos observar que las elipses de confianza
no se interceptan, lo que significa, que hay difeiss entre los tres grupos, es decir que, lagfescies

son diferentes en las cuatro variables estudiadagtaneamente.
Las caracteristicas mas importantes de estas £i3sén mostradas en la tabla 7.
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Tabla 7: Caracteristicas de las elipses de cardian

Angulo . .
Grupo Centro De Longitud del Longitud del Area
Inclinacion eje mayor eje menor
G1 (-2.3, 0.06) 1.7° 0.99 0.35 1114
G2 (0.5, 0.22) 23.1° 0.42 0.34 0.418
G3 (2.7, -0.15) 5.21° 0.67 0.35 0.873

Siguiendo con las propiedades, se puede compargruoo con el promedio de otros dos. Asi, por
ejemplo, el promedio de las medias de los grupoy G2, es el punto medio del segmento que une los
centroides de G1 y G2. Y asi se pueden comparatios casos.

MANOVA BIPLOT DE UNA VIA

1.5 .

o
&
I
1

O
)

-1.5

-2 -1
eje 1
Figura 1.-Representacion Biplot con Elipses y @as.

De la representacién se deduce que los tres gsmosliferentes en la variable V3 (longitud de los
pétalos), porque al proyectar sus elipses de cmdigobre el vector que representa a esa variable,
proyecciones son disjuntas. Con este mismo argunéambién se tiene que los tres grupos son
diferentes en la variable V4 (ancho de los pétalos)

De la tabla 1 se tiene que el primer eje explic@9el2 % de la variacion entre grupos, y en laat&bte

observa que la variable V3 es la que tiene la rftascarrelacion con el eje 1 (97.01), es por esi® en
la figura 1 aparece el grupo G1 opuesto a los atossgrupos indicando que observaciones (floress) co
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valores altos para la variable V3 (pétalos masogrgparecen situadas a la derecha del graficde&g
la especidis setosa tiene los pétalos mas cortos, seguida de la espiecversicolor y finalmente, con
los pétalos mas largos, la espddvirginia.

Se ve entonces en el lado izquierdo del gréaficeslgecielis setosa con longitud y ancho del pétalo
pequefios, mientras que en el otro extremo, a kecHar la especiks virginia con longitud y ancho de
los pétalos mas grandes.

También en la figura 1, observamos que la varighte mas influye en la separacion de los grupos G2 y
G3 es, V3, porque el vector que representa a estable es casi paralelo a la recta que pasa gor lo
centroides de G2 y G3.

La desviacion estandar de la variable V4 es mayer lg de la variable V3, esto es: el vector que
corresponde a V4 tiene mayor longitud que el gueesponde a V3. A pesar de que en la figura 1
aparece mas largo el vector que representa a ¥2jaible no es interpretable en este plano parte
muy baja calidad de representacion.

Otro aspecto importante es el que tiene que veretarea de las elipses. Por la forma como se han
construido, el area de las elipses esta relacionadda variabilidad muestral de cada grupo y con e
tamafio muestral. Asi observamos que la elipse sfporeliente al grupo G1 tiene mayor area y esté es e
grupo con mayor variabilidad.

Tabla 8: Leyenda para la figura 1.

GRUPOS VARIABLES
V1: Longitud del sépalo
V2: Ancho del sépalo
G1:Lis setosa V3: Longitud del pétalo
G2: Lis versicolor V4: Ancho del pétalo
G3:Lisvirginia

En la figura 1 estan representadas las regiongiicel y las circulares, cuyos radios vienen dadoda
expresion:
2
Xoa /"

Se observa, en esta figura, que todos los cir¢iginen el mismo radio porque los datos son balato=ea
Hay una gran diferencia entre el area de los ascyl el de las elipses: el area de las elipses es
considerablemente mas grande que el area de mdodr Intuitivamente es de esperarse entonces que
bajo diferentes muestras de estas poblaciones,nemayor nimero de veces las regiones elipticas
contendran a la verdadera media poblacional em ligyéas regiones circulares.

Tabla 9: Correlaciones de las variables con los eje

Correlaciones Correlaciones al
cuadrado (x 100)
Variables Eje 1 Eje 2 Eje 1 Eje 2
V1 0.7919 0.2176 62.71 4.73
V2 -0.5308 0.7580 28.17 57.45
V3 0.9850 0.0460 97.01 0.21
V4 0.9728 0.2229 94.64 4.97

6. DISCUSION

En el ejemplo presentado se ha mostrado una megidgbara construir regiones de confianza elipticas
para los centroides en un Manova-Biplot considevatad variabilidad muestral de los ejes de la
representacion.
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La incorporacion de estas regiones debe conduein&isis mas precisos que los obtenidos con las
regiones circulares clasicas.

Las regiones de confianza propuestas estdn basadasa serie de aproximaciones y los resultados
arrojan considerables diferencias entre las aredagdelipses y de los circulos, por lo que setgéala
necesidad de futuras investigaciones en este eerfiel recomienda realizar un estudio comparativo,
posiblemente utilizando técnicas de simulacion,tBiap, etc.

La metodologia propuesta deja abierta la posildlida futuras investigaciones en otros aspectospcom
son: generalizacion a disefios de dos factores pMar®ova-Biplot Robustos, Andlisis de la Covarignza
Andlisis de Perfiles, Modelos Mixtos, etc.

7.CONCLUSIONES

1.-Es posible construir regiones de confianza ieliptpara los centroides de los grupos en un Manova
Biplot, y a partir de aqui, interpretar graficangedtferencias entre grupos, las variables resptesale
las diferencias y otros contrastes de interés.

2.-Las regiones de confianza elipticas se han modst tomando en consideracion la variabilidad
muestral de los ejes, lo que incorpora informaaiderencial que permitird hacer analisis mas poecis

3.-Se aplicé el Manova-Biplot, con regiones de @ot#a elipticas, para analizar un conjunto de dé¢os
la bibliografia y, comparandolo con las regionesal&ianza circulares clasicas, intuitivamente piara
que las nuevas regiones tienen mas exactitud pitstiga que las circulares.

4.-Se pone de manifiesto, en la aplicacion, lastajas del Manova-Biplot respecto al Analisis de
Variables Canénicas, sobre todo en cuanto a agpectoo son: la representacion en el mismo grafco d
los centroides de los grupos, de las variables lagleegiones de confianza; y el uso de mediddasde
calidades de representacion.
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