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Aproximacion por el método de los elementos finitos

para el problema estacionario de Navier-Stokes
Approach by the finite elements methods to the
steady-state equations of Navier-Stokes

Angel Ulise Tabares Gonzalez'*, Miguel Angel Socorro Borges?

Resumen En este trabajo se presenta una estrategia para solucionar las ecuaciones estacionarias de Navier-
Stokes mediante el método de los elementos finitos utilizando FreeFem++. Se obtiene la formulacién variacional
del problema de Stokes y se prueba la existencia y unicidad de la solucion en este caso. Luego se muestra como
el problema de Navier-Stokes puede ser resuelto utilizando una linealizacién, los resultados son mostrados
visualmente. Se anexa también todo el coédigo del programa en Freefem++.

Abstract This paper presents a strategy for solving steady-state Navier-Stokes equations by the finite element

method using FreeFem++. A variational formulation of the Stokes problem is obtained and the existence and
uniqueness of the solution in this case is proved. Then it shows how the Navier-Stokes problem can be solved
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by means of a linearization, the results are visually displayed. All FreeFem++ code is also provided.
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Introduccion

Las ecuaciones estacionarias de Navier-Stokes describen
el movimiento de un fluido con densidad p constante en un
dominio Q € R%(con d=2,3) a los efectos de este trabajo
Q € R?. Ademis se considera que dicho flujo no altera su
velocidad respecto al tiempo. Esto se escribe como sigue:

u-Vu—vAu+Vp=f, enQcCR?
V-u=0, enQ, (H
u=g, sobrel'=0dQ,

siendo u la velocidad del fluido, p el cociente de la presiéon
y la densidad, v = % la viscosidad cinematica, ( la viscosi-
dad dindmica, y f un término de fuerza por unidad de masa.
El término (u- V)u describe el proceso de transporte con-
vectivo, —vAu es el proceso de difusién molecular cuando v
es constante. V-u = 0 es la condicién de incompresibilidad.
En la dltima ecuacién g es una funcién que constituye las
condiciones en la frontera[6].

Problema de Stokes

El caso estacionario de Stokes son un caso particular de
(1) donde el término convectivo es despreciado, tal como se

muestra:
—vAu+Vp=f, enQCR?
V-u=0, enQ, 2)
u=g, sobrel'=0Q.

Esta diferencia lo convierte sin dudas en un modelo mas
facil de tratar desde el punto de vista matemético y compu-
tacional.

Formulacién variacional del problema de Stokes
En el problema (2) p € ]L(z) pero u ¢ H(% debidoaqueenI”
u = g. Sin embargo se puede afirmar que g € H 2009 10 que
quiere decir que existe Rog € H' (Q) tal que su traza en JQ
es g; entonces la nueva incégnita it = u — Rog, de ahi que el

problema (2) pueda ser expresado como:

—VA(i+Rog) +Vp=f, enQCR?
V- (i+Rog) =0, enQ, 3)
=0, sobrel'=0dQ.

Si multiplicamos la primera ecuacién de (3) por una fun-
cién de prueba v € Hé e integramos en el dominio Q, se
obtiene:

—/ vAﬁ-de+/ Vp-de:/(f+vARog)'VdQ. @)
Q Q Q
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Teniendo en cuenta la primera identidad de Green, y el teore-
ma de la divergencia [5],[7]

Ju
— — Vi Vv-dQ
Qanvd}/ V/Q a-Vv-dQ, (5)

/QVp~VdQ:/an(vn)d}/f/QpVNdQ. 6)

/ VAUl - vdQ =v
Q a

Sustituyendo (5) y (6) en (4):

Ji
— —vd Vi -Vv-dQ d
v/m&nv }/Jrv/Q i-Vv-d +/(mp(vn)y

—/pV-v-dQ:/(f+vARog)'de. 7
Q Q

Se debe notar que el término ARyg no estd necesariamente
bien definido ya que Rog no necesariamente pertenece a H>.
Sin embargo el término [, VARg - vdQ debe ser reescrito, en
realidad se puede probar que ARyg € H~! de manera que la
parte lineal se debe leer de forma rigurosa como

/Qf~ vdQ + (vARog,V>H,1)Hé .

Ya que Rog € H', el término lineal se puede reescribir de la
siguiente forma:

/ fovdQ — / VVRog- VvdQ.
JQ Q

Al no tener informacion de % ni de p o n en la frontera, es

de ayuda haber escogido v € Hé porque con v=0en dQ, (7)
resulta:

/vVﬁ~Vdef/pV~de:/(f-vaVRog-Vv)dQ.
Q Q Q

De manera andloga se puede proceder con la segunda
equacion en (3); se multiplica por una funcién de prueba g e
integramos con lo cual se obtiene [, ¢V - 0dQ = [, RogqdQ.
Luego, el sistema descrito en (3), puede ser planteado como
sigue.

Encontrar (i, p) € (H}(Q))? x L3(Q) tal que:

®)

—N—
= 2
“:1 \Fx
Q<
S— ~—
_|_
S
—
=
=
(I

f(v), Wve(Hy(Q))?
h(q), VqeLj(Q),

a(ﬁ,v):v/ Vi-Vv-dQ,
Q
b(V,p):—/pVVdQ,
Q
F(v) = / (f-v— VVRog- Vv)dQ,
Q

h(q) = —/QRog'CIdQ-

1. Existencia y unicidad

La existencia de la solucién para (1) se puede probar para
d =2, sin embargo unicidad se ha probado solo para el caso
en que los datos son suficientemente pequefios [6], esto quiere
decir que las dimensiones fisicas del problema deben estar en
un entorno controlado. Si se define Re = w donde L es una
longitud representativa del dominio , y U una velocidad del
fluido también representativa. El niimero de Reynolds mide
el punto en que la conveccidn prevalece sobre la difusion.
Cuando Re << 1 el término convectivo puede ser omitido, de
lo contrario si Re es grande pueden existir problemas relativos
a la unicidad de la solucién. De manera que el problema de
Stokes es una buena aproximacion para el problema de Navier-
Stokes con datos lo suficientemente pequefios, de ahi que se
realicen los siguientes andlisis sobre (8).

1.1 Condiciones de existencia y unicidad

Teorema 1 (Brezzi) SeanV y Q espacios de Hilbert; sean
a(+,-) y b(-,-) formas bilineales continuas en VxVyV x Q
respectivamente. Denotemos el kernel de b(-,-) como Z =
{veV:b(vq)=0,Yg € Q}. Sia(-,-)escoercivaenZ,y
si b(-,) satisface la condicion inf-sup:

b(v,q)

Bllgllo < sup ,
vev | Vllv

Vg e Q, C))

entonces existe una tinica solucion (u,p) € V x Q para el
problema de punto de ensilladura (8).

Para obtener detalles de este teorema consultar [5].

Si se quiere asegurar que la solucién a (8) existe y es tinica
se debe probar, de acuerdo al teorema 1, que los términos
bilineales a(i1, v) y b(v, p) son continuos y que el primero es
coercivo. Definamos || - || 5 €OMO

H(}—>IR,
. 2y4
wes [ullyy = ([ VaP)2.

Gracias a la desigualdad de Poincaré-Friedrichs, esto es
un equivalente a la norma usual H' en H.

Continuidad de a(0,v)
Se debe probar que

(a(8.)| < B8y [Vl con B >0.
Desarrollando |a(i@, V)|:
la(@i, v)| = |v/ Vii-VvdQ),
Q

a(@,v)| = V] [ [Val- [Vvjde
Q
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Usando propiedades del producto escalar en L.? y desigualdad
de Cauchy se tiene:

la(@,v)| < [v[[|Valz - |[VV],

la(@,v)| < [vI[[aflg - [Iv]]4
lo que prueba la continuidad de a(i, v).

Continuidad de b(v, p)
Siguiendo la misma idea el término |b(v, p)| puede ser
desarrollado:

b(v.p)] = [ Ipl-1V-viag

Usando propiedades del producto escalar en I.? y la desigual-
dad de Cauchy se tiene:

(v, p)l < |lpllz2 -1V ¥llp2,
b)) < lplla- ([ 199)72
b0 P < 11pll2 (19l

lo que prueba la continuidad de b(v, p).

Coercividad de a(u,v)
Se debe probar que a(u,u) > B]|[u||%, con B > 0, veamos:

alu,u) = v/ VuVu-dQ,
o
a(u,u) = v/ Vu?-dQ,
o
a(u,u) = vI[Val? = vijul,.

lo que prueba la coercividad de a(ii, v) ya que Vv es positi-
vo.

Habiendo ya comprobado las condiciones de continui-
dad y coercividad en los términos que lo requieren basta con
verificar que se cumpla (9), esto es:

b
Bllpllz < sup wp)
07 Ler(a) IVIla

Teorema 2 (Bogovskii) Sea Q un dominio de Lipschitz en
R? conexo y acotado. Existe un operador lineal continuo
I de L3(Q) a (HL(Q))4, tal que Vg € L3(Q), la funcién
u =1I1(q) satisface:

V-u=gq.

Para obtener detalles de este teorema consultar [1].
Se tiene

b(v.p) =~ [ pV-vaQ

si tomamos p € L3 entonces

b b(T1
sup (v,p)_ ( (p)vp)7
vert |Vl = NTL(P) [

donde I1(p) es un campo de velocidad asociado a p usan-
do el teorema 2, se debe notar que esto es posible realizarlo
porque al seleccionar una v en particular, digase I1(p), se ob-
tiene una estimacién inferior con respecto a la cota superior.
Entonces b(I1(p), p) = ||p| |]i2, por lo que:

b(v,p) [IplIZ

veH! [VI] g1 7veH1 ||V||}-1 '

Pero ||[TI(p)||51 < ¢||p||2 de ahi que lo anterior resulte
2
p 2op) |Ipllga ,
vert [Vl — cllpllp2
b
sup 2:P)
vert |Vl

> |pllee.

Esto se cumple para cualquier campo de presion p € ]L%
(en particular la constante ¢ no depende de p), lo cual garanti-
za la existencia y unicidad del problema (8). A pesar de que
esta formulacion es necesaria para un tratamiento matematico
riguroso del problema en la practicas se utilizan otros métodos
para manejar las restricciones en la frontera desde el punto
de vista computacional[2], de ahi que de ahora en adelante
se considere el problema con condiciones de fronteras ho-
mogéneas.

2. Aproximacion por el método de los
elementos finitos

Para encontrar una solucién aproximada de (8) por el
método de los elementos finitos se debe particionar la regién
Q continua en una cantidad finita de elementos discretos rela-
cionados a través un nimero discreto de nodos. En este caso
la region es Q = (0,a) x (0,b) € R? por lo que se utilizan
tridngulos para dicha discretizacion. Si se denota la triangula-
cién por T;, entonces:

Q= U K, donde Q=QUJIQ.

Ket,

Lo siguiente es construir el subespacio de dimensién fi-
nita donde se buscard la solucidn, es decir un conjunto de
funciones que defina de forma unica el desplazamiento dentro
del elemento en funcién de los desplazamientos nodales. Se
utiliza un esquema P, — IP| que es estable [2], de manera que
la velocidad u es aproximada con el espacio de elementos
finitos P, (X},), y la presién es aproximada con el espacio de
elementos finitos P{ (M},) donde:

Xy ={veH'(J0,1P)VK €5 vg €P2},
My={veH'(10,1P)VK €t vgeP}
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De forma general P, representa el conjunto de los polinomios
de grado n. Xj, y V), son espacios de funciones cuadraticas
o lineales respectivamente en cada tridngulo y globalmente
continuas.

Como aproximacién del desplazamiento en el elemento
se toma:

M=

up(x) =y up(a)Pi(x) xeQ,

1

donde g; es un nodo determinado y ®;(x) es el conjunto de
las bases nodales definidas en los nodos de 7.

Este desarrollo se puede hacer de manera mas exhaustiva
y rigurosa sin embargo como se apreciard mas adelante en
términos de implementacién por lo general trabajando con
Freefem++ estos desarrollos se realizan de forma transparente.
Para una explicaciéon mas detalla ver [4].

3. Posibles soluciones

El problema principal existente para aplicar el método
de los elementos finitos al problema estacionario de Navier-
Stokes son los términos no lineales (u- V)u que impiden ex-
traer directamente un sistema de ecuaciones lineales. La prin-
cipal diferencia entre los métodos existentes para tratar este
problema consiste precisamente en como tratar este término.

3.1 Procedimientos basados en linealizacion
La idea de este método consiste un utilizar un procedi-
miento iterativo que consta de los siguientes pasos:

1. Obtener un estimado inicial de la solucién
2. Mientras el error sea mayor de una toleracia prefijada,
hacer:

a) Linealizar las ecuaciones no lineales utilizando
los resultados de la iteracion anterior.

b) Resolver el sistema de ecuaciones lineales obteni-
do.

3.1.1 Linealizacion

La no linealidad del problema de Navier-Stokes se encuen-
tra en el término inercial (u- V)u. En aras de de obtener la
solucidn del problema se puede proceder de diferentes mane-
ras.
Propuesta 1. La solucién del problema de Navier-Stokes se
puede obtener iterativamente calculando la sucesién {uy }«
que converge a la solucion, en cada paso del procedimiento
se calcula la solucién de un problema lineal de Navier-Stokes
gracias a la linealizacién de (u- V)u, de manera que el proce-
dimiento se describe como sigue:

s Definir uy = 0.
» Para k € N, calcular la solucién ug, | de

Wt 1 - Vg —vAw +Vp =T,
V. Uiy = 0.

Si hacemos k tender a 4o (en la prictica se puede usar un
test de parada) podemos obtener la solucién del sistema de
Navier-Stokes, si el proceso converge. Se debe notar que la li-
nealizacion del término inercial puede ser uy - Vug | en lugar
de - Vug.

Propuesta 2. Una aproximacion ruda de la solucién del
sistema de Navier-Stokes se puede construir usando el siguien-
te procedimiento:

= Calcular la solucién (u, p) del sistema de Stokes (es
decir, obviar el término no lineal):

—vAu+Vp =f,
V.-u=0.

= Calcular la correccion (i, 5) usando el campo de velo-
cidades u del sistema anterior de Stokes como término
de transporte:

i-Vu—vAli+Vj =T,
V.i=0.

En esta propuesta, (i1, p) define una aproximacién ruda del
sistema de Navier-Stokes ya que la solucién del sistema de
Stokes (u, p) se utiliza como un estimado del campo de velo-
cidades. Se debe notar que la Propuesta 2 consiste en parar
la Propuesta 1 luego de solo dos iteraciones Los célculos
son mas rapidos pero, por supuesto, no garantizan una gran
exactitud en los resultados numéricos de la solucién. Como se
verd mas adelante, esta segunda variante es la que se decidio
implementar.

3.1.2 Linealizacion del problema de Navier-Stokes
Si en el problema (1) linealizamos, entonces se obtiene:

Wy - Vg —vAug +Vp =T,
V~llk+1 =0.

Que escrito en una forma mas compacta y tras la for-
mulacién variacional, utilizando condiciones de frontera de
Dirichlet (g = 0) para mayor comodidad: encontrar (u, p) €
(H}(Q))? x LE(Q) tal que:

a(w,v)+b(v,p) =f(v), Vve (Hy(Q))?
b(u,q) =0, VYgel3(Q).
donde:

a(u,v):/u-Vukode+v/ Vu-VvdQ,
Q Q
b(V7p):*/pVVdQ,
Q
Fv) = / £-vdQ.
Q

Se debe notar aqui que Vu, es conocido.



eI e NIV R N I

Aproximacion por el método de los elementos finitos para el problema estacionario de Navier-Stokes 25

3.2 Procedimiento general iterativo

Una vez linealizado el término convectivo el método estandar

de Galerkin puede ser aplicado. Una cuestién importante a
tener en cuenta es cudn buena debe ser la aproximacion ini-
cial para que el método converja rapido. Es conocido que la
iteracion de Newton converge rapido pero depende de una
buena aproximacion a diferencia de la iteracion de Picard que
no tiene una velocidad de convergencia grande pero la region
es mayor por lo que no necesita una aproximacion inicial tan
precisa, de ahi que una posible estrategia iterativa mejorada
serfa:

1. Empezar con un estimado inicial.

2. Realizar unas pocas iteraciones de Picard con el objeti-
vo de mejorar el estimado inicial.

3. Utilizar la iteracion de Newton hasta que el error esti-
mado sea menor que la tolerancia.

4. Implementacion

A continuacién se vera como se implemento la solucién
en FreeFem++.

4.1 Generacion de la malla

La malla escogida es un cuadrado unitario que en el cen-
tro posee un hueco con 0,1 unidades de radio como puede
apreciarse a continuacion:

Fragmento de cddigo 1. Mallado

int nx=20, ny=nx;
real radius=0.1;

int nc=2«floor (2« pixradius*nx);

border A(t=0,1){x=t;y=0;label=1;};
border B(t=0,1){x=1;y=t;label=2;};
border C(t=0,1){x=1—t;y=1;label =3;};
border D(t=0,1){x=0;y=1—t;label =4;};
border Holel (t=0,2xpi){x=0.5+radius*cos(
t);y=0.5+radius*sin(t);label =5;};

mesh Th= buildmesh (A(nx)+B(ny)+C(nx)+D(
ny)+Holel(—nc));

4.2 Espacios de elementos finitos

En Freefem++ para crear los espacios de elementos finitos
se debe proveer una triangulacién como la obtenida anterior-
mente y un espacio de funciones de aproximacion, para luego
especificar cada magnitud en que espacio se encontrard, en
nuestro cédigo esto seria:

Fragmento de codigo 2. Espacios

func gx=1;
func gy=0;

fespace Xh(Th,P2);
fespace Mh(Th,P1);
Xh u2,v2;
Xh ul,vl;

4.3 Desarrollo de los términos para implementacion
A continuacién se muestra el problema escrito en el len-
guaje de Freefem++ el cual se explicard término a término.

Fragmento de codigo 3. Problema

problem NavierStokes
int2d (Th) (

([ul,u2,p],[vl,v2,q])

+ nu x ( dx(ul)sdx(vl) + dy(ul)xdy(vl)
+ dx(u2)xdx(v2) + dy(u2)xdy(v2) )

— pxq*xepsr
+ pxdx(vl)+ pxdy(v2)
+ dx(ul)*xq+ dy(u2)xq
)

intld (Th) ( —fhxxvl — fhyxv2)

on(2,4,ul=ghx,u2=ghy)
on(1,3,ul=0,u2=0)
on(5,ul=0,u2=0);

+ + + + +

int2d (Th) (rhox(ul*dx (upl)*vl+u2xdy(up2)*v2))
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Comparando con la formulacién variacional en la ecua-
cién (8) las lineas 4 y 5 no son mds que el desarrollo de
vVuVyv, aqui ul, u2, vl y v2 son las componentes en x e y
de u y v respectivamente. Es necesario notar en la linea 6 el
uso de p-¢g-eps que no es mas que un término de estabili-
zacidn necesario aqui porque el esquema P — P parapy g
no satisface la condicion inf-sup, en este caso eps = le — 8.
La linea 7 corresponde al término Vp -v. La expresion V - ug
se ve claramente reflejada en la linea 8 y a continuacién la
9esf-vdonde fhxy fhv son las componentes en x e y de f
respectivamente, nétese aqui que los términos bilineales res-
pecto a u y v estan precedidos del operador de Freefem++
int2d, no asi los lineales que van precedidos de intl/d. Las
condiciones de frontera se ven claramente en las lineas de la
11 ala 13, esto quiere decir que en las fronteras lateralesu =g
donde se define directamente g, = 1y g, = 1, en el resto de
las fronteras u = 0.

El resto de los términos se explicardn en los acépites si-

guientes.

4.4 Inicializacion

Ya que se ha formado un esquema iterativo surge un aspec-
to importante que debe ser tomado en cuenta, y es la necesidad
de obtener una aproximacion inicial relativamente buena, esta
puede ser la solucion al problema de Stokes, que no es més
que las ecuaciones en cuestion con el término convectivo omi-
tido. En estas si el nimero de Reynolds es muy grande es
posible que la distancia entre ambas soluciones sea demasia-
da, por el contrario si el nimero de Reynolds es pequeiio las
soluciones deben estar proximas y es una buena idea tomar
la solucién del primer problema como estimado inicial del
segundo.

5. Resultados

A continuacidén se muestra el cédigo completo con comen-
tarios para su mejor comprension:

// these are the mesh divisions
int nx=20, ny=nx;
real radius=0.1;
int nc=2«floor (2« pixradius=nx);

// definition of the border of a domain
//the direction must be counter clockwise
border A(t=0,1){x=t;y=0;label=1;};

border B(t=0,1){x=1;y=t;label=2;};

border C(t=0,1){x=1—t;y=1;label=3;};
border D(t=0,1){x=0;y=1—t;label =4;};
border

// definition of a mesh

Holel (t=0,2%pi){x=0.5+radiusxcos(t);y=0.5+radius*sin(t);label =5;};

mesh Th= buildmesh (A(nx)+B(ny)+C(nx)+D(ny)+Holel(—nc));

plot (Th, wait=1);

// function f defined by components
func fx=xx*x+y;
func fy=y=x;

// function g defined by components
func gx=1;

func gy=0;

// declaration of the FE Space. Will use
fespace Xh(Th,P2);

fespace Mh(Th,Pl);

Xh u2,v2;

Xh ul,vl;

Mh p.q;

Mh fhx=fx;

Mh fhy=fy;

a P2-P1

scheme
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Mh ghx=gx;
Mh ghy=gy;
real epsr = le—S8;

// First we solve Stokes to obtain a first approximation
solve Stokes ([ul,u2,p],[v]l,v2,q]) =
int2d (Th) ( ( dx(ul)*xdx(vl) + dy(ul)*dy(vl)
+ dx(u2)xdx(v2) + dy(u2)xdy(v2) ) //divergence of u and v terms

— pxq*xepsr // stabilization terms

+ pxdx(vl)+ pxdy(v2) // pressure gradient terms

+ dx(ul)*q+ dy(u2)x*q // divergence of q term

)
intld(Th)( —fhxxvl — fhy=xv2) // external contribution term
on(2,4 ,ul=ghx ,u2=ghy) //boundary conditions

on(1,3,ul=0,u2=0)
on(5,ul=0,u2=0);

+ 4+ + +

// Here we plot initial estimates

plot(coef=0.2,cmm=" p ”,p,wait=1,value=1,fill=1);

plot(coef=0.2 ,cmm=" [ul,u2] 7 ,[ul,u2],ArrowSize=0.5,wait=1,value=1,fill=1);
plot(coef=0.2,cmm=" [ul,u2] y p 7,p,[ul,u2],ArrowSize=0.5,wait=1,value=1,fill=1);

int i=0;
real nu=1./100.;
real dt=0.1;

real alpha=1/dt;
real rho=1.0;

Xh upl,up2;

/+*Now will solve Navier—Stokes
As we can see the non linear term has been replaced
by a first order discretization
x/
problem NavierStokes ([ul,u2,p],[vl,v2,q]) =
int2d (Th) (
+ nu % ( dx(ul)xdx(vl) + dy(ul)=*dy(vl) // gradient of u”(k+1) dot
gradient of v
+ dx(u2)xdx(v2) + dy(u2)xdy(v2) )

— pxgxepsr // stabilization term
+ pxdx(vl)+ pxdy(v2) //p divergence of v
+ dx(ul)xq+ dy(u2)xq /1q divergence of u”(k+1)
)
+ intld (Th) ( —fhx*xvl — fhy*v2) /1 f dot v
+ int2d (Th) (rhox(ul*dx (upl)*vl+u2x*dy (up2)=*v2)) //u”(k+1) dot gradient of u’k
dot v
+ on(2,4,ul=ghx,u2=ghy) //same boundary conditions

+ on(1,3,ul=0,u2=0)
+ on(5,ul=0,u2=0);

// the output of the Stokes problme is used as input in Navier—Stokes
upl=ul;

up2=u2;

NavierStokes ;
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// Here we plot final solution

plot(coef=0.2,cmm=" p”,p,wait=1,value=1,fill=1);

plot(coef=0.2 ,cmm="

plot(coef=0.2,cmmm=" [ul,u2] y p

[ul ,u2]” ,[ul,u2],wait=1,value=1,fill=1);
P.p,lul,u2],ArrowSize=0.5,wait=1,value=1,fill=1);

En la figura 1 se puede apreciar a) el resultado de la trian-
gulacion del problema, esta malla serd usada tanto para resol-
ver el problema de Stokes como el de Navier-Stokes; luego en
b) se muestra las diferencias de presion en las diferentes dreas
del dominio, como se puede ver los mayores valores estan
a la derecha de la imagen teniendo los picos en las esquinas
superior e inferior derecha. Se muestra en la figura 1 c) el
campo vectorial que representa la velocidad del fluido donde
los valores absolutos de la velocidad mds elevados son en las
zonas por encima y por debajo del hueco en la malla. Estos
datos son los utilizados como entrada inicial para resolver (8).

En las figuras 2, 3, 4, 5, 6, 7 y 8, se muestran los campos
(escalares) de presiones y los campos (vectoriales) de veloci-
dades que se obtienen como solucién para diferentes valores
del coeficiente rho (p) variando desde 0.2 hasta 2.0, esta va-
riacion es equivalente a modificar nu (V) en el otro término, lo
que determina el comportamiento del sistema es cudl de estos
términos predomina, dicho de otra manera a mayor valor de p
menos viscoso es el fluido, o sea menos espeso. Notese como
a medida que el valor de p aumenta la solucién se aleja de la
figura 1, y comienza a dominar el término inercial como era
de esperarse, que provoca visualmente las espeirales cada vez
mas pronunciadas.
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(a) Triangulacion (b) Campo de presion (c) Campo de velocidades

Figura 1. Resultado de resolver el problema de Stokes.

(a) Campo de presién (b) Campo de velocidades

Figura 2. Resultado de resolver el problema de Navier-Stokes con un coeficiente p = 0,2.

(a) Campo de presion (b) Campo de velocidades

Figura 3. Resultado de resolver el problema de Navier-Stokes con un coeficiente p = 0,5.
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(a) Campo de presion (b) Campo de velocidades

Figura 4. Resultado de resolver el problema de Navier-Stokes con un coeficiente p = 1,0.

e e

(a) Campo de presién (b) Campo de velocidades

Figura 5. Resultado de resolver el problema de Navier-Stokes con un coeficiente p = 1,2.

(a) Campo de presion (b) Campo de velocidades

Figura 6. Resultado de resolver el problema de Navier-Stokes con un coeficiente p = 1,4.

(a) Campo de presion (b) Campo de velocidades

Figura 7. Resultado de resolver el problema de Navier-Stokes con un coeficiente p = 1,6.
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(a) Campo de presion (b) Campo de velocidades

Figura 8. Resultado de resolver el problema de Navier-Stokes con un coeficiente p = 2,0.
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