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RESUMEN

Se particionan las filas de la matriz A de un modelo general de Programacion Lineal en dos
subconjuntos, B; y B,, de manera que al aplicar un algoritmo primal-dual de punto interior, no se utilice
A tal y como es dada por datos. La ecuacién normal, usual en este tipo de métodos, toma la forma

BlDzBix =b. La matriz B, es utilizada para obtener D El objetivo Gltimo del trabajo es aplicar el
resultado anterior a una clase particular de matrices escalonadas.
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ABSTRACT
Given a general linear programming model, the set of rows of the matrix A is partitioned in two subsets,
B; and B,, which allows an interior point primal dual algorithm to deal with matrices of lower order. The

normal equation associated with these methods takes the form BlDZBix =b. Matrix B, is used in the
calculation of D?. The ultimated purpose of the paper is the application of this result to a particular class
of staircase matrices.
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1. INTRODUCCION

Los métodos Primal Dual de Punto Interior resuelven los problemas primal y dual (Bazaraa-Sherali, Shetty
(1993), Dantzing (1963), Monteiro-Adler (1996) a Monteiro- Adler (1996b)) de la Programacién Lineal dados
por (1) — (6). Los resuelven de una vez, aplicando variantes del método de Newton a las tres igualdades
(7) — (9) y modificando las direcciones de busqueda y tamafio de paso, de manera que la restriccion (10) se
satisfaga estrictamente en cada iteracién. Esa condicién, x >0,s >0, dio origen al término “algoritmo de

punto interior”.

min ¢’ x (1)
s.a
Ax = b, (2
X =0, (3
max b" A 4)
s.a
AT\ +s =, (5)
s =0, (6)
AN+s=c (7)
Ax=b ®)
Xsi=0 9
(x,8)=0 (10)



Las expresiones (7) - (10) definen una condicion necesaria y suficiente de optimalidad (Bazaraa-Sherali-
Shetty (1993), Dantzing (1963)), de x y (A,s) de los problemas Primal y Dual dados por (1)-(3) y (4)—(6),
respectivamente (Dantzing. (1963), Luemberger. (1973)).

Esquema general de los Métodos Primal Dual de Punto Interior Infactible

Dados ( Xy, Ao, So), Xo >0, s0>0

Para k=0,1, 2,....
Resolver
0 AT | AxX -1,
A 0 O M| = -1
S 0 X AsX - X*ske + opke

donde 0, 0[0,1] Yy = (X*)T s/ n;
hacer (xX%, A¥*%, s M) (X, A¥, s%) + o (AX¥, AN¥, ASY),
eligiendo o de forma que (x***, 1) > 0.
Fin.
Como se observa, lo anterior es sélo un esquema, pues no contempla, por ejemplo, criterio de parada.

Los parametros o* y pk son los parametros de centrado y de medida de la brecha de dualidad, c'x -b'A,
respectivamente.

Ese esquema general conlleva a la aplicacion de un método de Newton perturbado, donde
X =diag (X1, Xo, ..., Xn), S =diag (S1, Sz, ..., Sn), € = (1,1,...,1)".

=Ax—b, r.=A A+s—c.
De ese esquema general de algoritmo se obtienen las siguientes ecuaciones:

AAX = -1,
A'AN +As = -1,

SAx + XAs = -XSe + gpe
donde r, y r. son los residuos correspondientes.
Por despejes y sustituciones adecuadas se llega a las siguientes expresiones:
AD?A” A\ = -ry + A(S™X 1. + X - opSe), (11)
As = -1, - ATAM,
Ax = -x + opSte - S'™X As

donde D’=(SX™H* (12)
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A la ecuacién (11) se le conoce como “ecuacion normal” (Gonzaga (1996), Monteiro-Adler (1996a),
Monteiro-Adler (1996bp. De (12) y (11) se infiere que el calculo de AN manipula dos matrices inversas,
D? para construir AD®A’, y luego la inversa de esta tltima matriz.

En el caso de un modelo lineal con variables acotadas, se tiene:
. t
min cx
sa

Ax=b,

x=20

X<V (13)
El modelo dual asociado al anterior se define asi;

Max b'A - viw
sa
ATA-lw+s=c

w=20,s20
Las condiciones de KKT para ese problema quedan expresadas como:
Ax =b
X+z=v
A'A-w+s=c
XSe = pe
Z\We = pe
(x,s,w,z) =0

X, Z, S 'y W son matrices diagonales con x;, z;, S;, w;, en la diagonal. s y z variables de holguras en P y D
respectivamente.

La férmula de Newton produce un sistema de ecuaciones que finalmente da las expresiones que siguen
para D’ y la ecuacién normal:

A\ = (AD?AY [, - AD2(r, +(W -S)e —p (271 - X" ¢]

D? =(z7'w +x15)? (14)

Las restricciones de acotacion dadas por (13) pudieran ser estandarizadas y considerar A :[ | J Ese

tratamiento aumenta la dimension de la matriz a considerar en la ecuacion normal. En nuestro caso,
preferimos trabajar con la matriz original, no aumentando la dimension de la matriz a considerar en (14). Las
restricciones tipo (13) estan implicitamente involucradas en (15), como se vera a continuacion.

2.ECUACION NORMAL COMPACTADA
Se considera el siguiente modelo lineal, P:

min c'x
s.a
Ax=Db
Bx<d (15)
x=20
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y su dual, D
max b'A-d'
s.a
AN -B'w <c
w=20
Las matrices Ay B son de orden (k x n) y (p X n) respectivamente.
Estandarizando ambos problemas se tienen las condiciones de KKT.
Ax=b
Bx+lz=d
AN-B'w+s=c

XSe = pe,

X, S, Z, W matrices diagonales asociadas a los vectores x, s, z, w, respectivamente.

Se define,
Ax-b
Bx+lz-d
F(x,z,A\,ws)=| AA-B'w+s-c |=0
XSe -pe,
ZWe - e,
Aplicando la formula de Newton;
A 0 O 0 0)(Ax -,
B I O 0 0]|Az —rd
0 0 A -B' 1 ||AN|= —rc :
S 0 0 0 X||lAw - XSe + e,
0O W 0 Z 0)\As —-ZWe +1pe,
donde
r, =Ax—b;

rq =Bx+z-d;

re =A'A-B'w+s-c

X, Z, Sy W son matrices diagonales asociadas a los vectores x,z,s, y W respectivamente.

De (16) se obtiene:

AAX = -1,
BAX + AX = -1y
AMA - B'Aw+As = -1,
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SAX + XAs =- XSe +Tl €, (20)

WAz + ZAw =-WZe +1u€, (22)

Despejando As en (20) y Aw en (21):

As =-Se - TuX"e - X'SAx (22)
Aw = -We + tpZ'e-Z'W Az (23)

Sustituyendo (22) y (23) en (19):
A'AN -B'[We + uzZe- Z'Waz]-Se- tpX'e - X'SAx=-r, (24)

Despejando Az en (18), sustituyendo en (24) y agrupando AX:
(X's +B'Z'WB)Ax=r., B'We - TuB' Z" e- B' Z'Wry - Se - TuX e +A'AA
Definamos D’ = (X's+B'Z'wB)* (25)
Finalmente, despejando Ax y sustituyendo en (17) se obtiene la ecuaciéon normal.
AD2A'AN = -1, ~ AD?r, +B'We ~B'ZWr, - uB'Z e + Tux e - Se, )
El resultado muestra que es posible resolver la ecuaciéon normal no trabajando con la matriz (QJ sino
trabajando primero con B y luego con A.
2.1. Ecuacién normal en una clase particular de mados escalonados

Los modelos que consideramos a continuacién son frecuentes en la economia y en la industria, Fourer
(1982), Glassey (1970), 1zuno-Masuzawa (1989), Propoi (1988).

min J(u) = a(T)x(T)
s.a
G()x(t) + D)) < f(t)

X(t+ 1) = A@)X(®) + B(t) u(t)
X@®) =0

put) =0

x(0)
dado
t=0,1,...,T-1

Las matrices G(t); D(t); A(t) y B(t) y los vectores f(t), x(t) y a(T) tienen dimensiones mxn; mxr; nxn; nxr;
m; n; y n respectivamente.

Tales modelos tienen un sabor dindmico, basta considerar las desigualdades como las restricciones del
problema, y las otras restricciones, como las ecuaciones de ligadura.

Luego de estandarizar el modelo anterior, la matriz del sistema tendria dimension (m+n) T x (n +r + m)T.
Pero no se estandariza. Se particionan las filas de esa matriz, sin estandarizar, de manera que una parte de
ella sea tomada como A en la ecuacion normal y la otra forme parte de D’ Presentaremos a continuacion
dos posibles filosofias de particion:
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2.1.1. Particion |

Si desarrollamos primero las ecuaciones de ligadura y luego las restantes, se obtiene:

A(0)X(0)-B(0)u(0) + Ix(1) =0
- AQ)X(1)-B(L)u(1) + 1,x(2) =0

AR)X(2)-B)u(2) + 1,x(3) =0

G(0)x(0)+D(0)u(0) <1(0)
G(L)x(1)+D(1)u(1) < (1)

G2)x(2)+D(2)u(2) <f(2)

Los coeficientes de las ecuaciones de ligadura formaran la matriz A asociada a la ecuacién normal. La
matriz B estard formada por los coeficientes de las desigualdades. La importancia de esa particion reside en
que B resulta una matriz diagonal por bloques, con bloques B(t) = [G(t) : D(t)] .

La matriz XS + B' Z'WB también resulta diagonal por bloques, pudiéndose escribir
X1s(t) + B'(t) Z'W(t)B(t), parat=0,.,T-1.

La matriz XS se particiona segln las columnas de A y la matriz Z'w segun las filas de B(t), esto es, se

parte de un punto estrictamente factible u(t) > 0, x(t) > 0, s(t) > 0. Con esos puntos se forma la matriz
diagonal denotada por

U(0)
X
u®
s = X(2)
u(2)
0

u(4)
0

Observe que la diagonal de esa matriz es solo una notacién pues cada una de esas partes incluye valores
de u(t), st), y x(t).

Finalmente:
D2(t) = X s(t) + B (hz *w(tB(M)| i t=0,.., T -1

Esa particion permite el calculo de AD?A', invirtiendo primero, simultdneamente, T matrices del tipo Dz(t);
luego se resuelve la ecuacion normal de orden nT x nT.

Otra forma de particionar la matriz del sistema, superior a nuestro juicio, es la siguiente.
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2.1.2 Particion 1l

Definamos ahora una nueva particion de la matriz del sistema de estudio:

G(0) D(0) 1n(0)
-A(0) B(O) 1L(®
G(2) D(2) In(2)
-A(2) -B(2) (3
G(4) D(4) 1n(4)
—AM4) B(4) (5
G D@ 0
-A@ -BO) k()
A@®  BO -k
G3) DE)
-AB) -BB) h#
AB) BB -h4)

Observar que en la primera particion todas las ecuaciones de ligadura forman la primera clase de la
particion, estando la segunda clase formada por las restricciones propias del problema. En esta particion se
tomaron los primeros momentos en la primera clase quedando los Ultimos para la segunda. Cada momento
tiene restricciones de igualdad y desigualdad, por ello para ser consecuente con (15) se tuvo la necesidad de
estandarizar en las primeras ecuaciones y desdoblar en dos desigualdades la segunda clase de la particion.

Se define:
K(t):( G DO, J; t=0.24...
-A®M) -B@)l,
B G()  D(t)
B(t)y=|-A®t) -B()l, | t=135..
Alt)  B(t)-I,
A(0) _
A(2) _
_ A(4)
A=
BQ) _
B(3)

Observando la disposicion que tienen las variables, nos damos cuenta que las Unicas que no tienen
columnas asociadas en las matrices bloques de la segunda parte de la matriz del sistema son las variables
u(t); t=0,2,.... Esa observacion sera utilizada en breve.

Sabemos que : D* = (X'S +B'Z'wWB)*
Estudiemos la matriz X*S + B' Z*WB para ver si esa nueva particién de las filas de la matriz del sistema,

favorece su estructura.
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La matriz X'S se particiona segun la matriz del problema que se resuelve. Llamemos U(t) y ?(t) a las
partes de X''S formadas con los vectores u(t) y x(t) respectivamente. Podemos entonces escribir:

U(0)
X(1)
U
s = X(2)
u)
U(4)
Definamos ahora:
X7IS(t) = U(t); t=024...

X()

X7s(t) = u(t) t=13...

X(t+1)

Ejemplifiquemos con T = 5, lo que ocurre.

Para que sea compatible la suma XS + B' Z'WB; expresemos B de la siguiente manera:

E_OE(l)O 0 0
0 0 0 B@® O

Los bloques de cero corresponden a las matrices que estan en K(t) pero no en E(t).

Z'W se particiona segun las columnas de B.

Se tiene finalmente que X's +B'Z'WB es igual a:

0 0
-1
XS(0) N B') o0 |(zwq —
X5(1) o 0 [o B@® 0 O o}
-, g |0 0 0 B@EO
csw) |0 B ZW(3)
X715(0)

X151 +B'(1)Z'W(Q)B(Q)
= X71s(2)
X15(3) + B'(3)2'W(3)B(3)

X715(4)

De la matriz diagonal por bloques anterior; concluimos que:
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D3(t) = XS™4(t); t=0,2,...
D2(t) = K (t); t=1,3,..
donde
K(t) = X7IS(t) + B ()2 'W(1)B(t)
3.CONCLUSIONES
1) Con ambas particiones se logra construir la ecuacién normal sin invertir la matriz del sistema original.
Parte de ella se utiliza para el calculo de la matriz D?, y ésta, junto a la parte restante dan lugar a la propia
ecuacién normal AD?A",
2) Dos ventajas son evidentes en la segunda particién
 Parte de Dz(t) resulta inmediatamente calculable (t =0,2,...)
 Las inversas K'l(t) para t impar, pueden ser calculadas simultdneamente, es decir, en paralelo.
3) Como la matriz AD?A resulta tridiagonal por bloques, [9], la ecuacion normal aprovecha esa condicion.
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