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RESUMEN 
Se particionan las filas de la matriz A de un modelo general de Programación Lineal en dos 
subconjuntos, B1 y B2, de manera que al aplicar un algoritmo primal-dual de punto interior, no se utilice 
A tal y como es dada por datos.  La ecuación normal, usual en este tipo de métodos, toma la forma   

.bxBDB t
1

2
1 = La matriz B2 es utilizada para obtener D2. El objetivo último del trabajo es aplicar el 

resultado anterior a una clase particular de matrices escalonadas. 
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ABSTRACT 
Given a general linear programming model, the set of rows of the matrix A is partitioned in two subsets, 
B1 and B2, which allows an interior point primal dual algorithm to deal with matrices of lower order. The 

normal equation associated with these methods takes the form .bxBDB t
1

2
1 =  Matrix B2 is used in the 

calculation of D2. The ultimated purpose of the paper is the application of this result to a particular class 
of staircase matrices. 
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1.  INTRODUCCION 
 
 Los métodos Primal Dual de Punto Interior resuelven los problemas primal  y dual (Bazaraa-Sherali, Shetty 
(1993), Dantzing (1963), Monteiro-Adler (1996) a  Monteiro- Adler (1996b))  de la Programación Lineal dados 
por (1) – (6). Los resuelven de una vez, aplicando variantes del método de Newton a las tres igualdades  
(7) – (9) y modificando las direcciones de búsqueda y tamaño de paso, de manera que la restricción (10) se 
satisfaga estrictamente en cada iteración. Esa condición, ,0s,0x >> dio origen al término “algoritmo de 
punto interior”. 
      
        min cT x               (1) 
      s.a   
       Ax = b,               (2) 
               
       x ≥ 0,               (3) 
 
          max bT  λ               (4) 
      s.a  
          AT λ +s = c,          (5) 
           
       s ≥ 0,                    (6) 

 
           ATλ + s = c          (7) 
           
       Ax = b                 (8) 
           
       xisi = 0                  (9) 
            
       (x, s) ≥ 0                        (10) 
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 Las expresiones (7) - (10) definen una condición necesaria y suficiente de optimalidad (Bazaraa-Sherali- 
Shetty (1993), Dantzing (1963)),  de  x  y  (λ,s) de los problemas Primal y Dual dados por (1)-(3) y (4)–(6), 
respectivamente (Dantzing. (1963), Luemberger. (1973)). 
 
Esquema general de los Métodos Primal Dual de Punto  Interior Infactible 
 
 Dados ( 0x ,  λ0, s0), x0  > 0,  s0 > 0 

 
 Para  k = 0,1, 2,.... 
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donde  σk ∈ [0,1]  y  µk = Tk )(x sk / n; 
 
hacer  (xk+1, λ 

k+1, s 
k+1) ← (xk, λk, sk) + αk (∆xk, ∆λk, ∆sk),           

 
eligiendo αk de forma que (xk+1, sk+1) > 0.  
 
 Fin. 
 
 Como se observa, lo anterior es sólo un esquema, pues no contempla, por ejemplo, criterio de parada.  
 
 Los parámetros σk y µk son los parámetros de centrado y de medida de la brecha de dualidad, λ− tt bxc , 
respectivamente. 
 
 Ese esquema general conlleva a la aplicación de un método de Newton perturbado, donde  
X  = diag (x1, x2, ..., xn),  S = diag (s1, s2, ..., sn), e = (1,1,...,1)T. 
 

rb = Ax – b,    rc = AT λ+ s – c. 
 
 De ese esquema general de algoritmo se obtienen las siguientes ecuaciones: 
 

eXSesXxS

rsA

rxA

c
t

b

σµ+−=∆+∆

−=∆+λ∆

−=∆

 

 
donde rb  y  rc son los residuos correspondientes. 
 
 Por despejes y sustituciones adecuadas se llega a las siguientes expresiones: 
 

            AD2AT ∆λ = -rb + A( S-1X rc + x - σµS-1e),        (11) 
 
            ∆s = -rc - A

T∆λ,  
          
      ∆x = -x + σµS-1e - S-1X ∆s 
 
donde      D2 = (S X –1)-1                                                   (12) 
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 A la ecuación (11) se le conoce como “ecuación normal” (Gonzaga (1996), Monteiro-Adler (1996a),  
Monteiro-Adler (1996b)). De (12) y (11) se infiere que el cálculo de ∆λ manipula dos matrices inversas,  
D2 para construir AD2AT, y luego la inversa de esta última matriz. 
 
 En el caso de un modelo lineal con variables acotadas, se tiene: 
 
       min ctx  
      sa 
           Ax = b ,  

       x ≥ 0                                                                    

              x ≤ v                       (13)                                                             
 
 El modelo dual asociado al anterior se define así; 
 
       Max btλ - vtw                                                              
      sa  
         AT λ - Iw +s = c      
                                                        
          w ≥ 0, s ≥ 0 
 
 Las condiciones de KKT para ese problema quedan expresadas como: 

                 Ax    = b                                                                       

                 x + z = v                                                                    

       AT λ - w +s = c                                                        

              XSe = µe                                                                     

                ZWe = µe   

          (x,s,w,z) ≥ 0       

 X, Z, S y W son matrices diagonales con xj, zj, sj, wj, en la diagonal. s y z variables de holguras en P y D 
respectivamente. 
 
 La fórmula de Newton produce un sistema de ecuaciones que finalmente da las expresiones que siguen 
para D2 y la ecuación normal: 
 
     ( ) ]eXZe)SW(r(ADr[)AAD( 11

c
2

b
1t2 −−− −µ−−+−−=λ∆  

                 1112 )SXWZ(D −−− +=               (14) 

 Las restricciones de acotación dadas por (13) pudieran ser estandarizadas y considerar  







=

I

A
A . Ese 

tratamiento aumenta la dimensión de la matriz a considerar en la ecuación normal. En nuestro caso, 
preferimos trabajar con la matriz original, no aumentando la dimensión de la matriz a considerar en (14). Las 
restricciones tipo (13) están implícitamente involucradas en (15), como se verá a continuación. 
 
2. ECUACION NORMAL COMPACTADA 
 
 Se considera el siguiente modelo lineal, P: 
 

min ctx 
      s.a 

       Ax = b 

         Bx ≤ d                               (15)                                  

        x ≥ 0 
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y su dual, D 
 
       max  bt λ -dt ω  
      s.a 
          At λ  - Bt ω  ≤  c  
       
       ω ≥ 0 
 
 Las matrices A y B son de orden (k × n) y (p × n) respectivamente. 
 
 Estandarizando ambos problemas se tienen las condiciones de KKT. 
 
       Ax = b 
 
       Bx + Iz = d 
 
       Atλ- Btω + s = c 
 
       XSe = µen  
 
       ZWe = µep 
 

x ≥ 0, z ≥ 0, w ≥ 0, s ≥ 0 
 
X, S, Z, W matrices diagonales asociadas a los vectores x, s, z, w, respectivamente. 
 
 Se define,  
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 Aplicando la fórmula de Newton; 
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donde 
 

cswBAr

;dzBxr

;bAxr
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c
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X, Z, S y W son matrices diagonales asociadas a los vectores x,z,s, y w respectivamente. 
 
 De (16) se obtiene: 
 
      A∆x = - rb                                                                        (17) 

                                                     B∆x + ∆x = - rd                  (18) 

      At∆λ -  Bt∆ω + ∆s = - rc               (19)
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      S∆x +  X∆s = - XSe + τµ en          (20)
      
      W∆z +   Z∆ω  = - WZe + τµ ep                 (21)
  
 
 Despejando s∆  en (20) y ω∆  en (21): 
 
      s∆  = -Se - τµ X-1e - X-1S x∆           (22)

              
      ω∆  = -We + τµ Z-1e- Z-1W z∆            (23) 
 
 Sustituyendo (22) y (23) en (19): 
 
                At λ∆  - Bt [-We + τµ Z-1e -  Z-1W z∆ ] -Se - τµ X-1e - X-1S x∆ = -rc     (24) 

 
 Despejando  z∆  en (18), sustituyendo en (24) y agrupando  x∆ : 
 
        (X-1S + Bt Z-1WB) x∆ = rc + B

tWe - τµ Bt Z-1 e- Bt Z-1Wrd - Se - τµ X-1e +At λ∆       

 
 Definamos        D2 = (X-1S + Bt Z-1WB )-1                  (25) 
 
 Finalmente, despejando x∆  y sustituyendo en (17) se obtiene la ecuación normal. 
 

( )n
11t

d
tt

c
2

b
t2 SeeXeZBZWrBWeBrADrAAD −τµ+τµ−−+−−=λ∆ −−  

 El resultado muestra que es posible resolver la ecuación normal no trabajando con la matriz 








B

A
; sino 

trabajando primero con B y luego con A. 
 
2.1. Ecuación normal en una clase particular de modelos escalonados 
 
 Los modelos que consideramos a continuación son frecuentes en la economía y en la industria, Fourer 
(1982), Glassey (1970), Izuno-Masuzawa (1989), Propoi (1988). 
 
        min  J(u) = a(T)x(T) 
       s.a  
       G(t)x(t) + D(t)µ(t) ≤  f(t)  
 
       x(t + 1) = A(t)x(t) + B(t) µ(t)  
 
       x(t) ≥ 0 
     
       µ(t) ≥ 0  
       
       x(0)   
dado  
       t = 0,1,...,T-1 
                 
 Las matrices G(t); D(t); A(t) y B(t) y los vectores )t(f , x(t) y a(T) tienen dimensiones  m×n; m×r; n×n; n×r;  
m; n; y n  respectivamente.  

 Tales modelos tienen un sabor dinámico, basta considerar las desigualdades como las restricciones del 
problema, y las otras restricciones, como las ecuaciones de ligadura. 

 Luego de estandarizar el modelo anterior, la matriz del sistema tendría dimensión  (m + n) T × (n + r + m)T. 
Pero no se estandariza. Se particionan las filas de esa matriz, sin  estandarizar, de manera que una parte de 
ella sea tomada como A en la ecuación normal y la otra forme parte de D2. Presentaremos a continuación 
dos posibles filosofías de partición: 
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2.1.1. Partición I 
 
 Si desarrollamos primero las ecuaciones de ligadura  y luego las restantes, se obtiene: 
 
  A(0)X(0)-B(0)u(0)  + Inx(1)                                = 0 
                                   
                  - A(1)x(1)-B(1)u(1) + Inx(2)      = 0 
                                                                     
                    A(2)x(2)-B(2)u(2)  + Inx(3)        = 0 
                                
           ....... 
                              ......  
           
  G(0)x(0)+D(0)u(0)                                                                                     ≤ f(0)  
                                        
             G(1)x(1)+D(1)u(1)                ≤  f(1) 
                                                                     
         G(2)x(2)+D(2)u(2)                         ≤ f(2)  
                                                                                                       ....... 
                                                                                                                  ....... 
          
 Los coeficientes de las ecuaciones de ligadura formarán la matriz A asociada a la ecuación normal. La 
matriz B estará formada por los coeficientes de las desigualdades. La importancia de esa partición reside en 
que B resulta una matriz diagonal por bloques, con bloques [ ])t(D:)t(G)t(B =  . 
 
 La matriz X-1S + Bt Z-1WB también resulta diagonal por bloques, pudiéndose   escribir   
 
     X-1S(t) + Bt(t) Z-1W(t)B(t),            para t = 0,..,T-1.       
 
 La matriz  X-1S  se particiona según  las columnas de A y la matriz Z-1W según las filas de B(t), esto es, se 
parte de un punto estrictamente factible u(t) > 0, x(t) > 0, s(t) > 0. Con esos puntos se forma la matriz 
diagonal denotada por 
 





































=−

0

)4(U

0

)2(U

)2(X

)1(U

)1(X

)0(U

SX 1  

 
 Observe que la diagonal de esa matriz es solo una notación pues cada una de esas partes incluye valores 
de u(t), s(t), y  x(t).  
 
 Finalmente: 

[ ] 1T,....,0t;)t(B)t(WZ)t(B)t(SX)t(D
11t12 −=+=

−−−  
 
 Esa partición permite el cálculo de AD2At, invirtiendo primero, simultáneamente, T matrices del tipo D2(t); 
luego se resuelve la ecuación normal de orden nT × nT.  
 
 Otra forma de particionar la matriz del sistema, superior a nuestro juicio, es la siguiente. 
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2.1.2 Partición II 
 
 Definamos ahora una nueva partición de la matriz del sistema de estudio: 
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 Observar que en la primera partición todas las ecuaciones de ligadura forman la primera clase de la 
partición, estando la segunda clase formada por las restricciones propias del problema. En esta partición se 
tomaron los primeros momentos en la primera clase quedando los últimos para la segunda. Cada momento 
tiene restricciones de igualdad y desigualdad, por ello para ser consecuente con (15) se tuvo la necesidad de 
estandarizar en las primeras ecuaciones y desdoblar en dos desigualdades la segunda clase de la partición. 
 
 Se define: 
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 Observando la disposición que tienen las variables, nos damos cuenta que las únicas que no tienen 
columnas asociadas en las matrices bloques de la segunda parte de la matriz del sistema son las variables 

)t(µ ; t = 0,2,.... Esa observación será utilizada en breve.  
 
 Sabemos que : D2  = ( X-1S + Bt Z-1WB )-1 

 
 Estudiemos la matriz X-1S + Bt Z-1WB para ver si esa nueva partición de las filas de la matriz del sistema, 
favorece su estructura. 
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 La matriz X-1S se particiona según la matriz del problema que se resuelve. Llamemos )t(U y )t(X  a las 

partes de X-1S formadas con los vectores )t(u y )t(x  respectivamente. Podemos entonces escribir: 
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 Definamos ahora: 
 

...4,2,0t);t(U)t(SX 1 ==−  
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 Ejemplifiquemos con T = 5, lo que ocurre. 
 
 Para que sea compatible la suma X-1S + Bt Z-1WB; expresemos B de la siguiente manera: 
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 Los bloques de cero corresponden a las matrices que están en )t(A  pero no en )t(B . 
 
 WZ 1−  se particiona según las columnas de B. 
 
 Se tiene finalmente que X-1S + Bt Z-1WB es igual a: 
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 De la matriz diagonal por bloques anterior; concluimos que: 
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      );t(XS)t(D 12 −=  t = 0,2,... 
 
      );t(K)t(D 12 −=  t = 1,3,... 
 
donde 
 

)t(B)t(WZ)t(B)t(SX)t(K 1t1 −− +=  
   
3. CONCLUSIONES 
 
1) Con ambas particiones se logra construir la ecuación normal sin invertir la matriz del sistema original. 

Parte de ella se utiliza para el cálculo de la matriz D2, y ésta, junto a la parte restante dan lugar a la propia 
ecuación normal AD2At. 

 
2) Dos ventajas son evidentes en la segunda partición 
 

• Parte de D2(t)  resulta inmediatamente calculable (t  = 0,2,...) 
 

• Las inversas K-1(t) para t impar, pueden ser calculadas simultáneamente, es decir, en paralelo. 
 
3) Como la matriz AD2At resulta tridiagonal por bloques, [9], la ecuación normal aprovecha esa condición.  
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