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Empleo de técnicas de regularizacion para la
solucion del problema inverso unidimensional en la
Tomografia Optica Difusa

Use of regularization technics for the solution of the
one-dimensional Difusse Optical Tomography
inverse problem

Carmen Tejeda Toledo'*, Luis Orlando Castellanos Pérez?

Resumen Los problemas inversos se han convertido en una herramienta de gran potencial dentro de las
Matematicas. En la presente investigacion se abordaran elementos relacionados con la teoria general de
los problemas inversos y su aplicabilidad a la tomografia ptica difusa. Se hara uso de la pseudoinversa de
Moore-Penrose como caso particular de inversa generalizada. Se describiran elementos relacionados con el
método de descomposicion en valores singulares de una matriz, la solucion de sistemas lineales en el sentido de
minimos cuadrados y la teoria general de la regularizacion, abordada a través de tres métodos fundamentales:
la descomposicion en valores singulares truncada, la regularizacion de Tikhonov y el método de las iteraciones
de Landweber. Ademas se formulara y resolvera el problema inverso unidimensional en la tomografia éptica
difusa por los métodos ya mencionados, realizando una comparacion entre ellos para seleccionar el que brinda
mejor comportamiento ante diferentes variaciones de los parametros involucrados.

Abstract Inverse problems have become a tool of great potential in Mathematics. In the current research,
elements related to the general theory of inverse problems and their applicability to the diffuse optical tomography
are exposed. The Moore-Penrose pseudoinverse as particular case of generalized inverse is also presented.
Furthermore, elements related to the singular value decomposition of a matrix, the solution of linear systems
in the sense of least square, and the general theory of regularization, approached through three fundamental
methods: the truncated singular value decomposition, the Tikhonovs regularization, and the Landwebers iterative
method are described. The methods already mentioned are used to numerically solve the one dimensional
version of the inverse problem in diffuse optical tomography, which model is also described in this paper, making
a comparison between them to select the one that provides better behavior against different variations of the
parameters involved.
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Introduccion

La tomografia 6ptica difusa construye iméagenes a partir
del comportamiento de un grupo de fotones al atravesar un

cuerpo utilizando luz casi infrarroja. Ofrece varias ventajas:

es una modalidad de examen no invasiva, da posibilidad de
ser usada para exdmenes neonatales, el sistema de obtencién
de imégenes es seguro, de bajo costo, relativamente simple
y, en la mayoria de los casos, incluso transportable; ademas
la obtencién de informaciones precisas sin causar dafios a
los pacientes es de gran valor para un diagndstico certero. El

enfoque mas usado de este problema inverso responde a la
version tridimensional, para la cual se han planteado varios
métodos de regularizacién y modelos computacionales. La
complejidad que encierra esta version tridimensional la hace
inaccesible para un pais subdesarrollado como Cuba donde
todavia no se ha estudiado esta técnica, hasta donde pudo
conocer esta investigacion, ni se cuenta con los recursos mate-
riales para implementarla; entonces se impone la necesidad
de desarrollar y resolver la version unidimensional de este
problema inverso como base para comprender y poder lle-
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var a la prictica el problema tridimensional. Lo planteado
anteriormente, genera la siguiente problematica expresada
en el hecho de que desde el punto de vista matematico, en
la actualidad, todavia no hay una teoria totalmente completa
que permita apoyar las investigaciones médicas dedicadas a
la deteccion del cancer de manera no invasiva. Es por ello que
esta investigacion se propone como objetivo: determinar cudl
método de regularizacidn lineal brinda mejor precisién para
resolver el problema inverso unidimensional en la tomografia
optica difusa..

1. Problemas Inversos

En las dltimas dos décadas los problemas inversos se han
posicionado como una de las dreas de mayor crecimiento
en Matematica Aplicada. En [4] se define como problema
inverso aquel que tiene el objetivo de determinar causas a
través de efectos observados. Las teorias fisicas permiten ha-
cer predicciones, es decir, dada una descripciéon completa de
un sistema fisico (modelo), se puede predecir el resultado
de algunas mediciones, éste es el llamado problema directo.
El problema inverso consiste en utilizar el resultado real de
algunas medidas para deducir los valores de los pardmetros
que caracterizan el sistema. En general, se considera a los
Problemas Inversos como rama de las Matematicas a raiz
de la aparicién de los trabajos de Tikhonov [9], con la in-
troduccién de los métodos de regularizacién para problemas
mal planteados: el argumento basico es que sus ideas permi-
tieron a la comunidad cientifica romper con lo que ahora se
considera un prejuicio histdrico y que tiene su origen en un
concepto que, por otro lado, ha hecho avanzar grandemente
las Ecuaciones en Derivadas Parciales: el concepto de proble-
ma bien propuesto o bien planteado (well-posed). Hadamard
[5] afirm6 que los problemas de interés fisico son aquellos
que tienen una solucién unica que depende continuamente de
los datos, es decir, es estable con respecto a toda perturbacion
en los datos. Los problemas que no satisfacen alguna de estas
condiciones, se denominan mal planteados (ill-posed).

2. Preliminares Matematicos. Inversa
generalizada

La inversa generalizada es una generalizacion de la no-
cion de inversa de matrices la cual se aplica a matrices no
cuadradas, como caso particular de inversa generalizada se
encuentra la pseudoinversa de Moore-Penrose [1], descubierta
por Eliakim Hastings Moore en 1920 y reinventada por Sir
Roger Penrose en 1955.

Definicion 2.1 Pseudoinversa de Moore-Penrose. Sean m y
n€Nysea A€ R™" Una matriz AT € R se dice que
es la pseudoinversa de Moore-Penrose de A si satisface las
condiciones siguientes:

1. Condicion general: AATA = A

2. Condicion reflexiva: ATAAT = AT

3. Condicién normalizada: AA* € R™ es autoadjunta, es
decir AAT = (AA™T)'

4. Condicion normalizada reversa: ATA € R"es autoad-
junta, es decir AYA = (ATA)'

2.1 Descomposicion en valores singulares

La descomposicion en valores singulares (SVD) es una
importante factorizacién de una matriz rectangular andloga
a la diagonalizacién de matrices simétricas. Los siguientes
teoremas [1] garantizan la SVD de cualquier matriz A y una
expresion para su pseudoinversa.

Teorema 2.1 Sea A € R™*" y rang (A) = r = min{m,n}. En-
tonces existen matrices unitarias U € R™ yV € R" tales que

A=USV' (1)

donde S € R™" es una matriz que tiene como r primeros
elementos de la diagonal los valores singulares positivos de
Ay todos los otros elementos iguales a cero.

Teorema 2.2 La pseudoinversa de Moore-Penrose AT € R"™™
de A estd dada por

AT =vsTU! )

donde S* es la pseudoinversa de S, cuyos elementos son los
reciprocos de los valores singulares no nulos de A, yU y V
son las matrices ortogonales que resultan de descomponer a
A en valores singulares.

2.2 Solucion de sistemas lineales en el sentido de

minimos cuadrados

Se parte del siguiente problema. Sean A € R™*" y y €
R™ dados. Determinar x € R” tal que y = Ax. Cuando este
problema no tiene solucién lo que se hace es relajar el con-
cepto de solucidn considerando soluciones aproximadas; en
minimos cuadrados se toma £ € R” que cumple ||[AX—y|| =
mingeg|[Ax — y|| [11.

Teorema 2.3 Sea A € R™*", y € R™. El problema de mini-
mizacion

X = argmin,ege ||Ax — y||
tiene la misma solucion £ € R" que la ecuacion A'AX = A'y.
Ademds es unica si 'y solo si A (A'A) = {0}.

3. Métodos de regularizacion para la
solucion de problemas mal planteados

El mal planteamiento de los problemas inversos es re-
suelto usando técnicas conocidas como de regularizacioén que
consisten en introducir alguna clase de informacién a priori
acerca de la solucion deseada para estabilizar el problema. En
términos matematicos, su objetivo consiste en aproximar la
solucién x de la ecuacién y = Ax, a partir del conocimiento
del dato directo perturbado y5 con un nivel de error dado:



Empleo de técnicas de regularizacion para la solucion del problema inverso unidimensional en la Tomografia Optica

Difusa

83

|y —y?|| < 8. Las definiciones y los teoremas que se brindan
a continuacion reflejan los aspectos esenciales dentro de la
teorfa de la regularizacion [6].

Definicion 3.1 Una estrategia de regularizacion es una fa-
milia de matrices Ry, : R™ — R", @ > 0, de forma que

lim Ry Ax = x,Vx € R” 3)
oa—0
El pardmetro o es llamado pardmetro de regularizacion y
x%% = Ryy® es la aproximacion de la solucion x de y = Ax.

Teorema 3.1 Sea A € R™*" una matriz con sistema singular
(ui, 0;,v;), y sea q una funcion, q : (0,00) X [0,,01] — R, tal
que para cada o > 0 existe una constante C(a) de forma que:

1. |q(a,0)| <C(a)o, o € [0, 01]
2. limg0g(0,0) =1, 0 € [0, 01]

Entonces la familia de matrices Ry, € R™™, o > 0, definidas

como
r

1
Ray:=Y —q(a,0;)(y,ui)vi,y € R" )
i=1 9
describe una estrategia de regularizacion con ||Ry|| < C(@).
La funcion q es llamada una funcion filtro regularizadora
para A.

Teorema 3.2 Supongamos que la primera hipotesis del teore-
ma 3.1 se cumple entonces, si la segunda hipotesis del teorema
3.1 se sustituye por:

(04
1. Existe Cy >0 tal que |q(o,0) — 1| < Clg, Ya>0y

ademds x € #(A") entonces |RqAx —x|| < C1v/a||z]|
donde x = A'z.

(04
2. Existe C; > 0 tal que |q(a,0) — 1| < ng, Yoo >0

y ademds x € Z(A'A) entonces |RqAx — x| < Cro||z|
donde x = A'Az.

3.1 Descomposicion en valores singulares trunca-
da
La descomposicion en valores singulares truncada (TSVD)
es un método para mejorar el mal condicionamiento del pro-
blema reemplazando los mds pequefios valores singulares no
nulos de A por ceros [1].

Teorema 3.3 Sea A € R™*" no nula con descomposicion en
valores singulares A= USV' donde S11 > Sy > ... > S,, >0
v Sij =0V i# j. La descomposicion en valores singulares
truncada (TSVD) de A es la matriz

Ay =USV!

dondeke{1,2,...r—1}y (S(k>)ii = Sji cuando i < ky
(S(k))ij =0 en otro caso.

3.2 Regularizacion de Tikhonov

Este método puede ser introducido de dos formas [6]: a
través de un problema de minimizacién o como un caso espe-
cial del Teorema 3.1. Para el primer caso Tikhonov sugirid,
para superar el mal planteamiento, transformar la ecuacién
normal a una ecuacién de la forma (A’A + al)x = A’y que
tiene la misma solucién que el problema de minimizacion:

Xq = argmin{HAx—sz+(x||xH2}, o> 0.

Tomando en cuenta que se trabaja con datos perturbados y°,
se define el funcional de Tikhonov como:

Ja(x®) = Ax® =3° P + a|x°|*, o = () > 0. (5)

Ademis el valor infimo de este funcional x*% debe satisfacer:
[Ax®® —y9|| = §. Una descripcién formal de esta técnica
como un problema de minimizacién se refleja en el siguiente
teorema [6]:

Teorema 3.4 Sea A € R™" y oo > 0. Entonces para cada
y € R™ existe un tinico x* € R" tal que
Jo(x*) = min Jg (x)
xeR”
El minimizador x* coincide con la solucion vnica de la ecua-

cion normal
(A'A+al) x* = A'y.

Una descripcién formal de la regularizacién de Tikhonov
como caso particular del Teorema 3.1 es la siguiente [6]:

Teorema 3.5 Sea A € R™*" una matriz dada. Entonces, para
cada o > 0 la matriz A'A + o es inversible. Mds aiin, la fami-
lia Ry = (A'A+ o) "' A" describe una estrategia de regula-
rizacion con ||Ry || < ——.
IRell < 57
Es importante preguntarse en cualquier problema que se
desee resolver ;como elegir el parametro de regularizacion
a? En este trabajo se escogio el principio de discrepancia de
Morozov [6] como criterio de eleccién de dicho parametro.

Teorema 3.6 Sea A € R™*" con rango completo por colum-
na. Seay=Ax, x ER", y e R", y c R™y ||y —y| < §|y?|.
Sea x*9)-3 [q solucién del método de Tikhonov que satisface
[Ax®(®):8 13| = 8,78 € (0, 8). Entonces: x*(®):8 — x para
6 — 0, es decir, el Principio de discrepancia es admisible.

3.3 lteraciones de Landweber

Los algoritmos para la regularizaciéon de Tikhonov tien-
den a destruir la estructura especifica de la matriz de los
coeficientes cuando esta tiene grandes dimensiones. En 1951,
Landweber [7] realiz6 la sugerencia de escribir para el sis-
tema y = Ax la ecuacién normal A’Ax = A’y en la forma de
una ecuacién de punto fijo x = (I— AA’A)x+ AA'y para algtin
A > 0, llamado pardmetro de relajacién. El método iterativo
clasico de Landweber [6] tiene el siguiente algoritmo:

X0 = 0K =k - QAT (A —y) = (T-AA"A)X* + 1A%y (6)
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donde k € N, A € R. Por induccidn con respecto a k se obtiene
que x* = Ry, donde

k—1 X
Ri:=AY (I-2A'A)'A" k=1,2,...
i=0

Si (uj,0},v;) es el sistema singular de A, entonces Ry admite
la siguiente representacion:

r k .
Riy= Yy W%, ™

j=1 J

donde g(k,0) = 1 — (1 — A6?) es una funcién filtro que
1
cumple las hipétesis del Teorema 3.2 para C(a) = ——=

2V’
1
C = 5 G =1
Teorema 3.7 Sea A € R™*" una matriz dada, y sea 0 < A <

1
W. Entonces la familia de matrices R, € R™™, definidas
por (7) describen una estrategia de regularizacion con pardme-

1
tro o = 77 IRk]] < VKA.

La iteracion de Landweber es un método de regularizacién
lineal siempre que la iteracién esté truncada en algin indice
finito k* [6]. Existen dos criterios de parada para la determi-
nacién de k*, uno a priori donde solo depende del nivel de
ruido k* = k*(0) y otro a posteriori donde ademas también
depende de los datos perturbados k* = k*(8,y%). En este tra-
bajo se emplea el criterio a posteriori dado por el Principio de
discrepancia de Morozov que realiza la iteracidn siempre que
|Ax® —y9|| > 18 se cumpla con 1 > 1.

4. Problerpa inverso en la Tomografia
Optica Difusa (DOT)

El objetivo de la obtencién de imdgenes Opticas usando
luz difusa casi infrarroja, es obtener informacion cuantitativa
acerca de cambios en las propiedades dpticas dentro del tejido
usando mediciones de frontera, es decir, el objetivo fundamen-
tal de la DOT es basicamente reconstruir los coeficientes de
absorcién y dispersion de un medio macroscépico para medi-
ciones en la frontera. El problema en cuestion parte de los
siguientes elementos [2]. Sea Q = {x : x > 0}. La densidad de
energia P obedece a la versién unidimensional de la ecuacién
de la difusidén de time-dependence:

8(13 *Dazé > o 8
S50 = D3P — el () B(x1) )

donde x € Q y el coeficiente de difusién D se toma constante,
U, se denomina coeficiente de absorcién. La densidad de
energia debe satisfacer las condiciones inicial y de frontera
siguientes:

O0,1)—loe L0120 (9

D (x,0) =6(x—x1) 7

Como d decrece exponencialmente, se considera para
k > 0 la transformada de Laplace:
® (x,k) = / DI (x, 1) dr (10)
0
que satisface la ecuacion siguiente, donde la dependencia de
® en k se suprime para simplificar notacién:
() 442 (140 () D () = L5 )
——P(x X X)=—=0(x—x
dx? n D !
donde k es el niimero de onda difusa y 7 (x) es la parte espa-
cialmente variante de la absorcion. El problema directo con-
siste en dadas las distribuciones de fuentes emisoras de fotones
en la frontera del dominio y dado el valor de los parametros
opticos relacionados, determinar el flujo de fotones resultante
en la frontera. La solucidn del problema directo estd dada por
la siguiente ecuacién integral

Y

(1) =& () K [ Gy MmNy (12

donde G (x,y) es una funcién de Green de la forma

1 | 1=kl :
Goy) =550 (e"“ + e"’eklxﬂ')

13
. (13)

y @; (x) es el campo incidente que satisface (11) con 11 = 0.
La ecuacioén integral (12) puede ser linealizada con respecto a
7N (x) reemplazando ® en la parte derecha por ®;, la cual es
una aproximacion precisa cuando el soporte de 1) (supp(n)) y
1 son pequefios. Si ademads se introduce el dato de dispersion
b, = P, — P, se obtiene:

®, <x1,x2)=k2/QG(xl,y)G(y,xz)n(y)dy (14)

Aqui @ (x1,x;) es proporcional al cambio en la intensidad
debido a un punto fuente en x; que es medido por un detector
en x,. En la geometria de retrodispersion, la fuente y el detec-
tor estdn ubicados en el origen (x; = x» = 0); utilizando esto,
junto a la ecuacion (13) y omitiendo constantes totales, (14)
se convierte en la siguiente ecuacién integral de Fredholm de
primera especie:

0,0 = [ e max

Lo que permite reformular el problema directo como: dada
la parte espacialmente variante del coeficiente de absorcion
n(x) y el nicleo K = e~**, determinar el dato de dispersién
®d; (k). Entonces el problema inverso puede definirse como:
dado el nicleo K = e ¥ y el dato de dispersién ®; (k) de-
terminar la parte espacialmente variante del coeficiente de
absorcién 1 (x). Dicho problema inverso podria verse como el
de invertir la Transformada de Laplace el cual es un problema
exponencial mal planteado y su resultado es una integral de
gran complejidad:

15)

ne = [[dk [Tasr(Ormg0em a6
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donde el regulador R es introducido para controlar la contribu-
cién de los valores singulares pequefios.

Otra via de solucién pudiera ser tomar dicha integral desde
cero hasta un valor finito L, es decir, transformar el intervalo
de [0;00) a un intervalo finito [0;L], lo cual es posible pues
solo se necesita considerar que la sefial x desaparece fuera de
este intervalo que constituye el soporte de dicha variable. Una
via eficiente de resolver este problema inverso mal planteado
seria discretizar dicha ecuacién integral y luego aplicar los
diferentes métodos abordados en la seccién anterior.

4.1 Discretizacion de la ecuacion integral

En esta investigacion se utilizan dos reglas de discretiza-
cién de ecuaciones integrales: la regla de Simpson compuesta
y la trapezoidal compuesta. La primera se emplea para gene-
rar la matriz de los coeficientes y asi resolver el problema
directo. La segunda regla se emplea para generar la matriz de
los coeficientes y asi resolver el problema inverso. La regla
de Simpson compuesta y la regla Trapezoidal compuesta
constituyen dos de las formulas de Newton-Cotes cerradas
para la integraciéon numérica, ambas consisten en dividir el
intervalo [0, L] en n subintervalos de longitud /. Las hipétesis
de la regla de Simpson son las siguientes [3]:

bh—
Teorema 4.1 Sea f € C*[a,b], n par, h= — yxj=a+ jh
n

, j=0,1,...,n. Entonces existe L € (a,b) tal que la regla de
Simpson compuesta para n subintervalos puede ser escrita
como:

F4Y Sl + ) - S ) a)
=1

Utilizando las mismas hipétesis anteriores pero cambiando
el hecho de que solo es necesario que f € C2[a,b], la regla
trapezoidal puede enunciarse como:

n—1
[ s = 31706 +2 % (512) = 0]~

b—a 2 ol
—ﬁhf (m) (18)

La funcién en cuestién es f(x) = e **n(x),i=1,...,m,

L
h = —y xj = jh por tanto aplicando Simpson:
n

@, (ki) = [y e k¥ (x)dx = B 0m (xo)+
51 3
+2 ) e ) +4 Y e (o) e ()]

j=1 j=1
(19)
Aplicando trapezoidal compuesta:

®, (k) = [k (x)dx ~

h, _ X = —kixj —KiX;
e ion(x) +2 Y e Mn(x;) +ef i (x,)]  (20)
=

Si se expresa la sumatoria (19) en forma matricial, se
obtiene el sistema de ecuaciones lineales y = Bx, donde

D, (ky)
@, (k)
y= .
q)s (km)
e kX0 ge—kixi  Dp—kix e kixn
h €7k2x0 4€7k2xl 287k2x2 e*kzxn

B=_
3

e*kmx() 4efkmxl zefkaZ

Si se expresa la sumatoria (20) en forma matricial, se
obtiene el sistema de ecuaciones lineales y = Ax, donde x y y
se mantiene iguales pero el nicleo B cambia y se transforma
en la matriz A dada a continuacion:

e ktxo e—kixi  pp—kixa e kixn
h eszxo 2efk2x1 2efk2x2 e*kzxn
A==
2 . . . .
e—kmxo 2e_kmxl ze_kmx2 e—kmxn

Se concluye que: y es un vector de orden m x 1, A y B son
matrices de orden m X (n+1) y xes de orden (n+1) x 1, es
vélido aclarar que también se tendrd en cuenta el caso en que
m#n+1.

5. Principales resultados

Como parte de este trabajo se elaboraron cédigos de pro-
gramacion en el software MATLAB de ambas reglas de dis-
cretizacion abordadas anteriormente, ademas de los codigos
de la descomposicién en valores singulares de una matriz y
de los tres métodos de regularizacién, con sus distintos enfo-
ques. Posteriormente se resuelve un problema test [6], similar
al problema inverso unidimensional en la tomografia dptica
difusa que viene dado por la siguiente ecuacion integral de
Fredholm de primera especie:

1
/ (1+ts)e"x(s)ds=¢€',0<t <1,
0
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la cual tiene solucién unica x(z) = 1. Con los resultados
obtenidos se verifico6 que los métodos implementados en
MATLAB son vélidos para resolver un problema inverso mal
planteado.

Para resolver el problema inverso unidimensional en la tomo-
grafia Optica difusa se emplean los siguiente datos:
Q={xeR:0<x<09}, se emplean los valores reales de los
pardmetros Opticos en las longitudes de onda entre 750nm y
830nm reportados en [8],0,02 < u, < 0,08y 4 < u! <14, ex-
presados en em™ !, el factor de anisotropia g = 0,9, el nimero
de onda difusa, expresada en cm, varia de modo decreciente
en el rango de 0,157079632679 a 0,04487989505128. Para
obtener el rango en que varia la parte espacialmente variante
de la absorcién 1n(x) se elaboraron en MATLAB dos fun-
ciones que muestran el comportamiento de los coeficientes de
absorcién y dispersion reducido, se cred ademds un programa
principal que se utilizard para el procesamiento de los datos y
la obtencién de los resultados.

En el mismo se utiliza m =26 y n = 16 para la discretizacion,
se determina el rango de variacién de la solucién exacta 1(x)
dada por un vector de orden 17 x 1, se genera la matriz B
para resolver el problema directo por la regla de Simpson
lo cual permite conocer los datos, es decir, la parte derecha
del sistema y, la cual es un vector de orden 26 x 1, se de-
termina por la regla trapezoidal el niicleo A de la ecuacién
integral para resolver el problema inverso, el cual es una ma-
triz mal condicionada pues su nimero de condicionamiento
k(A) =2,1256-10'7 y sus valores singulares tienden a cero,
luego este problema inverso es mal planteado y es necesario
aplicar métodos de regularizacion para su resolucién. Se con-
sidera que los datos y elaborados anteriormente estan sujetos a
ciertos ruidos, lo que ocurre frecuentemente debido a que, en
general, estos datos provienen de la discretizacion de una fun-
cién continua o porque, como es el caso, es un dato obtenido
experimentalmente y por tanto esté sujeto a errores de medi-
cién y aproximacién. El vector con ruidos y° se gener6 uti-
lizando el comando de MATLAB rand a través de la siguiente
expresion yo = y 4 8(—ones(size(y)) 4 2rand(size(y))). Al
utilizar las funciones implementadas en MATLAB en el pro-
grama principal se determina el error entre la solucién exacta
y la solucién con ruidos, sin emplear regularizacién, y se
determinaron los errores para diferentes valores de §. Las
figuras 1 y 2 demuestran el resultado de cualquier intento por
resolver el sistema sin regularizacion. Se realizaron, para cada
método, tablas y figuras con valores para el error cuando hay
presentes distintos niveles de ruido 6 y diferentes variaciones
del pardmetro de regularizacion ¢. Esto permiti6 realizar com-
paraciones entre el método de Tikhonov en sus dos variantes y
la TSVD, en donde se concluy6 que Tikhonov como problema
de minimizacién es el mejor de los tres, y al comparar las
diferentes variantes del método iterativo de Landweber se
concluy6 que tanto la que emplea el niimero de iteraciones
a priori como la que emplea la funcién filtro son las mas
adecuadas, es vdlido aclarar que su uso depende de la disponi-
bilidad de memoria y de tiempo para realizar la SVD que es

T T
Solucion exacta et
—#— Solucidn con ruido etad

Figura 1. Comparacion entre solucién exacta y con ruido
6=0,>5

T T T
Solucidn exacta et
—F— Solucidn con ruido etad

Figura 2. Comparacién entre solucién exacta y con ruido
§=0

una operacién costosa en ambos sentidos.

Las figuras 3, 5, 4 y 6 reflejan el comportamiento de la
solucién exacta y el de las soluciones regularizadas, para
distintos niveles de ruido (6 = 0,1 y 6 = 0), obtenidas para
Tikhonov, como problema de minimizacién y para Landwe-
ber, con el niimero de iteraciones dado a priori. A partir de
ellas se puede notar que los valores obtenidos por Landwe-
ber son mayores que los obtenidos por Tikhonov, aunque el
primero es mds estable con respecto a perturbaciones del la-
do derecho, inclusive para é grandes. Para dar cumplimiento
al objetivo de esta investigacion, que es determinar cudl de
los métodos abordados brinda mejor precision para resolver
el problema inverso unidimensional en la tomografia 6pti-
ca difusa, se concluye que el método de Tikhonov brinda
una solucién aproximada mas precisa que la obtenida por el
método iterativo de Landweber.
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Problema inverso regularizado, n = 16,alpha = 0.01 Problema inverso regularizado, n = 16 alpha = 1e-010
G T T T T T T T T B8 T T T T T T T T
: : : —+— Exact solution et —#— Exact solution et
5 |~ Approximate solution Tikhanav | | © | = Approximate solution Tikhonay | |

i} 1 2 3 4 5 B 7 8 9 i} 1 2 3 4 5 B 7 8 9
b W
Figura 3. Exacta y Tikhonov 6 = 0,1 Figura 5. Exacta y Tikhonov § =0

B Problema inverso regularizado, n= 18 iter = 100 Problema inverso regularizado, n = 16,iter = 10000

T T T L L L I T 5} T T T T T T T

: : : Exact solution el 4*; Exact solution et

: : ¢ | Approximate solution Landweber ter . ¢ | ——— Approximate solution Landweher iter
[T SO L [ [ETRTr R TP P it - . _ 8

Figura 4. Exacta y Landweber 6 = 0,1 Figura 6. Exacta y Landweber § = 0

6. Conclusiones método de Tikhonov es el que brinda la solucién mas
Los resultados obtenidos permiten concluir que: precisa.
= La implementacién se realizdé sobre MATLAB, soft-

= Los fundamentos teéricos-metodolégicos estudiados L . . .
ware que result efectivo, por sus atributos: exactitud y

sobre la teorfa general de los problemas inversos y la

teoria general de la regularizacién, resultaron de vi- confiabilidad.
tal importancia para un correcto andlisis del problema
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