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Un modelo de triple porosidad, triple permeabilidad
y derivadas fraccionarias para la presión transiente
en yacimientos fracturados con geometría fractal
A triple porosity, triple permeability model with
fractional derivatives for transient pressure in
naturally fractured reservoirs with fractal geometry
Mario A. Vera-Villamar1, José A. Mesejo-Chiong2*

Resumen Los modelos de flujo de petróleo en un pozo constituyen un elemento fundamental de las llamadas
pruebas de pozo. Estas son empleadas en la ingeniería del petróleo para pronosticar la producción en un
yacimiento. Para modelar yacimientos naturalmente fracturados se requieren modelos de flujo avanzados. En
este trabajo se presenta un modelo que considera la existencia de tres porosidades y tres permeabilidades
primarias en un yacimiento con geometría fractal. La evolución temporal se modela mediante derivadas
fraccionarias que permiten incorporar la historia productiva del pozo. Se presentan las soluciones semianalíticas
del modelo y curvas tipo para diferentes condiciones de frontera.
Abstract Oil flow models in a well are a fundamental element of the so-called well tests. These are used in
petroleum engineering to forecast production in a reservoir. To model naturally fractured reservoirs, advanced
flow models are required. This paper presents one that considers the existence of three porosities and three
primary permeabilities in a reservoir with fractal geometry. The temporal evolution is modeled by fractional
derivatives that allow incorporating the productive history of the well. Semi-analytical solutions of the model and
type curves for different boundary conditions are presented.
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Introducción

La estimación de parámetros de un yacimiento de hidro-
carburos mediante pruebas de pozo es una práctica común
en la ingeniería del petróleo que permite pronosticar la pro-
ducción en el yacimiento. Las pruebas se realizan midiendo
la presión del petróleo en el pozo y comparando la curva de
presión medida con una teórica que proporciona un modelo de
flujo en el pozo. Los modelos de flujo, que por lo general están
basados en la ecuación de la difusión, incluyen los parámetros
del yacimiento relevantes y estos se pueden estimar mediante
un ajuste de la curva teórica contra la de mediciones.

Un tipo común de yacimiento de hidrocarburos son los
naturalmente fracturados y vugulares (YNFV). Estos presen-
tan junto a la matriz (la roca) sistemas de fracturas y vúgulos

que pueden estar interconectados. En YNFV se han podido
obtener curvas de presión que no coinciden con las teóricas
que se originan mediante modelos de flujo usuales. La razón
de este comportamiento no está completamente explicada,
pero se atribuye a la distribución de fracturas y vúgulos en
tales yacimientos. Los modelos de flujo usuales son eucli-
dianos e implícitamente asumen una distribución uniforme
de fracturas y vúgulos así como que las fracturas están inter-
conectadas. Esto contradice evidencias obtenidas a partir de
estudios geológicos de los YNFV. Una solución a este pro-
blema se encuentra en la teoría fractal que permite considerar
una distribución no uniforme de fracturas y la existencia de
estas a diferentes escalas. Por esta razón varios autores ([7],
[2], [1], [8], [5]) han establecido modelos de flujo basados en
asumir difusión fractal (vea [12]) en el YNFV.
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En el trabajo [11] se estableció un modelo de difusión
anómala con derivada temporal fraccionaria con un orden de-
terminado por la dimensión fractal de Hausdorff que se asume
para el medio donde ocurre esta difusión. Esto permitió gene-
ralizar la ecuación de la difusión fractal. En los trabajos [16],
[17], [15] y [14] se presentan modelos fractales y fracciona-
rios para estudiar la presión en yacimientos fracturados y se
señala que el uso de derivadas fraccionarias permite incorpo-
rar la historia del flujo en el comportamiento de las curvas de
presión.

La existencia de los tres medios matriz, fracturas y vúgu-
los en un YNFV requiere del empleo de un modelo donde se
reflejen las características esenciales de los mismos. Estas son
porosidad y permeabilidad y por ello el modelo que se presen-
ta en este trabajo es de triple porosidad y triple permeabilidad
(TPTP). Los modelos con más de una porosidad y permeabili-
dad se remontan a los trabajos [4] y [18]. La base fundamental
de nuestro modelo se encuentra en el trabajo [6], uno de los
primeros en considerar el medio vugular como influyente en
el comportamiento de la presión. Teniendo en cuenta las con-
sideraciones en los párrafos precedentes el modelo considera
geometría fractal de los medios y emplea derivadas fracciona-
les (FF). Nuestro modelo extiende otros como los presentados
en [19], [6] y [10]. Dadas las características de nuestro modelo
lo nombraremos modelo TPTPFF.

En la siguiente sección se presenta el modelo en variables
sin dimensiones junto con sus condiciones iniciales y varias
condiciones de frontera. En la sección dos se expone el método
de solución que llamaremos semianalítico ya que requiere la
inversión de la transformada de Laplace mediante métodos
numéricos. En la sección tres se muestran curvas solución
obtenidas con diferentes valores de los parámetros del modelo

y en la sección cuatro se aportan las conclusiones adecuadas
a los resultados obtenidos.

1. El modelo TPTPFF
El modelo TPTPFF está dado por un sistema de ecuacio-

nes en derivadas parciales (EDPs) que describen la evolución
temporal de la presión de petróleo en cada uno de los medios
que forman el yacimiento. El yacimiento se considera como
un cilindro con propiedades axialmente simétricas, vea figura
1. Por ello se asume que la presión solo depende espacial-
mente de la distancia hacia el pozo dada por la variable r.
Plantearemos el modelo en variables sin dimensiones rD y tD.
Para una función cualquiera p(rD, tD), 1 < β ≤ 2 y 0≤ θ ≤ 1
definamos el operador diferencial con respecto a rD

D(β ,θ)
rD (p(rD, tD)) =

1

rβ−1
D

∂

∂ rD

(
rβ−θ−1

D
∂ p(rD, tD)

∂ rD

)
. (1)

Emplearemos también la derivada fracccional de Caputo con
respecto a tD

Dα
tD (p(rD, tD)) =

1
Γ(1−α)

∫ tD

0

1
(tD− τ)α

∂ p(rD,τ)

∂ tD
dτ

(2)
con 0 < α ≤ 1.

Se supone que en cada punto del yacimiento existen pre-
siones pDm (rD, tD), pD f (rD, tD) y pDv (rD, tD) en cada uno de
los medios matriz, fracturas y vúgulos que se pueden interpre-
tar como un promedio de las existententes en una vecindad
de rD en el tiempo tD (vea Warren). Con la convención m = 1,
f = 2, v = 3 el modelo TPTPFF está formado por el sistema
de EDPs

κ1D(β ,θ)
rD (pD1)−λ12 (pD1− pD2)−λ13 (pD1− pD3) = ω1Dα1

tD (pD1) , (3)

κ2D(β ,θ)
rD (pD2)+λ12 (pD1− pD2)−λ23 (pD2− pD3) = ω2Dα2

tD (pD2) , (4)

κ3D(β ,θ)
rD (pD3)+λ13 (pD1− pD3)+λ23 (pD2− pD3) = ω3Dα3

tD (pD3) , (5)

donde, para 1≤ i, j ≤ 3,

0 < αi ≤ 1, (6)
0≤ κi,ωi ≤ 1, (7)

10−9 ≤ λi j ≤ 10−6, (8)
κ1 +κ2 +κ3 = ω1 +ω2 +ω3 = 1. (9)

Los parámetros αi se emplean para las derivadas de Capu-
to en cada uno de los medios. Los parámetros sin dimensiones
ωi y κi están relacionados con la porosidad y la permeabili-
dad en cada uno de los medios respectivamente. Los λi j son
también parametros sin dimensiones relativos a los términos

de transferencia en las interfaces entre cada medio. El sistema
euclidiano de triple porosidad triple permeabilidad se obtiene
cuando αi = 1, β = 2 y θ = 0.

Para denotar la dependencia de las soluciones pD1, pD2 y
pD3 de los parámetros introducimos el vector

x =

 α1,α2,α3,β ,θ ,
κ1,κ2,κ3,ω1,ω2,ω3,
λ12,λ13,λ23,s,CD,reD

 ∈ R17 (10)

y denotamos pDi = pDi (rD, tD,x). Los parámetros s y CD se
llaman piel (skin) y coeficiente de almacenamiento respecti-
vamente. Ellos al igual que reD aparecerán en las condiciones
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de frontera.
La triple permeabilidad que considera el modelo TPTPFF

está dada por la presencia de los tres parámetros κ1, κ2 y κ3.
Ellos no son independientes ya que están relacionados median-
te la igualdad (9). La triple permeabilidad ocurre cuando se
cumplen 0 < κi < 1, i = 1,2,3 y (9). Modelos de una sola per-
meabilidad se obtienen cuando un κi = 1 mientras que mode-
los de doble permeabilidad se consideran cuando exactamente
un único κi = 0. La triple porosidad está considerada por la
presencia de ω1, ω2 y ω3. Para los ωi, i = 1,2,3 se tienen
consideraciones similares a las explicadas anteriormente para
los κi. Como ejemplo señalamos que el modelo presentado
en [6] se obtiene del (3)-(5) cuando αi = 1, i = 1,2,3, β = 2,
θ = 0 y κ2 = 0.

1.1 Condiciones iniciales y de frontera
Las condiciones iniciales son, para i = 1,2,3,

pDi (rD,0,x) = 0. (11)

Las de frontera se imponen para rD en las que se llaman
frontera interior y frontera exterior. Consideraremos tres con-
diciones de frontera exterior

lı́m
rD→∞

pDi (rD, tD,x) = 0, (12)

pDi (reD, tD,x) = 0, (13)

rβ−θ−1
eD

∂ pDi (reD, tD,x)
∂ rD

= 0. (14)

Como se aprecia la frontera exterior puede ser infinita o está
dada por el radio exterior reD. La condición (12) se llama
de yacimiento infinito, la (13) de frontera exterior a presión
constante y la (14) de frontera exterior a cero flujo.

Para establecer las condiciones de frontera interior toma-
mos en consideración el trabajo [3] donde, cuando una sola
presión pD contribuye al flujo en el pozo, se plantean las
condiciones

CD
d pwD

dtD
− ∂ pD

∂ rD

∣∣∣∣
rD=1

= 1, (15)

pD|rD=1− s
∂ pD

∂ rD

∣∣∣∣
rD=1

= pwD, (16)

donde pwD es la presión que se puede medir en el pozo. En
[6] para el modelo euclidiano de triple porosidad doble per-
meabilidad se propone

∂ (κ2 pD2 +(1−κ2) pD3)

∂ rD

∣∣∣∣
rD=1

=−1

que equivale al caso dado por (15) cuando CD = 0. Exten-
der esta condición, bajo CD = 0, al caso de triple porosidad
equivale a

∂ (κ1 pD1 +κ2 pD2 +κ3 pD3)

∂ rD

∣∣∣∣
rD=1

=−1,

lo cual significa remplazar pD en (15) y (16) por ∑
3
i=1 κi pDi.

Tenemos entonces

3

∑
i=1

κi

(
CD

d pwD

dtD
− ∂ pDi

∂ rD

∣∣∣∣
rD=1

)
=

3

∑
i=1

κi, (17)

3

∑
i=1

κi

(
pDi|rD=1− s

∂ pDi

∂ rD

∣∣∣∣
rD=1

)
=

3

∑
i=1

κi pwD, (18)

que equivalen a (15) y (16) respectivamente dado que se cum-
ple (9).

De (17) y (18) se obtienen las condiciones de frontera
interior que emplearemos, estas son

CD
d pwD

dtD
− ∂ pDi

∂ rD

∣∣∣∣
rD=1

= 1, (19)

pDi|rD=1− s
∂ pDi

∂ rD

∣∣∣∣
rD=1

= pwD, (20)

para i = 1,2,3. A diferencia de (12)-(14), que si establecen
tres condiciones de frontera exterior diferenciadas, (19) y (20)
constituyen una única condición de frontera exterior dada por
su acoplamiento mediante pwD.

En resumen, el modelo TPTPFF se estudiará con las con-
diciones iniciales (11), las de frontera exterior (12)-(14) y la
de frontera interior dada por (19) y (20). Se deben encontrar
tres soluciones que, de acuerdo a la condición de frontera
exterior, llamaremos de yacimiento infinito (YINF), frontera
exterior a presión constante (FEPC) y frontera exterior a cero
flujo (FECF).

2. Soluciones semianalíticas del modelo
TPTPFF

El sistema (3)-(5) puede ser resuelto por diferentes vías.
Una de ellas es la numérica mediante diferencias finitas u otro
método apropiado. Sin embargo existe dificultad para encon-
trar métodos numéricos capaces de trabajar con condicones
de frontera infinitas como la (12). Por ello es conveniente
emplear otra vía de solución. Una de ellas es aplicar la trans-
formada de Laplace con respecto a tD a las funciones pDi,
i = 1,2,3. De esta forma el sistema de EDPs se transforma en
uno de ecuaciones diferenciales ordinarias que puede resol-
verse de forma analítica para la combinación de la condición
de frontera interior (19)-(20) con las diferentes condiciones
de frontera externa (12)-(14). El único inconveniente de este
método de solución radica en la necesidad de invertir la trans-
formada de Laplace para lo cual, en el presente caso, solo se
pueden emplear métodos numéricos.

Tenemos entonces que el metodo de solución semianalíti-
co para resolver el sistema (3)-(5) emplea la transformada de
Laplace de las funciones pDi, i = 1,2,3, con respecto a tD. La
transformada de Laplace de las funciones pDi está dada por

L {pDi (rD, tD,x)}=
∫

∞

0
e−utD pDi (rD, tD,x) dtD. (21)

Ciencias Matemáticas, Vol. 33, No. 2, 2019, Pag. 1-11



96 Modelo fractal y fraccionario para presión transiente en yacimientos fracturados

Emplearemos la notación

p̂Di (rD,u,x) = L {pDi (rD, tD,x)}

y denominaremos a u como tiempo de Laplace. Una propiedad
de la derivada fraccionaria de Caputo (vea [13]), cuando 0 <
αi ≤ 1, es

L
{

Dαi
tD (pDi)

}
= uαi p̂Di (rD,u,x)− pDi (rD,0,x) .

Dadas las condiciones iniciales (11) obtenemos

L
{

Dαi
tD (pDi)

}
= uαi p̂Di (rD,u,x) . (22)

Aplicando la transformada de Laplace (21) a cada una de
las ecuaciones del sistema (3)-(5) y considerando (22) obte-
nemos para p̂Di (rD,u,x), i = 1,2,3, el sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias

κ1D(β ,θ)
rD (p̂D1)−a11 (u,x) p̂D1 +λ12 p̂D2 +λ13 p̂D3 = 0, (23)

κ2D(β ,θ)
rD (p̂D2)+λ12 p̂D1−a22 (u,x) p̂D2 +λ23 p̂D3 = 0, (24)

κ3D(β ,θ)
rD (p̂D3)+λ13 p̂D1 +λ23 p̂D2−a33 (u,x) p̂D3 = 0, (25)

donde

a11 (u,x) = ω1uα1 +λ12 +λ13, (26)
a22 (u,x) = ω2uα2 +λ12 +λ23, (27)
a33 (u,x) = ω3uα3 +λ13 +λ23. (28)

Las condiciones de frontera exterior (12)-(14), para 1≤
i≤ 3, se transforman en

lı́m
rD→∞

p̂Di (rD,u,x) = 0, (29)

p̂Di (reD,u,x) = 0, (30)

rβ−θ−1
eD

∂ p̂Di (reD,u,x)
∂ rD

= 0. (31)

Las de frontera interior, para 1≤ i≤ 3, dado que pwD (0,x) =
0, son

CDup̂wD−
∂ p̂Di

∂ rD

∣∣∣∣
rD=1

=
1
u
, (32)

p̂Di|rD=1− s
∂ p̂Di

∂ rD

∣∣∣∣
rD=1

= p̂wD. (33)

Combinando ambas ecuaciones tenemos, para 1≤ i≤ 3, las
condiciones de frontera interior (tipo Neumann)

CDu p̂Di|rD=1− (sCDu+1)
∂ p̂Di

∂ rD

∣∣∣∣
rD=1

=
1
u
. (34)

La presión p̂wD (u,x), que no es más que la presión en el
pozo en el tiempo de Laplace, se calcula mediante cualquie-
ra de las ecuaciones (33). La presión pwD (tD,x) en tiempo
sin dimensiones es la fundamental que se desea obtener ya
que permite comparar las solución del modelo con datos de
medicones reales. Dadas las ecuaciones (33) tenemos que

pwD = L −1
{

p̂Di|rD=1

}
− sL −1

{
∂ p̂Di

∂ rD

∣∣∣∣
rD=1

}
, (35)

para un 1≤ i≤ 3 tal que κi 6= 0. Observese que si CD 6= 0

up̂wD =
1

CD

(
1
u
+

∂ p̂Di

∂ rD

∣∣∣∣
rD=1

)
,

por lo cual la derivada logarítmica de Bourdet definida por

d pwD

d ln(tD)
= tD

d pwD

dtD

es, para el i mismo tomado en (35),

tD
d pwD

dtD
=

tD
CD

(
1+L −1

{
∂ p̂Di

∂ rD

∣∣∣∣
rD=1

})
. (36)

El gráfico de la derivada logarítmica de Bourdet es uno de los
fundamentales que se emplean en la generación de curvas tipo
y por ello lo presentaremos en nuestros resultados.

2.1 Solución general del sistema (23)-(25)
Dadas (7) y (9) tenemos para los κi, i = 1,2,3, las siguien-

tes posibilidades:

1. Se tiene un κi = 1 y los restantes iguales a cero, o sea

(κ1,κ2,κ3) = (1,0,0) ,
(κ1,κ2,κ3) = (0,1,0) ,
(κ1,κ2,κ3) = (0,0,1) .

2. Se tiene κi = 0 y los restantes distintos de cero, o sea

κ1 = 0, 0 < κ2 < 1, κ3 = 1−κ2,

κ2 = 0, 0 < κ3 < 1, κ1 = 1−κ3,

κ3 = 0, 0 < κ2 < 1, κ1 = 1−κ2.

3. Se tiene que
0 < κ1,κ2,κ3 < 1

junto a la condición (9).
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Los casos 1 y 2 constituyen casos extremos del más ge-
neral dado por 3. Observe que en los casos 1 y 2 desaparece
el operador diferencial en algunas o alguna de las ecuaciones
(23)-(25) convirtiéndolas de diferenciales en algebraicas. Ilus-
traremos la vía de solución en los casos 1 y 2 mediante un
único ejemplo de los tres posibles.

2.1.1 Solución general cuando un κi = 1
Supongamos κ1 = 1 lo cual significa que el flujo primario

solo ocurre en la matriz. Dado que κ2 = κ3 = 0 desaparecen
los términos D(β ,θ)

rD (p̂D2) y D(β ,θ)
rD (p̂D3) en las ecuaciones

(24) y (25). Por ello el sistema (23)-(25) queda reducido a la
ecuación diferencial

D(β ,θ)
rD (p̂D1)−a11 (u,x) p̂D1

+λ12 p̂D2 +λ13 p̂D3 = 0, (37)

y a las ecuaciones

λ12 p̂D1−a22 (u,x) p̂D2 +λ23 p̂D3 = 0, (38)
λ13 p̂D1 +λ23 p̂D2−a33 (u,x) p̂D3 = 0. (39)

De las ecuaciones (38) y (39) se obtiene

p̂D2 =
a33λ12 +λ13λ23

a22a33−λ 2
23

p̂D1,

p̂D3 =
a22λ13 +λ12λ23

a22a33−λ 2
23

p̂D1.

y sustituyendo en (37) obtenemos la ecuación diferencial
ordinaria (EDO)

1
rθ

D

∂ 2 p̂D1

∂ r2
D

+
β −1−θ

r(θ+1)
D

∂ p̂D1

∂ rD
− j1 (u,x) p̂D1 = 0 (40)

donde

j1 (u,x) =
a11a22a33−

(
a11λ 2

23 +a22λ 2
13+

a33λ 2
12 +2λ12λ13λ23

)
a22a33−λ 2

23
.

La solución general de (40) es

p̂D1 (rD,u,x) = rζ

D

(
c11 Iν

(
γ
√

j1r1/γ

D

)
+

c12 Kν

(
γ
√

j1r1/γ

D

))
(41)

donde

γ =
2

θ +2
, ζ =

1
γ
− β

2
, ν =−γζ , (42)

y c1 j = c1 j (u,x) para j = 1,2 son constantes arbitrarias de
integración. Considerando (41) y (33) obtenemos

p̂wD (u,x) = c11

(
Iν

(
γ
√

j1
)
− s
√

j1 Iν+1

(
γ
√

j1
))

+ c12

(
Kν

(
γ
√

j1
)
+ s
√

j1 Kν+1

(
γ
√

j1
))

. (43)

En los casos κ2 = 1 que significa flujo primario solo en
fracturas o κ3 = 1 para flujo primario solo en vúgulos se
obtienen soluciones análogas a 41 y 43 cambiando el valor de
j1 (u,x) de forma apropiada.

2.1.2 Solución general cuando un único κi = 0
Supongamos κ1 = 0, en este caso 0 < κ2 < 1 y el sistema

(23)-(25) queda de la forma

−a11 p̂D1 +λ12 p̂D2 +λ13 p̂D3 = 0, (44)

κ2D(β ,θ)
rD (p̂D2)+λ12 p̂D1−a22 p̂D2 +λ23 p̂D3 = 0, (45)

κ3D(β ,θ)
rD (p̂D3)+λ13 p̂D1 +λ23 p̂D2−a33 p̂D3 = 0, (46)

con κ3 = 1−κ2. De (44) se obtiene

p̂D1 =
λ12 p̂D2 +λ13 p̂D3

a11
.

Sustituyendo en (45) y (46) tenemos el sistema de EDOs

κ2D(β ,θ)
rD (p̂D2)−b11 p̂D2 +b12 p̂D3 = 0, (47)

(1−κ2)D(β ,θ)
rD (p̂D3)+b12 p̂D2−b22 p̂D3 = 0, (48)

donde

b11 = b11 (u,x) = a22−
λ 2

12
a11

, (49)

b12 = b12 (u,x) =
λ12λ13

a11
+λ23, (50)

b22 = b22 (u,x) = a33−
λ 2

13
a11

. (51)

Podemos escribir (47)-(48) como

D(β ,θ)
rD

(
p̂D2
p̂D3

)
−B(u,x)

(
p̂D2
p̂D3

)
=

(
0
0

)
(52)

donde

B(u,x) =

(
b11
κ2

− b12
κ2

− b12
1−κ2

b22
1−κ2

)
.

Observemos que si B fuese diagonal el sistema dado por (52)
estaría desacoplado. Tenemos que se cumple B = QJQ−1 con

Q(u,x) =
(

1 1
q21 (u,x) q22 (u,x)

)
,

J (u,x) =
(

j11 (u,x) 0
0 j22 (u,x)

)
,

y donde

q21 (u,x) =
1

2κ3b12

(
b(−)−d

)
,

q22 (u,x) =
1

2κ3b12

(
b(−)+d

)
,

j11 (u,x) =
1

2κ2κ3

(
b(+)+d

)
,

j22 (u,x) =
1

2κ2κ3

(
b(+)−d

)
,

b(−) = κ3b11−κ2b22,

b(+) = κ3b11 +κ2b22,

d (u,x) =
√

b2
(−)+4κ2κ3b2

12.
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Si denotamos(
ŷD2
ŷD3

)
= Q−1

(
p̂D2
p̂D3

)
(53)

podemos transformar (52) en(
D(β ,θ)

rD (ŷD2)

D(β ,θ)
rD (ŷD3)

)
− J (u,x)

(
ŷD2
ŷD3

)
=

(
0
0

)
,

que equivale a

D(β ,θ)
rD (ŷD2)− j11 (u,x) ŷD2 = 0, (54)

D(β ,θ)
rD (ŷD3)− j22 (u,x) ŷD3 = 0. (55)

Las soluciones ŷD2 (rD,u,x) y ŷD2 (rD,u,x) de (54) y (55)
están dadas por

ŷD2 = rζ

D

(
c21 Iν

(
γ
√

j11r1/γ

D

)
+ c22 Kν

(
γ
√

j11r1/γ

D

))
,

ŷD3 = rζ

D

(
c31 Iν

(
γ
√

j22r1/γ

D

)
+ c32 Kν

(
γ
√

j22r1/γ

D

))
.

A partir de (53) y los coeficientes de Q(u,x) obtenemos

p̂D2 (rD,u,x) = ŷD2 + ŷD3, (56)

p̂D3 (rD,u,x) = q(yi)
21 ŷD2 +q(yi)

22 ŷD3. (57)

La transformada de Laplace de la presión en el pozo p̂wD (u,x)
se obtiene sustituyendo en (33) una de las presiones dadas por
(56) y (57).

El mismo método de solución presentado anteriormente
puede emplearse para los casos cuando solo κ2 o solo κ3 se
anulan.

2.1.3 Solución general cuando 0 < κ1,κ2,κ3 < 1
En este caso el sistema (23)-(25) puede escribirse de la

forma

D(β ,θ)
rD

 p̂D1
p̂D2
p̂D3

− B̄(u,x)

 p̂D1
p̂D2
p̂D3

= 0 (58)

donde

B̄(u,x) =


a11
κ1

−λ12
κ1

−λ13
κ1

−λ12
κ2

a22
κ2

−λ23
κ2

−λ13
κ3

−λ23
κ3

a33
κ3

 . (59)

El polinomio característico de B̄(u,x) es

pc (λ ) = λ
3 +b(u,x)λ

2 + c(u,x)λ +d (u,x)

donde

b =− 1
κ1κ2κ3

(
κ2κ3a11+

κ1κ3a22 +κ1κ2a33

)
,

c =
1

κ1κ2κ3

 κ1
(
a22a33−λ 2

23
)
+

κ2
(
a11a33−λ 2

13
)
+

κ3
(
a11a22−λ 2

12
)
 ,

d =− 1
κ1κ2κ3

 a11a22a33−a33λ 2
12−

a22λ 2
13−a11λ 2

23−
2λ12λ13λ23

 .

Sean

p0 =
3c−b2

9
,

q0 =−
27d−9bc+2b3

54
,

dado que se cumple

p3
0 (u,x)+q2

0 (u,x)≤ 0

hay tres raices reales y positivas de pc (λ ) para todo (u,x).
Para calcularlas sean

θ1 (u,x) =
1
3

arcsin
(

q0

p0
√
−p0

)
,

θ2 (u,x) =
1
3
(π−θ1) ,

θ3 (u,x) =−
1
3
(π +θ1) ,

entonces, para i = 1,2,3, las raices λi de pc (λ ) están dadas
por

λi (u,x) = 2
√
−p0 sin(θi)−

b
3
. (60)

Sea Q(u,x) la matriz dada por

Q =

 q11 (λ1) q12 (λ2) q13 (λ3)
q21 (λ1) q22 (λ2) q23 (λ3)

1 1 1

 (61)

donde, para i = 1,2,3,

q0 (λi) = a22−λiκ2,

q1 (λi) = λ12λ23 +λ13q0 (λi) ,

q1i (λi) =
a22a33−λ 2

23−λi (κ3q0 (λi)+κ2a33)

q1 (λi)
,

q2i (λi) =
λ13λ23 +λ12 (a33−λiκ3)

q1 (λi)
.

Denotando
jii (u,x) = λi (u,x) (62)

y

J (u,x) =

 j11 (u,x) 0 0
0 j22 (u,x) 0
0 0 j33 (u,x)


tenemos que la matriz B̄(u,x) en (59) tiene la descomposición

B̄(u,x) = Q(u,x)J (u,x)Q−1 (u,x) .

Al igual que en la sección anterior el sistema (58) puede
transformarse en

D(β ,θ)
rD

 ŷD1
ŷD2
ŷD3

− J (u,x)

 ŷD1
ŷD2
ŷD3

= 0
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donde  ŷD1
ŷD2
ŷD3

= Q−1

 p̂D1
p̂D2
p̂D3

 .
Se tiene que las ŷDi (rD,u,x), para i = 1,2,3, están dadas

por

ŷDi = rζ

D

(
ci1 Iν

(
γ
√

jiir
1/γ

D

)
+ ci2 Kν

(
γ
√

jiir
1/γ

D

))
(63)

y se obtiene

p̂D1 = q11ŷD1 +q12ŷD2 +q13ŷD3, (64)
p̂D2 = q21ŷD1 +q22ŷD2 +q23ŷD3, (65)
p̂D3 = ŷD1 + ŷD2 + ŷD3. (66)

Al igual que en la sección anterior la presión pwD (u,x) se
obtiene empleando una de las presiones p̂Di en (33).

2.2 Soluciones particulares
Las soluciones particulares para YINF, FEPC y FECF se

hallan determinando las constantes arbitrarias de integración
que aparecen en las soluciones calculadas en las secciones
precedentes. Recordemos que tenemos un total de siete casos
posibles determinados por los valores de κi, i = 1,2,3 además
de las tres posibles condiciones de frontera YINF, FEPC y
FECF lo cual genera un conjunto de 21 posibles soluciones.
Para no extender demasiado este trabajo presentaremos solo
las soluciones para yacimiento infinito en cada uno de los
siete casos posibles.

2.2.1 YINF cuando un κi = 1
Debemos satisfacer la condición de frontera exterior (29)

y en el caso κ1 = 1 tenemos la solución (41). Dado que

lı́m
rD→∞

Iν

(
γ
√

j1 (u,x)r
1/γ

D

)
=+∞,

se debe cumplir que

c11 (u,x) = 0.

Se obtiene

p̂D1 = c12rζ

D Kν

(
γ
√

j1r1/γ

D

)
,

y por ello

∂ p̂D1

∂ rD
=−c12r1/γ+ζ−1

D

√
j1 Kν+1

(
γ
√

j1r1/γ

D

)
.

El valor de c12 (u,x) se obtiene de (34) y resulta en

c12 =
1

u
√

j1 Kν+1 (γ
√

j1)+CDu2K1
,

donde

K1 = Kν

(
γ
√

j1
)
+ s
√

j1 Kν+1

(
γ
√

j1
)
.

Empleando (43) obtenemos que

p̂wD (u,x) =
K1 (u,x)

u
√

j1 (u,x)Kν+1

(
γ
√

j1 (u,x)
)

+CDu2K1 (u,x)

. (67)

En los casos κ2 = 1 y κ3 = 1 la presión p̂wD (u,x) se ob-
tiene remplazando en (67) j1 (u,x) por j2 (u,x) y j3 (u,x) res-
pectivamente. Los valores de j2 (u,x) y j3 (u,x) están dados
por

j2 (u,x) =
a11a22a33−

(
a11λ 2

23 +a22λ 2
13+

a33λ 2
12 +2λ12λ13λ23

)
a11a33−λ 2

13
,

j3 (u,x) =
a11a22a33−

(
a11λ 2

23 +a22λ 2
13+

a33λ 2
12 +λ12λ13λ23

)
a11a22−λ 2

12
.

2.2.2 YINF cuando un único κi = 0
Tomaremos como ejemplo κ1 = 0. En este caso las solu-

ciones generales p̂D2 y p̂D3 están dadas por (56) y (57). Se
deben encontrar las constantes c21, c22, c31 y c32. De (29)
se deduce que c21 = c31 = 0 ya que, al igual que en el caso
precedente,

lı́m
rD→∞

rζ

D Iν

(
γ
√

jiir
1/γ

D

)
=+∞

para i = 1,2. Se tiene que p̂D2 y p̂D3 en (56) y (57) se reducen
a

p̂D2 = rζ

D

 c22 Kν

(
γ
√

j11r1/γ

D

)
+

c32 Kν

(
γ
√

j22r1/γ

D

)  ,

p̂D3 = rζ

D

 q21c22 Kν

(
γ
√

j11r1/γ

D

)
+

q22c32 Kν

(
γ
√

j22r1/γ

D

)  ,

con las derivadas parciales

∂ p̂D2

∂ rD
=−r1/γ+ζ−1

D

 c22
√

j11 Kν+1

(
γ
√

j11r1/γ

D

)
+

c32
√

j22 Kν+1

(
γ
√

j22r1/γ

D

)  ,

∂ p̂D3

∂ rD
=−r1/γ+ζ−1

D

 c22q21
√

j11 Kν+1

(
γ
√

j11r1/γ

D

)
+

c32q22
√

j22 Kν+1

(
γ
√

j22r1/γ

D

)  .

Las constantes c22, c32 se obtienen de (34). Se construye el
sistema

c22g11 + c32g12 =
1
u

c22q21g11 + c32q22g12 =
1
u

donde

g11 =CDuK1ν +
√

j11 Kν+1

(
γ
√

j11

)
,

g12 =CDuK2ν +
√

j22 Kν+1

(
γ
√

j22

)
,
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con

K1ν = Kν

(
γ
√

j11

)
+ s
√

j11 Kν+1

(
γ
√

j11

)
,

K2ν = Kν

(
γ
√

j22

)
+ s
√

j22 Kν+1

(
γ
√

j22

)
.

Se obtiene

c22 =
1

u(q22−q21)

(q22−1)
g11

,

c32 =
1

u(q22−q21)

(1−q21)

g12
.

Una vez determinados los valore de c22 y c32 calculamos p̂D2
que sustituida en (33) nos permite obtener

p̂wD =
1

u(q22−q21)

( (q22−1)K1ν

CDuK1ν+
√

j11 Kν+1(γ
√

j11)
+

(1−q21)K2ν

CDuK2ν+
√

j22 Kν+1(γ
√

j22)

)
. (68)

2.2.3 YINF cuando 0 < κ1,κ2,κ3 < 1
Considerando las condiciones (29), al igual que en las

situaciones anteriores, obtenemos

c11 = c21 = c31 = 0.

Para encontrar las ci2, i = 1,2,3, se emplea (34) y se plantea
el sistema

c12g11 + c22g12 + c32g13 =
1
u
,

c12q21g11 + c22q22g12 + c32q23g13 =
1
u
,

c12q11g11 + c22q12g12 + c32q13g13 =
1
u
.

donde

g11 =CDuK1ν +
√

j11 Kν+1

(
γ
√

j11

)
,

g12 =CDuK2ν +
√

j22 Kν+1

(
γ
√

j22

)
,

g13 =CDuK3ν +
√

j33 Kν+1

(
γ
√

j33

)
,

Kiν = Kν

(
γ
√

jii
)
+ s
√

jii Kν+1

(
γ
√

jii
)
.

La solución está dada por

c12 =
1
u

qc12

g11qs
,c22 =

1
u

qc22

g12qs
,c32 =

1
u

qc32

g13qs

donde

qc12 = q13q22−q12q23 +q23

−q13 +q12−q22,

qc22 = q11q23−q13q21 +q21

−q11 +q13−q23,

qc32 = q12q21−q11q22+

q11−q12 +q22−q21,

qs = q13q22−q12q23+

q11q23−q13q21 +q12q21−q11q22.

Sustituyendo c12, c22 y c32 en (63) se obtienen las funciones
ŷDi, i = 1,2,3. Sustituyendo las ŷDi en (64)-(66) se obtienen
p̂D1, p̂D2 y p̂D3. Finalmente empleando p̂D3 en (33) se calcula

p̂wD =
1

uqs

(
qc12 K1ν

g11
+

qc22 K2ν

g12
+

qc32 K3ν

g13

)
. (69)

2.3 Soluciones en tiempo sin dimensiones
Una vez obtenidas las soluciones p̂wD (u,x) se necesita

aplicar la transformada inversa de Laplace para obtener las
correspondientes soluciones pwD (tD,x) en tiempo sin dimen-
siones. Dada la complejidad de las ecuaciones para p̂wD (u,x)
es imposible aplicar métodos analíticos de inversión de la
transformada de Laplace. Debido a ello se emplearán métodos
numéricos para calcular pwD (tiD,x) en un cierto conjunto de
puntos tiD, i = 1, . . . ,N, distribuidos de forma logarítmica en
el intervalo

[
10−2,108

]
.

El método numérico más empleado en la industria del
petróleo para la inversión numérica de la transformada de
Laplace es el método de Stehfest (vea [9]). Sea f̂ (u) la trans-
formada de Laplace de la función f (tD), el método de Stehfest
está dado por la fórmula

f (tD)≈
ln(2)

tD

n

∑
i=1

αi f̂
(

ln(2)
tD

i
)
.

Los valores de αi se pueden consultar en [9] y usualmente se
toma n ∈ N par.

La ventaja fundamental del método de Stehfest radica en
que solo requiere evaluar la transformada de Laplace en un
conjunto de tiempos de Laplace reales. Muchos otros métodos,
como el de Zakian (vea [9]), requieren la evaluación de f̂ (u)
para u ∈ C. La elección del número de evaluaciones n es de-
pendiente de la complejidad de f̂ (u). Si bien teoricamente el
aumento de n conduce a mayor precisión existe un valor a par-
tir del cual los errores de aproximación en aritmética de punto
flotante de los αi producen un deterioro de la aproximación.

3. Curvas tipo obtenidas con el modelo
TPTPFF

Las soluciones obtenidas en la sección anterior permiten
la generación de curvas tipo para el comportamiento de la
presión sin dimensiones y en tiempo sin dimensiones en el po-
zo pwD (tD) así como de la derivada logaritmica de la misma
d pwD/d ln(tD). Las curvas tipo se generan con escala loga-
rítmica en ambos ejes, se grafica pwD (tD) y d pwD/d ln(tD)
contra tD. Ilustraremos solamente las curvas tipo para el caso
YINF, por ello el parámetro reD no se toma en cuenta y se
trabaja con la condición de frontera exterior (12). Para ge-
nerar las curvas se emplearon los siguientes valores de los
parámetros ωi y λi j

ω1 = 1−ω2−ω3, ω2 = 10−3, ω3 = 10−2,
λ12 = 10−8, λ13 = 10−8, λ23 = 10−6.
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Figura 1. Curvas tipo generadas para κi = 0 y diferentes valores de los parámetros fractales β y θ .

Los parámetros piel y coeficiente de almacenamiento sin di-
mensiones se tomaron con los valores

s = 1,9, CD = 50,0.

La figura 1 se generó para el caso cuando uno de los κi = 0,
en específico para κ1 = 0. En este caso el flujo primario ocurre
en fracturas y vúgulos y se aprecia la influencia de los pará-
metros fractales β y θ en las curvas tipo. El comportamiento
de un yacimiento con geometria euclidiana ocurre en el caso
cuando β = 2 y θ = 0 reflejado por las curvas en rojo en la
figura 1. Se observa que cambios de los parámetros fractales
producen un incremento considerable de la presión en el pozo
así como un período transiente más largo.

En la figura 2 se toma κ2 = 1 lo cual implica que el flujo
primario solo ocurre en fracturas. En la figura se explora la in-
fluencia de los parámetros fraccionarios en el comportamiento
de la presión sin dimensiones y su derivada logarítmica en
el pozo. Se observa que cuando los parámetros fraccionarios
α1 6= 1, α2 6= 1 y α3 6= 1 la presión disminuye para tiempos
sin dimensiones largos. Como es de esperar la derivada logarít-
mica también lo hace y a la vez se observa un suavizado. Las
curvas en rojo de presión y derivada corresponden al modelo
presentado en [6]. Los dos pronunciados valles que aparecen
en la curva de derivada en rojo son mucho menos pronuncia-
dos en las curvas derivada en verde y azul a pesar de la poca
variación que existe en las correspondientes presiones.

Para comprobar la calidad de las soluciones encontradas
en el caso 0 < κ1,κ2,κ3 < 1 en la figura 3 se trata de repro-
ducir las curvas presentadas en la figura 1. Para ello se tomó
κ2 = 0,6 y κ3 = 0,3999 por lo cual se obtiene un valor pe-
queño para κ1 = 0,0001. Se puede observar en este caso un
comportamiento bien cercano al presentado en la figura 1.

En todos los casos presentados se empleó el algoritmo de
Stehfest con un n = 16.

4. Conclusiones
En el presente trabajo se ha presentado un modelo de triple

porosidad y triple permeabilidad con derivadas fraccionarias
y geometría fractal para analizar el comportamiento transiente
de la presión en un pozo de petróleo. El modelo denominado
TPTPFF es una generalización de modelos anteriores. Solu-
ciones semianalíticas del modelo para diferentes condiciones
de frontera exterior han sido calculadas aunque solo se presen-
tan las correspondientes al caso conocido como yacimiento
infinito.

Se presenta por primera vez el cálculo de las soluciones en
el espacio de Laplace cuando se tiene que 0 < κ1,κ2,κ3 < 1
que corresponde a la verdadera existencia de tres permeabi-
lidades en el sistema. Los resultados obtenidos reproducen
los que se presentaron en [6] lo que muestra la exactitud del
procedimiento empleado.

Se debe señalar que se requiere de una mayor experimen-
tación para analizar la influencia de los parámetros fractales y
fraccionarios. Resultados preliminares indican que los pará-
metros fractales β y θ provocan un incremento de la presión
en el pozo así como un periodo transiente de mayor duración.
Los parámetros fraccionarios α1, α2 y α3 por el contrario
provocan una disminución de la presión y un comportamiento
más suave de la derivada logarítmica. Para analizar la in-
fluencia combinada de dichos parámetros se requiere de un
diseño experimental apropiado. El modelo que más aproxima
el presentado aquí es el de [10] que solo emplea parámetros
fraccionarios. Por ello comparaciones definitivas no están
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Figura 2. Curvas tipo generadas para κ2 = 1 y diferentes valores de los parámetros fraccionarios α1, α2 y α3.

disponibles actualmente.
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