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ResuMEN: en el trabajo se proponen dos conjuntos de tareas didacticas necesarias, a juicio de los
autores, para que los estudiantes participen en el aprendizaje de los conceptos de caracterizacion
y generalizacion conceptual, respectivamente. Se construyen catorce caracterizaciones y cuatro
generalizaciones (pseudomeétrica, semimétrica, quasimétrica y métrica sin identidad) del concepto
de meétrica. Se construyen, ademas, colecciones de elementos de las extensiones del concepto de
métrica y de cada una de las generalizaciones, que se utilizan para probar que si la cardinalidad
[M] del conjunto M, sobre el que estan definidos los conceptos de métricas y sus generalizaciones,
es finita (resp. infinita) entonces sus cardinalidades son 2[M] (resp. N).

INTRODUCCION

n nuestra practica docente de pregrado y

de posgrado, hemos observado que los es-
tudiantes no saben aplicar correctamente las
operaciones conceptuales, entre otras, la defini-
cion, la generalizacion y la clasificacion. Hemos
comprobado que no conocen estas operaciones
porque en ninguna asignatura del curriculo se
definen ni se presentan tareas necesarias para
su comprension. Articulos sobre las operacio-
nes de clasificacion y generalizacion, relaciona-
dos con este trabajo, pueden verse en[Med 1988,
Med1997, Med2007, Med2009].

También hemos comprobado en nuestra
practica docente, que muchos de los estudian-
tes de carreras de matematicas, al llegar a los
anos superiores no han adquirido el concepto
de caracterizacion conceptual, ni han resuelto
tareas preparadas para su comprension.

Los objetivos de este trabajo son: 1. Presentar
una definicion de la operacion generalizacion de
conceptos y un conjunto de tareas necesarias
para organizar y facilitar la participacion de los
alumnos en los procesos de generalizacion con-
ceptual. 2. Mostrar como pueden aplicarse las
tareas para realizar generalizaciones del con-
cepto de métrica. 3. Presentar una definicion de

caracterizacion de un concepto y un conjunto de
tareas, para que los estudiantes participen en la
formacion y desarrollo de este concepto. 4. Mos-
trar como pueden aplicarse las tareas para reali-
zar caracterizaciones del concepto de métrica.

En la seccion 1 se hacen algunas precisiones
sobre los conceptos de definicion cientifica y de
concepto, necesarios para el desarrollo del tra-
bajo. En el epigrafe 2.1 de la seccion 2 se presen-
ta la definicion del concepto de caracterizaciéon
conceptual que se utiliza en el trabajo, y en el
epigrafe 2.2 se proponen seis tareas necesarias
para que los estudiantes participen en el proce-
so de formacion del concepto de caracterizacion
conceptual.

En el epigrafe 3.1 presentamos una definicién
de la operacion generalizacion de conceptos y
en el epigrafe 3.2 se proponen ocho tareas ne-
cesarias para que los estudiantes participen en
el proceso de generalizacion conceptual. Algu-
nas de estas tareas fueron aplicadas con éxito
a un grupo de seis estudiantes que participaron
en el proceso de generalizacion del concepto de
derivada[Med2009].

La seccion 4 se dedica a la presentacion de
las definiciones de los conceptos de métrica y
espacio métrico, y en la seccion S se muestran,
en forma de proposiciones con sus demostra-
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ciones, resultados imprescindibles para el de-
sarrollo del resto de las secciones. En la seccion
6 se construyen catorce caracterizaciones del
concepto de métrica y en la seccion 7 se realizan
cuatro generalizaciones del concepto de métrica,
y se construyen infinitos elementos de cada una
de estas generalizaciones que no son métricas.

1. SOBRE EL CONCEPTO DE CONCEPTO

En [Aus2000](pp. 86), se senala: “Para nuestros
propositos, definiremos a los conceptos como
objetos, acontecimientos, situaciones o propie-
dades que poseen atributos de criterios y que
estan disenados en cualquier cultura dada me-
diante algun signo o simbolo aceptado. Casa,
triangulo, guerra y verdad son algunos de los
conceptos culturalmente aceptados que emplea-
remos”. En esta definicion hay dos elementos
que consideramos muy importantes: los atribu-
tos de criterios y la utilizacion de signos o sim-
bolos para designarlos.

En [Bruning2003] (pp. 53) aparece: “Los con-
ceptos son las estructuras mentales mediante
las que representamos categorias significativas.
Objetos o hechos concretos se agrupan sobre la
base de similitudes que se perciben entre ellos;
los que ‘encajan’ en la categoria son ejemplos del
concepto; los que no encajan son no-ejemplos”.

Todo concepto tiene dos caracteristicas muy
importantes, su extension y su contenido. Se
denomina extension de un concepto al conjunto
E de todos los objetos que corresponden a ese
concepto y contenido a una coleccion de propie-
dades C={pi, i € I}, donde I es un conjunto, que
cumplen todos los elementos de Cy solo estos
elementos. En este trabajo, teniendo en cuenta
las necesidades al operar con los conceptos, se
indica un concepto por el par (E, C), o simple-
mente por E.

La operacion definicion cientifica sobre la
coleccion de conceptos parte de un concepto
definido (E, C) y agregandole propiedades a la
coleccion C osustituyendo algunas de las pro-
piedades de C por propiedades mas fuertes, se
obtiene una nueva coleccion de propiedades C,
a la que corresponde una subcoleccion E, de E.
Si se cumple que C, implica C, C no implica C,
y E, es una subcoleccion propia de E; se tiene
un nuevo concepto (E,, C,) definido a partir de

(B, O).
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2. CARACTERIZACIONES
DE UN CONCEPTO

En la practica docente, no siempre se presta la
atencion debida al trabajo con diferentes ca-
racterizaciones de un mismo concepto. Cuando
esto ocurre, si se lepregunta a los estudiantes, e
incluso a los graduados, de una carrera, el sig-
nificado del concepto de caracterizacion de un
concepto, por lo general, no pueden explicarlo
satisfactoriamente.

2.1 Sobre el concepto de caracterizacion

Dado el concepto ya formado (E,, C,) que se ha
definido a partir del concepto (E, C), pueden
encontrarse diferentes colecciones P de propie-
dades que solo cumplen los elementos de E,.
Cualquier otra coleccion P, por la cual pueda
sustituirse C, sin alterar E,, recibe el nombre
de caracterizacion del concepto (E,, C)). Esto es
posible cuando las colecciones de propiedades P
y C, son equivalentes, en el sentido de que cada
una se puede obtener de la otra.

Si se parte de otro conjunto (F, D) para defi-
nir (E,, C,) y al imponer a los elementos de F las
propiedades que forman C, se obtienela exten-
sion E,, se dice que los conceptos definidos a
partir de (E, C) y de (F, D) respectivamente, son
equivalentes. Se puede afirmar entonces que el
concepto (E,, C,), definido a partir (F, D), es una
caracterizacion del concepto (E,, C), definido a
partir de (E, C).

2.2 Tipos de tareas que se presentan
en matematicas

1. Dados un concepto (E,, C) y un conjunto
de propiedades P, determinar si P es una
caracterizacion del concepto (E,, C)).

2. Dado un concepto (E,, C), obtener una o
varias caracterizaciones del mismo.

3. Si se dispone de un concepto (E,, C) y va-
rias caracterizaciones del mismo, determi-
nar de donde es mas util partir al realizar
una accion, si de una caracterizacion o del
contenido del concepto.

4. Hacer uso de diferentes definiciones de un
mismo concepto, dejando fijo el concepto de
partida y utilizando diferentes caracteriza-
ciones del concepto como contenido.
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S. Utilizar diferentes tipos de definiciones de
un mismo concepto, dejando fijo el conte-
nido y variando el conjunto de partida de la
definicion.

Para dar cumplimiento a una tarea del tipo 1,
hay que probar que una condicién necesaria
suficiente para que se cumplan las propieda-
des de C, es que se cumplan las propiedades de
P. La tarea 2 es compleja y para darle cumpli-
miento hay que tener cierto nivel de desarrollo
en matematicas. La tarea 3 es quizas la tarea
mas importante para el aprendizaje de los estu-
diantes, pero pocas veces en el proceso de ense-
nanza-aprendizaje se les presentan problemas
que exijan la realizacion de este tipo de tarea.
Las tareas 4 y 5 suelen resultar muy utiles para
que los estudiantes comprendan la relatividad
del conjunto de propiedades que se toma como
contenido y el conjunto de partida del concepto
que se define. Para ello se debe ejercitar a los es-
tudiantes en el uso de diferentes definiciones de
un mismo concepto, dejando fijo el concepto de
partida y variando el contenido, o dejando fijo el
contenido y variando el conjunto de partida.

Este tipo de ejercicio muestra a los alumnos
como la eleccion de una definicion influye en sus
modelos de pensamiento y como la demostra-
cion de propiedades con una definicion pueden
resultar muy complicadas, mientras que con
otra pueden simplificarse y viceversa. Un inte-
resante articulo que muestra la relatividad del
contenido del concepto de valor absoluto es el
de Brumfiel [Brum1980], donde se analizan cin-
co definiciones diferentes del concepto de valor
absoluto. Otros articulos importantes relativos
al valor absoluto son los de Ahuja [Ahul976] y
Sink [Sink1979].

3. GENERALIZACIONES
DE UN CONCEPTO

Para el estudio de muchos conceptos es nece-
sario realizar una o varias generalizaciones, con
el propédsito de ampliar diferentes significados
necesarios del concepto que se generaliza.

3.1. Sobre el concepto de generalizacion

A continuacién se presenta una modificacion de
la definicion, tomada de la tesis escrita por Mar-
tinez (ver [Mar20003]), del concepto de generali-
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zacion. “Dado el concepto ya formado (E,,C,) que
se ha definido a partir del concepto (E,C), la ope-
racion que permite construir, a partir de (E,,C)),
el concepto (F,,D,) con las propiedades:

p,- D, es un debilitamiento de C,, (C>D,y D, # C),
p,- D, es mas fuerte que C, (D,=>Cy C # D)y
p, QCE CF, CE,

se llama generalizacion del concepto (E,,C,) su-
bordinada a (E,(C)”. El proceso de construccion
de (F,,D)) a partir de (E,,C)) recibe el nombre de
proceso de generalizacion; y el concepto (E,,C)
se denomina concepto de partida de la genera-
lizacion. En la figura 1 se presenta un mapa de
las extensiones E, F, y E.

_rE

E;
Fy

Fig. 1 Mapa de las extensiones E,, F,y E.

Puede ocurrir que las propiedades p, y p, se
cumplan y que no se cumpla la propiedad p,.
Por ejemplo, si se considera que (E,C) es el con-
cepto de funcion con dominio A y codominio
B, entonces el contenido D, del concepto de
funcion inyectiva (F,,D,) cuando el cardinal de A
es mayor que el cardinal de B, cumple las pro-
piedades p, y p, con respecto al concepto de fun-
cion biyectiva, (E,,C)); pero no cumple la condi-
cion p,, ya que en este caso E, = F,= J. En este
trabajo los debilitamientos D, con respecto a C,
que se realizan, se obtienen eliminando una de
las propiedades de C,.

3.2. Tipos de tareas que se presentan
en matematicas

En el trabajo matematico se pueden presentar
distintos tipos de tareas relativas a la genera-
lizacion de conceptos (ver Mederos y Mederos
(2009), entre las cuales estan las siguientes:

1. Preparar el concepto (E,, C)) para su gene-
ralizacion.

2. Dados un concepto (E,, C,) y un conjunto D,
de propiedades relativas a los elementos de
E; determinar si D, es mas débil que C,.
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3. Dado un concepto (E,, C)), obtener un debi-
litamiento D, de C,.

4. Dado un concepto (E,, C)) y un debilitamien-
to D, de C,; construir elementos de F,/E, y
E/F,.

5. Dado un concepto (E,, C,) y un debilita-
miento D, de C;; construir la generalizacion
(F,, D)de (E, C).

6. Dado un concepto (E,, C)); realizar una o
varias generalizaciones de (E,, C)), determi-
nando los debilitamientos de C, correspon-
dientes.

7. Dados un concepto (E,, C) y varias genera-
lizaciones (F,,D,), k =1,...,m; establecer las
relaciones conjuntistas entre las extensio-
nes F,, k =1,...,m; y construir mapas de ex-
tensiones y de contenidos.

8. Dados dos conceptos (E,, C)) y (F,, D), su-
bordinados a un mismo concepto de partida
(E, O), determinar si uno de ellos es una ge-
neralizacion del otro.

9. Dados dos conceptos (E,, C) y (E,, C) su-
bordinados al concepto (E, (), tales que
E CE, una coleccion de generalizaciones
(F,D), i =1:m, de (E,, C) y otra coleccion de
generalizaciones (G,H), j=I:nde (E,, C); de-
terminar el mapa de las extensiones{Fi}U{Gj}
correspondientes a las dos colecciones de
generalizaciones.

Para dar cumplimiento a una tarea del primer
tipo se pueden realizar las subtareas siguientes:

1.1 Estudio conjuntista de E,. En este estudio
se deben determinar las condiciones para que
E sea un subconjunto propio de E, ya que si
E = E no se tiene un concepto nuevo y si E, = J
se tendria un concepto que carece de interés.
Es 1til, ademas, determinar las cardinalidades
de E,y de E\E,, y compararlas con la de E. Es
muy importante la construccion de colecciones
de elementos de E, y, en particular, de elemen-
tos de E, con propiedades singulares.

1.2 Estudio de E\E,. Este estudio debe estar
dirigido tanto al estudio de las propiedades de
sus elementos, como a la construccion de sub-
colecciones y elementos con propiedades singu-
lares.

1.3 Estudio comparativo entre E, y las exten-
siones de otros conceptos subordinados a (E, C).
Si (E, C) es otro concepto subordinado a (E,
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0), es importante determinar cual de las relacio-
nes ECE, E,CE, E, = E, ENE, = @, ENE,#Q
con E¢E,y E,¢E,se cumple. Si se cumple que
E NE, =7, entonces se debe estudiar E \E,, E,\
E, y ENE, Si ENE =0, entonces es importante
estudiar E\(E,UE)). Si E=E,, entonces los con-
ceptos (E,, C) y (E,, C) coinciden. Toda genera-
lizacion de (E,, C,) sin exceder los limites de E
determina un concepto subordinado a (E, C).

1.4 Definir nuevos conceptos (E,, C,) a partir
de (E,, C,). Una vez definido (E,, C,) se debe apli-
car la tarea 1.1 para estudiar este conjuntoy la
tarea 1.2 para estudiar E \E,y E\E,.

1.5 Dotar a E, de estructuras algebraicas. Si
el concepto de partida E tiene determinadas es-
tructuras algebraicas, se debe comprobar cuales
de esas estructuras hereda E,y qué estructuras
tiene E, que no tiene E. Esta es una informa-
cion muy importante, puesto que mientras mas
compleja es una estructura de E,, mas rapida-
mente puede ampliarse la subcoleccion de sus
elementos conocidos utilizando esa estructura.
Por ejemplo, si E, hereda la estructura de grupo
de E para una operacion interna T, entonces se
puede asegurar que aTbEE, si aEE,y bEE , que
aTb € E\E, si a€E,y b€E\E,. Si a,bEE\E,, en-
tonces a Th puede pertenecer o no pertenecer a
E,. Estos resultados permiten transformar una
clase C, de elementos conocidos de E, en una
clase C,, C,= {aTb; acC, y beEE\E }, de elemen-
tos conocidos de E\E,. De esta forma se hace
uso de operaciones internas para construir co-
lecciones de elementos de extensiones concep-
tuales.

1.6 Dotar a E, de otras estructuras. Es impor-
tante conocer si E, tiene otras estructuras, por
ejemplo métricas, topologicas o medibles. Dada
una cadena JCE,CE CE, si E tiene una de es-
tas tres estructuras y los elementos de E, tienen
cierta propiedad en correspondencia con esa es-
tructura, que no cumplen los elementos de E,;
entonces se puede utilizar esta informacion para
construir elementos interesantes de E \E,.

Para dar cumplimiento a una tarea del segun-
do tipo, es necesario demostrar que C, implica
D, y refutar la proposicion D, implica C,. Esta
proposicion puede refutarse mediante la cons-
truccion de un contraejemplo. La tercera tarea
es de mayor complejidad que la segunda y se
presenta cuando se quiere, por ejemplo, obtener
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un nuevo concepto que generalice algin signifi-
cado del concepto que se desea generalizar.

La realizacion de la tarea cuatro puede re-
querir de un proceso complejo. Este es el caso
cuando (E,, C)) es el concepto de métrica sobre
un conjunto M con cardinal mayor o igual a 2; ya
que el cardinal del concepto de métrica en este
caso es mayor o igual que el continuo (ver sec-
ciones 5y 7). Consecuentemente, para cualquier
generalizacion (F,, D)) de (E,, C,) la construccion
de un elemento de F,/ E, hay que realizarla para
una cantidad de métricas mayor o igual que el
continuo (ver secciones Sy 7).

Una tarea del quinto tipo demanda un proceso
de generalizacion consistente en considerar a D,
como el contenido de un nuevo concepto, asociar
a este contenido un conjunto F, formado por to-
dos los objetos de E que satisfacen las propieda-
des de D,, utilizar una notacion adecuada para
F,y emplear el par (F,, D)) para indicar el nuevo
concepto, donde en lugar de F, se utiliza su no-
tacion. Cuando no hay dudas es usual utilizar la
notacion de F, para referirse al concepto (F,, D).

En el epigrafe 4.2 de este articulo se realizan
varias generalizaciones del concepto de métrica,
determinando los debilitamientos necesarios,
se establecen las relaciones conjuntistas de sus
extensiones y se construyen algunos de los ma-
pas correspondientes. Se muestra de esta forma
como proceder para dar cumplimiento a tareas
de los tipos 6, 7 y 8. No se da cumplimiento a la
tarea 9 en este trabajo. En [Med2009] se mues-
tra como realizar esta tarea.

4. EL CONCEPTO DE METRICA
Y DE ESPACIO METRICO

Dado un conjunto M se denomina métrica so-
bre M a toda aplicacion m: M X M -[0, +«) que
verifica para todos los elementos x, y, z € M las
propiedades siguientes:
m,) Si x =y, entonces m(x, y) = 0. (Propiedad
de identidad)
m,) m(x, y) = m(y, x). (Propiedad de simetria)
m,) m(x, y) =m(x, 2) + m(z, y). (Propiedad trian-
gular o de subaditividad)
m,) Si m(x, y) = 0, entonces x = y. (Propiedad
de definitoreidad).
Para dos elementos cualesquiera x, yEM el
numero no negativo m(x, y) se denomina dis-
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tancia de x a y, y si hay posibilidades de confusion
m-distancia de x a y. La propiedad m , 4: m(x, y) = 0
si, y solo si x = y, que resulta de considerar las
propiedades m, y m, juntas se denomina identi-
dad de indiscernibles.

El concepto de donde se parte para definir
el concepto de métrica en la definiciéon anterior
s (F,, O), donde F,, es la coleccion de todas las
funciones con dominio MX My codominio [0, +©),
que satisfacen las propiedades de C={f,, f,}, tal
que

f,: para todo elemento (x, y)EMXM existe un
r €[0, +w) tal que ((x,y), 7) pertenece al grafo de m;

fysil(xy), ) y ((xy), r,) pertenecen al grafo de
m; entonces r =r,.

La coleccion C ={m,; i=1:4}, constituye el con-
tenido del concepto de métrica (M,, C). La co-
leccion M,, la forman los elementos de F,, que
satisfacen las propiedades de C,.

5. RESULTADOS AUXILIARES

Presentamos a continuacién algunos resulta-
dos necesarios para el desarrollo del trabajo que
sirven, ademas, de preparacion del concepto de
meétrica para su generalizacion. De esta forma
se da cumplimiento a la tarea 1 de 3.2.

Si M=, entonces aceptando que MX M=, se
tiene que F,={J}. Como la aplicacion vacia no
incumple las propiedades m, i =1:4, entonces
M, = F,. Se concluye que en este caso el con-
cepto de métrica sobre M coincide con el con-
cepto de funcion real no negativa definida sobre
M x M, y por tanto, no es un concepto nuevo (ver
[Med1997]). Esta es la razén por la cual al definir
el concepto de métrica se debe considerar M={.
Esto es también obviamente valido para cual-
quier generalizacion del concepto de métrica.

Si M={aj, entonces M,={m }, donde por m_ se
indica la funcion con dominio MxM={(a,a)} y con
imagen {0}. Evidentemente, la coleccion M, esta
estrictamente contenida en F,; pero en general
esta métrica m_no es de interés.

Si M={a,b}, entonces M, = {mrjr € [0,+x),
donde
m(a,a) = m(b,b) =0 y m(a,b) = m(b,a) =71, (1)

y trivialmente se tiene que F, /M, #J, o sea,
OCM,CF,,.
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Si M tiene mas de dos elementos, entonces la
coleccion {m}r€[0,+x») esta estrictamente con-
tenida en M, .Obviamente, existen infinitos ele-
mentos de F, que no pertenecen a M,. Luego,
@CM, CF,. De esta forma se da cumplimiento a
parte de la subtarea 1.1.

Proposicion 5.1. Si M tiene mas de dos ele-
mentos, entonces toda funcion real no negativa
m definida sobre MXM, que satisface la condi-
cion m, y que cumple la desigualdad

as=m(x, y)<2a, a>0, (2)
para todo (x, yy€MxM que no esté en la diagonal,
cumple la propiedad m..

Demostraciéon. Para cualquier subconjunto
{xy,z} de M se tiene que
m(x,z) + m(z,y) = ata= 2a = m(x, y).
Si x=y, x=z o y=z, se tiene también trivial-
mente la condicion m,.
Q.e.d.

Como la propiedad m,es consecuencia de la
desigualdad (2), se obtiene el siguiente corolario.

Corolario 5.1. Si m es ademas simétrica, en-
tonces pertenece a M, .

Con el objetivo de responder a la pregunta
sobre el cardinal de los conjuntos que estudia-
remos, denotemos por [A] al cardinal de un con-
junto Ay por c al cardinal del continuo ([IR]= ¢).
Se cumplen los siguientes resultados de carac-
ter general:

Proposicion 5.2. Dados un conjunto finito
My dos conceptos (A, C,) y (B,, C,) tales que
A,CB,CF,. Si [AM] = ¢y si se puede establecer
una correspondencia uno a uno entre un sub-
conjunto no numerable de los nameros reales y
un subconjunto de B, \A,, entonces [B,]=[B,,\
Al =c

Demostracion. Se conoce que [F,] = ¢, por
lo que [B,] = ¢, por ser siempre A CB,CF, y
[A,|=[F,]=c. Por otra parte, la correspondencia
uno a uno entre un subconjunto no numerable
de los numeros reales y un subconjunto de B, \
A,, garantiza que [B,\A,] = c.

Q.e.d.

Proposicion 5.3. Dados un conjunto infinito
M con [M]=dy dos conceptos (4,,C) y (B,,C,) ta-
les que A, ,CB,CF,. Si dados dos subconjuntos
distintos N,y N, de M, tales que [M\N]=3 (i=1,2),

3I

existen dos funciones fiN), fIN,) € B,\A,, tales
que fiN) # fiN,), entonces [B,] = [B,\A,] = 2%

Demostracion. Por ser [M]=d, resulta [p(M)]=2°.
Al imponer la condicion

[M\N) 23 (i=1,2) ,
estamos quitando de (M) las colecciones

A={M\{x}}x€EM 'y

A, = {M\{g}(x,y)€MxM, que tienen cardinalidad
d. Por tanto, si A= p(M)\(A,UA,), se tiene [A]=24.
Como a todo elemento N de A se asocia un ele-
mento f, de B, \A,, queda definida una funcion
inyectiva fde A en B,\A,, y, como B \A CF,,
se tiene que [B,\A, ]=2¢ y de aqui resulta que
[B,]=2¢
Q.ed.
Corolario 5.2. Si se sustituye la condiciéon

[M\N] = 3 (i=1,2),
por la condicién [M\N] = 2 (i =1,2) en la proposi-
cion anterior, se obtiene el mismo resultado.
Demostraciéon. Se obtiene sustituyendo A en
la demostracion de la proposicion anterior por
A=p(M)\A,.
Q.e.d.

En el caso de las colecciones M, y F,\M,, si
consideramos A, = {m}r> o, como [{m}] = ¢, de la
proposicion 5.2 se deduce la siguiente:

Proposicion 5.4. Si 1<[M]<wx; entonces
M,] = [F,\M,] = c.

En el caso en que la cardinalidad de M sea in-
finita, asociemos a todos los N subconjuntos no
vacios de M la funcion definida para r > O sobre
MXx M por

r (x=y
-m(N)= 4 1 XYCHN (3)
2 oydn).

Esta funcién es una métrica sobre M siy solo
si r = 0, por ser simétrica, cumplir la condicion
m, y satisfacen la condicion m, por la proposicion
5.1, yaque 1 < m (x,y) < 2 para todo (x, y) que no
esta en la diagonal de MXM. Si N,#N, son sub-
conjuntos de M con mas de dos elementos cada
uno; entonces m(N,)#m(N,), pues para x&N \N, e
YEN, resulta que m, (x,y)#m,, (xy). Por lo tanto,
se cumple la siguiente proposicion:
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Proposicion 5.5. Si M es infinito, [M, |=d; en-
tonces [M, |=[F,\M, ]= 2%

Demostracién. Aplicando la proposicion 5.3
a las combinaciones de conjuntos A {m(N)}r>0,
B=M,6y A=M, B, =F, se deduce respectiva-
mente [M,|= 2%y [F,\M,]= 2°.

Q.e.d.

Con las proposiciones 5.4 y 5.5 se da cum-
plimiento a otras de las actividades de la sub-
tarea 1.1.

Estos resultados permiten concluir que si
un conjunto M tiene mas de un elemento, en-
tonces el numero de elementos de F, que son
meétricas sobre M es muy “grande”, mayor que
el nimero de elementos de M y, tan “grande”
como el numero de elementos de F, que no son
meétricas. Sin embargo, resulta dificil encontrar
una métrica con determinadas propiedades so-
bre un conjunto dado M, cuando no se dispone
de herramientas para ello. Estas conclusiones
compulsan al estudio de métodos para obtener
nuevos elementos de M, a partir de uno dado.
Con este objetivo se considera la coleccion A de
las funciones continuas de [0,+%) en si mismo
no idénticamente nulas que satisfacen las con-
diciones

i) £(0) =0,

ii) fes creciente,

iii) fixty) < fly + fly) para todo x,y&€[0,+x).

La coleccion A es:

a) No vacia. En efecto, son elementos de A
las funciones f;, i =1,2,3 definidas sobre
[0,%) por f(t) = t/(t+1), f,(t) = log (1+1) y f(t)
= min(r,f) con r €[0,+x) y f EA.

b) Un semigrupo que no es un monoide con la
suma usual, y con la composiciéon de fun-
ciones respectivamente [Med1999].

Se tiene ademas que si fEA, entonces af€EA
para todo numero real ¢>0. Por tanto, cualquier
combinacion lineal finita con escalares positivos

ap i a4 9
(i=1)

y toda composicion finita g_o...0 g, de elementos
g, de A, pertenecen a la coleccion A.

Lema 5.1. Todo elemento f de A satisface la
condicion: Si f{x) = 0, entonces x = 0.
Demostracién. Supongamos que existe un nu-
mero real r>0 tal que f{r)=0; entonces f se anula
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sobre [O,r] por ser fcreciente. Como fcumple la
condicion iii) se tiene que fse anula sobre [0,27].
Continuando en esta forma se tiene que f es
idénticamente nula. Luego la suposicion es fal-
sa y, consecuentemente si f{x)=0 entonces x=0.

Q.e.d.

Proposicion 5.6. Si M es un conjunto no vacio
y mes un elemento de M, ; entonces

fom €M, para todo fEA.

Demostracion. Obviamente fom€EF,,. Esta fun-
cion cumple las condiciones m,, m, m,y m, por
ser m una meétrica sobre M y por cumplir fla
condicion i), ser una funcion, satisfacer las con-
diciones ii) e iii), y cumplir la condicion iv) res-
pectivamente.

Q.e.d.

Después que se ha formado un concepto, una
de las tareas fundamentales que debe realizarse
es la de ampliar la coleccion de elementos cono-
cidos de su extension. La proposicion 5.6 per-
mite ampliar la coleccion C,, de elementos co-
nocidos de M,, a la coleccion UA _, meC,, donde
A =Uf{fom: fEA}. Con esta proposicion se reduce
el problema de la ampliacion de C,, al problema
mas sencillo de ampliar la clase de las funciones
continuas conocidas de [0,+®) en si mismo, no
idénticamente nulas y que satisfacen las condi-
ciones i)-iv).

Las condiciones impuestas a los elementos f
de A son suficientes, pero no necesarias, para
que dado un elemento m de M,, se cumpla que
fom pertenezca a M,,. A continuacion se analizan
cuales de estas condiciones son necesarias:

La condicion de ser f no idénticamente nula
es necesaria, ya que si se supone lo contrario y
M tiene mas de un elemento, entonces fom in-
cumple la condicion m,. La condicion i) también
es necesaria, pues si se supone lo contrario, en-
tonces fom incumple la condicion m,. La funcion
definida sobre [0,+®) por

(O=x=1+

fix) =

donde 1<A<2,es decreciente para x>A. Si m es
una meétrica con imagen en [1,+%) para todo (x, y)
que no esta en la diagonal de MXM; entonces
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fom es también una meétrica, pues evidentemen-
te cumple m, m, y m,, y cumple m, por tomar
valores entre 1 y 2 para todo (x,y) que no esta en
la diagonal de MX M. Luego la condicion ii) no es
necesaria. La funcion fdefinida sobre [0,+®) por
flx)=x? incumple la condicién ii) y, sin embargo,
para toda métrica m tal que m(x,y)€[1,\2] para
todo (x, y) que no esta en la diagonal de MX M, se
tiene que fomeM,,.

Los elementos de la coleccion de métricas que
se construyo para demostrar la proposicién 5.5
tienen caracteristicas singulares que permiten
dar cumplimiento a otra de las actividades de la
subtarea 1.1. La proposicion 5.6 facilita la cons-
truccion de elementos singulares de M,,.

Proposicion 5.7. En todo espacio métrico
(M, m), donde [M]>2 y m#m_, existen tres ele-
mentos a, by c tales que m(a,b)#m(a,c)J+m(c,b).

Demostracién. Supongamos que para tres ele-
mentos x, y, zdiferentes cualesquiera se cumple
que:

mx,y) = m(x,z) + m(c,y), (5)
m(x,z) = m(x,y) + m(y,z), (6)
m(y,z) = m(y,x) + m(x,z). (7)

Restando ordenadamente las igualdades ()
y (6), y simplificando, resulta que m(x,y)=m(x,z).
De esta igualdad y de la igualdad (5) se tiene que
m(z,y)=0. Realizando las mismas acciones con
las igualdades (5) y (7) y teniendo en cuenta que
m(z,y)=0, se obtiene que m(x,y)=m(y,z))=0. De esta
ultima igualdad y de la igualdad m(x,y)=m(x,z),
obtenemos m(x,y)= m(x,z)=m(y,z)=0. De aqui se
concluye que m=mo, lo que escontrario a una
de las hipotesis. Por tanto nuestra suposicion
es falsa.

Q.e.d.

El conjunto [0,+%) con la operacion adicion
es un semigrupo conmutativo que no es un gru-
po. Esta estructura la hereda M,,. Para todo nu-
mero real positivo ¢ y todo m de M,, se cumple
que «m €M, . Estos resultados corresponden a
la subtarea 1.5.

6. CARACTERIZACIONES
DEL CONCEPTO DE METRICA

Para todo elemento f de F,, la propiedad, f{x,y)>0
si, y solo si, x#y, para todo x,yEM, se indica por

33

m, y se denomina propiedad de no negatividad.
Trivialmente se prueba que la coleccion P={m,,
m,y m.} es una caracterizacion del concepto de
meétrica.

Lindenbaum [Lind1926] prob6é que la colec-
cion de condiciones C ={m, i=1:4}, de la defi-
nicion de métrica es equivalente a la coleccion
P={m,m,,, m}, donde por m,, se indica la pro-
piedad m(x,y)=m(z,x) + m(z,y), para x, y, z cua-
lesquiera de M. En efecto, considerando z=y
en la condicion m,, resulta la desigualdad m(x,
y)=m(y, x) y cambiando los roles de x e y en
la condicion m,; y haciendo z=x se obtiene la
desigualdad m(y, x)<m(x, y). De estas dos des-
igualdades se obtiene la condicion m,. De la
condicion m, y m,, resulta la propiedad m,. La
demostracion de la implicacion C,=P, es inme-
diata. Luego, la coleccion P, es una caracteriza-
cion del concepto de métrica.Se muestra de esta
forma un ejemplo de aplicacion de la tarea 1 del
epigrafe 2.2.

La coleccion P={m , m,}, donde por m se
indica la propiedad m(x, y)=0 si, y solo si, x=y, es
otra caracterizacion del concepto de métrica. Si
se plantean la desigualdad triangular y la pro-
piedad m,, solo para los casos en que x, y, z son
diferentes dos a dos y se indican estas nuevas
propiedades por m’, y m’,, entonces las coleccio-
nes P={m, m’, m;}, P={m, m, m’, m j, P={m,
m’,, mjy P={m,, m’,} son caracterizaciones
del concepto de métrica. Los ejemplos P, i=3:7,
se puede utilizar para dar cumplimiento a las
tareas de la 1 a la 5 del epigrafe 2.2.

La no negatividad de m es una consecuen-
cia de las condiciones m, y m, En efecto, m,
nos permite asegurar que para todo y de M se
cumple que m(x, y) < m(x, y) + m(y,y). De esta
desigualdad resulta trivialmente que m(y, y)=0
para todo y de M. De las propiedades m,y m, se
tiene, para x e y cualesquiera de M, que m(x,
x)<2m(x,y). Luego, por ser m(x, x)=0, se obtie-
ne que m(x,y)=0 para todo x,y€EM. Consecuen-
temente, se obtienen siete caracterizaciones del
concepto de métrica m sobre M considerando
una funcion de MxM en R que cumple cuales-
quiera de las colecciones de propiedades C,, P,
i=1:7. Estas siete caracterizaciones del concep-
to de métrica se pueden utilizar para dar cum-
plimiento a la tarea 6 de la seccion 2.2.
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7. GENERALIZACIONES DEL CONCEPTO
DE METRICA

En esta seccion se estudian las cuatro genera-
lizaciones del concepto de métrica que se obtie-
nen eliminando una sola de las propiedades de
su contenido. Se obtienen los cuatro espacios
(X, f), donde X es un conjunto y fes una funciéon
real no negativa definida sobre XXX, que satis-
face uno de los cuatro conjuntos de propiedades
{m}cy., JEN, donde N={1, 2, 3, 4}, N, =N\{j}
Y JEN,.

Notese que si M=Q, y G, es la extension de
una generalizacion del concepto de meétrica
con contenido N ,; para j=1,...,4, entonces es
M, =G, =F,={}. Asi mismo, si M={a}, se tiene que
M, =G, ={0}CF,. Por ello solo resulta de interés
estudiar estas generalizaciones del concepto de
métrica para conjuntos M con mas de un ele-
mento.

En el caso en que M tiene dos elementos; es
decir, M = {a,b}, el analisis depende de que las
propiedades m, y m, formen o no parte del con-
tenido de la generalizacion del concepto. En ge-

neral se tendra que G, =m_, , . .72 0, i=1:4},
donde

mrl r2r3 r4(a’ b) = r]’ mrl r2r3 r4(b’a) =

= r2’ mrl r2r3 r4(a’a) =7 mrl r2r3 r4(b’b) = r4' (8)

Si se cumple m, y m,, se observa facilmen-
te que tiene que ser r,=r,=0y r,=r,=71, de
donde m_,,=m y M, = {m, r>0} = G,CF,, para
las funciones m_de (1),por lo que G, no es una
generalizacion de M,. Ello no sucede si no se
cumple m,, pues en ese caso se puede definir la
funcion

0 x=y
q.= (6 y < 7%y =(ab), O<k=r (9)
k(x y) = (b, q

Facilmente se comprueba que esta funcion
coincide con la definida en (8) con r,=r,=0y r,=r
y r,=k y cumple las propiedades m, m,y m,
pero no cumple m,. Tampoco sucede si no se
cumple m , pues la funcion

s (x, y) = (a, b)
t (x,y =(b, b, 0O<s,t<2r
r (x #y)

0.~ (%Y (10)
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coincide con la definida en (8) con r,=s, r,=t, r,=
r,=k que cumple las propiedades m, m,y m,
pero no cumple m,.

7.1. El concepto de pseudométrica

Un elemento p de F,, que satisface las condi-
ciones m, (i=1:3), se denomina pseudomeétri-
ca sobre My el par (M, p) se denomina espacio
pseudométrico. La extension del concepto de
pseudométrica se indica por P,.

Si M tiene tres o mas elementos entonces
@CM,CP,CF,. En efecto,si M={a,b,c,toda fun-
cion pr:Mx M-[0,+x), tal que >0 y

pr(x,x)=pr(a,b)=pr(b,a)=0 si x€M, (11)

pr(a,c)= pr(c,a)= pr(c,b)= pr(b,c)=r, (12)

pertenece a P, /M,. Note que en este caso se ha
obtenido una coleccion de elementos de P, /M,
que esta en correspondencia uno a uno con el
conjunto (no numerable) de los numeros reales
positivos. Entonces la proposicion 5.2 garantiza
que [P, |=[P, \M, ]|=c, si2<[M]<co.

En el caso general, sea M un conjunto (fini-
to o infinito) con mas de tres elementos y N un
subconjunto de M, tal que [M\N]=2.

Sean x,, y,EM\N, x,#y,, y sea p, la funcion
definida sobre MX M para r>1por

1 xz2zy {x yCN
rox# Yy, CN,(x YEUx, Yo (Yp X))
0 en otro caso (13)

py (% Y) =

Esta funcion no es métrica, pues p,(x, y,)=0.
Las propiedades m, y m, se comprueban facil-
mente; si p,(x, y)=r, para todo zEM se tiene que
Pyl% z)=r o p,(z, y)=r, mientras que si p (x, y)=1,
es p\(x, z)+ p,(z, y) =1 o 2r para todo zEM, por lo
que se cumple m,y p, es entonces una pseudo-
métrica. Si consideramos ahora las funciones
Py, Y by, del tipo (13) para dos conjuntos N,#N,
tales que [M\N 22 y [M\N,] 22. Obviamente es
Py”Py, ¥ la proposicion 5.3 garantiza que si
M es un conjunto infinito con [M]=d, entonces
[P,]=[P,\M,]=2".

Los espacios pseudométricos fueron investi-
gados por Birkhoff [Birk 1936].
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7.2. El concepto de semimétrica

Un elemento s de F,, que satisface las condicio-
nes m, m,y m, de la definicion de métrica se
denomina semimeétrica sobre M. La extension
del concepto de semimeétrica sobre un conjunto
M se indica por S,. Todo par (M,s), donde M es
un conjunto con mas de dos elementos y s es
una semimeétrica sobre M se denomina espacio
semimeétrico.

Si [M]=2, como el concepto de semimeétrica
satisface las propiedades m, y m,, se tiene que
S,,=M,,. Sea M un conjunto con mas de dos ele-
mentos y sean ay b dos elementos diferentes de
M, entonces la proposicion 5.1 garantiza que la
coleccion de funciones sa, a>0, definidas sobre
MX M por

0 x=y
« (x Yy Ella, blyx#y.
2« en otro caso

p. (% y = (14)

es una coleccion de métricas sobre M. Conside-
rando ahora una funcion f definida en [0,+) con
valores no negativos, que cumpla que f (0)=0,
fla@)=4a y f(2a)=a, resulta sencillo comprobar
que la composicion f os es una semimétrica que
no es métrica.

De manera analoga a la generalizacion del
epigrafe anterior, se ha obtenido aqui una
coleccion de elementos de S, /M, que esta en
correspondencia uno a uno con el conjunto (no
numerable) de los nimeros reales positivos. En-
tonces la proposicion 5.2 permite afirmar que
[S,]=[S,,\M,]=¢, si 2<[M]<o0.

El conjunto F,,/S,, contiene a la coleccion de
las funciones constantes, por lo que también
es [F,\S,]J=c. En este caso se cumple la cade-
na de inclusiones JCM, CS, CF, y la igualdad
P NS =M,.

Otro ejemplo de utilidad para determinar la
cardinalidad de S, ,cuando M es infinito, se cons-
truye a partir de la métrica (3) presentada en la
proposicion 5.5, en composicion con una funcion
fde [0,+») en si mismo que cumpla que f{0)=0,
fl1)=5y flx)=1 si x¢{0,1}.La composicion fom, es
una semimeétrica sobre M que no es métrica. En
efecto, de las definiciones de fy m, se prueba
que la funcion fom, satisface las propiedades
m, m,y m, Si x#y, x,yEN, z&N se tiene que
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fom,(x,y) > fom,(x,z) + fomN(z,y) ,

lo que indica que fom, no cumple la propiedad
m,. Si consideramos ahora dos subconjuntos di-
ferentes N,y N,de M con [M\N |22y [M\N,] 22 y
sean las semimétricas sobre M del tipo anterior
correspondientes fom,, y fom,, las, entonces
ellas son diferentes, ya que si xeN,\N, e yEN,,
entonces

fom,(ey)=fl1)=5 'y  fom,(xy)=fl2)=1.

La proposicion 5.3 garantiza entonces que
si M es un conjunto infinito con [M]=d, enton-
ces [S,]=[S,\M,]=2% Si M es un conjunto in-
finito, entonces se cumplen las inclusiones
@CM,CS,CF,y P,NS,=M,. Como (P,\S,)C(F,\S,)
y [PM\SM]=24, se tiene que [F,\S,]=2%De igual
forma, como (S,\P,)C(F,\S,) ¥ [S,\P,J]=2¢, se
tiene que [F,\P, |=2%

Se concluye que sobre un conjunto M con tres
o mas elementos las colecciones de las semimé-
tricas que no son métricas y de las funciones que
no son semimeétricas son amplisimas. Los orige-
nes de la palabra semimétrica pueden verse en
[Men1927, Men1931, Men1931a, Chit1917].

7.3. El concepto de quasimétrica

Una quasimétrica sobre un conjunto M es un
elemento de F, que satisface las condiciones, m,
m,y m, [Steen1995]. La extension del concepto
de quasimétrica sobre M se indica por Q,. El par
(M,q), donde M es un conjunto con al menos dos
elementos y g es una quasimétrica sobre M se
denomina espacio quasimeétrico.

Las funciones definidas en (9) nos muestran
una coleccion de elementos de Q, /M, que esta
en correspondencia uno a uno con el conjunto
(no numerable) de los numeros reales positivos
en el caso en que [M]22. Entonces la proposicion
5.2 garantiza que en ese caso es [Q,]=[Q,,\M, ]=¢c
y en general se cumple:

Proposicion 7.1. Si [M]=2, entonces
M,={m, r>0}=P CQ, CF, y si 2<[M]<wo,
entonces JCM, CQ,CF, vy P NQ, =M,
Otro ejemplo de utilidad para determinar la
cardinalidad cuando M es infinito, se construye
del siguiente modo: Sea N un subconjunto de M,

tal que [M\ N]22, y sean x,,y,EM\Ncon x, #y, . Se
define sobre MXM la funcién g, por
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0 xX=y
1 {x, yyCN

A 6 Y =N 3/2 (% y)=(x, Y, (15)

2 en otro caso

La funcion g, cumple las propiedades m, y
m, por definicion y la propiedad m, por la pro-
posicion 5.1. Sin embargo, no es simétrica por-
que q,(x,Yy,)~3/2'y q,(y,x,)=2. Se concluye que
q,£0,/M,,. Si N,y N, son dos subconjuntos di-
ferentes de M con [M\N |>2 y [M\N,]>2, enton-
ces las funciones gq,,y q,, son diferentes, pues
para x€N,\N, e yEN,, resulta que q,, (x,y)#q,,
(x,y). La proposicion 5.3 garantiza entonces que
si M es un conjunto infinito con [M]=d, entonces
[0,]=[Q,,\M,]=2%. Se cumple que [F,\ Q,|=24, por
ser (S,\M,)C(F,\Q,) vy [S,\M, =24

Para todo conjunto M con mas de dos elemen-
tos se cumple que P,NQ,=S,NQ, =M, .

Algunos resultados interesantes sobre las
quasimétricas se pueden encontrar, por ejem-
plo, en [Rom1999, Rod2005]. Fue Wilson, W. A.
[Wils 1931], quien introdujo el término de quasi-
metric spaces y determiné propiedades de estos
espacios y relaciones con los espacios métricos
y topologicos.

7.4 El concepto de métrica sin identidad

Una meétrica sin identidad sobre un conjunto M
es un elemento de F, que satisface las condi-
ciones m, m,y m, La extension del concepto
de métrica sin identidad sobre M se indica por
L. Todo par (M,p), donde M es un conjunto con
mas de dos elementos y ¢ es una métrica sin
identidad sobre M se denomina espacio métrico
sin identidad.

Las funciones definidas en (10) nos muestran
que cuando M={a,b}, se cumple la cadena de
inclusiones M,={m; r>0}=P,CI CF,. Si M es un
conjunto con mas de dos elementos, es eviden-
te que las funciones constantes no nulas cons-
tituyen una coleccion de elementos de I,/M,,
que esta en correspondencia uno a uno con el
conjunto (no numerable) de los nimeros reales
positivos. Entonces la proposicion 5.2 garantiza
que [I =[], \M, ]J=c, si2<[M]<co.

El conjunto F, /I, contiene a la coleccion de
las funciones ¢ _definidas para r>0 y x #y, por
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0 xX=y
ro (6 Y =(x, Y-
2r en otro caso

16
P, (%Y = (16

las cuales cumplen las propiedades m, m,y m,,
pero incumplen m,. Entonces también es [F,\
S,J=X. En este caso se cumple JCM, CI CF, y
la igualdad Q,NI =P NI =S NI, =M, .

En el caso en que M es infinito, sea Nun sub-
conjunto de M, tal que M\N={x, y, . Se define
sobre MXM la funcion ¢ por

1 {x, yCN
2 {x y=ix, Y,
3 en otro caso

oy (% Y) = (17)

Es obvio que la funcion ¢, cumple las propie-
dades m,y m,. La propiedad m, se comprueba
facilmente analizando los casos posibles. Sin
embargo, ¢, no es meétrica porque ¢,(x,,x,)=0.
Entonces ¢ €I, /M,. Si N,y N, son dos subcon-
juntos diferentes de M con [M\N,|=2y [M\N,] =2,
entonces las funciones ¢, y ¢,, son diferentes,
pues para x€N,\N, e y€ NNN,, resulta que 1 =
¢, (xy)#=. La proposicion 5.3 garantiza entonces
que si M es un conjunto infinito con [M]=d, en-
tonces [[]=[I \M,]=2%

7.5 CONCLUSIONES

A modo de conclusiones se muestran los mapas
de extensiones, simbdlicos y de cardinalidades
de las métricas y sus generalizaciones.

MAPAS SIMBOLICOS
o Caso[M]=2:
P=S=M, INQ, =M,

OCF\(LUQ,)CF,, L\M=2, OM\IM=J

No existen los conceptos P,y S,,.

e Caso[M]>2:
INPNQNS, =M, F (I[UPUQUS )=J,
I\M, #92, P\I,=J, Q\M,=0, S\M,=J,

MAPAS DE CARDINALIDADES
e Caso [M]=2:
M= [[,AM,]= [Q,\M,]= [F,\(,U0Q,)]=X.
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o Caso[M]>2:
(M, )= [LAM,)= [P,AM,]= [Q,\M,]= [S,\M,]

- [F,\(LUP,UQUS,)I= 3 &, M=
= IBALIBLDOUS)IE 2a (M=, d infinito
MAPAS DE EXTENSIONES

e Para [M]=2 la coleccion

{F, M\ (IMU QM)’ IM\MM’ QM\MM’ MM}

€s una particion de F,, (ver figura 2a).
e Para [M]|>2 la coleccién

(18)

{F,\(I,UP,UQ,US,), L \M,,P,\M,,

Q\M,, S,\M,, M (19)

es una particion de F,, (ver figura 2b).

Por tanto, las generalizaciones I, Q, si [M]=2
e I,P,Q,,S, si [M]>2 del concepto de métrica
M,, junto con M, generan una clasificacion del
concepto de F,, que esta formada por los con-
ceptos que tienen por extension cada uno de los
conjuntos de las colecciones (18) y (19) respec-
tivamente.
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AssTrACT: In this paper, two sets of necessary teaching tasks are proposed, according to the au-
thors point of view, to engage students in learning the concepts of characterization and conceptual
generalization, respectively. Fourteen characterizations and four generalizations (pseudometric,
semimetric, quasi-metric and metric without identity) of the concept of metricsare built. They are
constructed also collections of elements of the extensions of the concept of metrics and each of the
generalizations, which are used to prove that if the cardinality [M] of the set M, on which are defined
the concepts of metric and generalizations, is finite (resp. infinite) then their cardinalities are 2[M]

(resp. N).



