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Calculo de bases de Grobner completas asociadas a
codigos lineales

Computing complete Grobner bases associated with
linear codes

Mijail Borges Quintana'*, José A. Ornella Rodriguez’

Resumen La Teoria de Cédigos (TC) surge para resolver la correccion de errores durante la transmision de
datos, con gran aplicaciéon en las Telecomunicaciones, la Criptografia y otras ramas vinculadas a la emision
y recepcion de informacion. Dentro de la TC los codigos lineales constituyen una estructura muy importante.
Por otra parte, las bases de Grébner (BG) constituyen una potente herramienta de trabajo en el caso de
investigaciones asociadas a un algebra polinomial. Las BG han sido conectadas con los cédigos lineales a
través de la asociacion de ciertos ideales con los cédigos. En este trabajo se define una nueva variante de
BG, denominadas BG completas y se modifica el modelo GBLA (Grébner Bases by Linear Algebra) para el
célculo de esta BG, desarrollandose una implementacién de este nuevo algoritmo. Se demuestra que ciertos
tipos distintivos de éstas BG completas constituyen un invariante que puede ser utilizado para determinar la
equivalencia de cddigos lineales. Ademas, se realizan comparaciones experimentales en cuanto al tiempo de
cémputo del nuevo algoritmo implementado con respecto a otras implementaciones realizadas anteriormente
que calculan BG. El algoritmo implementado se basa en la asociacién entre las técnicas de construccién de BG
y los codigos lineales. Por otra parte, se extiende el calculo de BG asociadas a cualquier cédigo lineal, utilizando
el modelo GBLA, lo cual solo estaba disponible para cédigos binarios.

Abstract Coding Theory arises to solve the error correction during data transmission, with great application
in the telecommunications, Cryptography and other tied branches related to the emission and reception of
information. Inside coding theory, the linear codes constitutes a very important structure. On the other hand,
the Grébner bases (GB) constitute a powerful working tool in the case of research associated to a polynomial
algebra. The GB has been connected with the linear codes through the association of certain ideals with the
codes. In this work a new variant of GB is defined, called complete GB and the GBLA model (Grébner Bases by
Linear Algebra) is modified for the computation of this GB, developing an implementation of this new algorithm.
It is proved that certain kinds of complete GB constitutes an invariant which can be used to determine the
equivalence of linear codes. Also, experimental comparisons are made in terms of the computation time of the
new algorithm implemented with respect to other implementations carried out previously for computing GB. The
algorithm implemented is based on the association between GB construction techniques and linear codes. On
the other hand, the GB computation associated with any linear code is extended, using the GBLA model, which
was only available for binary codes.
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Introduccion

La TC forma hoy un extenso y fructifero campo de interac-
cion entre las Matematicas y las Tecnologias de la Informa-
cién, en el que conceptos y resultados matematicos abstractos
permiten dar elegantes soluciones al problema de transmitir
informacién de forma eficiente y segura. Entre estos concep-

tos matemdticos juegan un papel relevante el dlgebra lineal
y abstracta y la definicién de la estructura de codigos linea-
les que constituyen los cédigos correctores de errores mas
utilizados y de mayor aplicacion.

El concepto de BG se introduce en la tesis doctoral de
Bruno Buchberger en 1965 con el objetivo de resolver el pro-
blema de la pertenencia de un polinomio a un ideal. Como el
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aporte fundamental de Buchberger se considera la formula-
cién y fundamentacion de un algoritmo para el cdlculo de las
BG (Algoritmo de Buchberger).

En [?] se introduce el modelo GBLA (Gr&bner Basis by
Linear Algebra) en el cual se formaliza un contexto y al-
goritmo patrén general de algoritmos tipo Moller, como se
reconoce mayoritariamente por la comunidad cientifica inter-
nacional, para la utilizacién de técnicas de Algebra Lineal
para el cilculo de BG y otras estructuras similares. El ideal
asociado con el modelo GBLA para el caso de c6digos linea-
les se denomina el ideal asociado al cédigo lineal. En el 2013,
en [?] se introduce otra forma de construir el ideal asociado
al cédigo (ideal generalizado del c6digo).

Con el ideal generalizado, aunque se introducen mas inde-
terminadas, se puede resolver la decodificacién de cualquier
codigo lineal mediante el cdlculo de una BG reducida de
manera andloga a como se hace en el caso binario para la
representacion estandar.

En [?] se trata lo referido a la equivalencia de c6digos
binarios, que plantea que dado un c6digo y una BG reducida
asociada a este, se puede ver que, permutando esta base, ob-
tendremos una base reducida asociada a un c6digo que es el
resultado de aplicar la misma permutacién al cédigo dado, es
decir, obtenemos una BG reducida de un cédigo equivalente.
No obstante, si se desea hallar una permutacién bajo la cual
dos cédigos son equivalentes, teniendo dos BG de estos codi-
gos, en general no es posible, puesto que estas bases no son
necesariamente equivalentes, es decir una no es necesariamen-
te la imagen por una permutacion de la otra. Por ello, surge
la necesidad de potenciar las cualidades investigadas de las
BG de c6digos binarios, de forma que se obtengan verdaderas
estructuras invariantes para codigos equivalentes y ademds no
solamente binarios. De esta manera surge la estructura alge-
braica principal de este trabajo, las BG completas asociadas a
un codigo lineal.

1. Preliminares

1.1 Codigos lineales

En esta seccidn se estudiardn algunas nociones sobre la
teoria de los cddigos lineales. Un estudio més detallado se
puede encontrar en [?].

Sea I, el campo de Galois de ¢ elementos (¢ = p™, donde
p es un nimero primo) !.

Definicién 1 (Cédigo Lineal) Sea L:Fi —F} (k<n)una
aplicacion lineal.

C= L(IE";) C Fy es el codigo lineal definido por L. Los ele-
mentos en C se denominan palabras del cédigo . Se dice en-
tonces que C tiene dimension k y longitud .

Los cédigos utilizados en la prictica (excepto algunos
de pequefio tamafio) son siempre lineales. A partir de este
momento al hablar de cédigos nos estaremos refiriendo a
codigos lineales.

Lel niimero p se denomina caracteristica del campo.

Asociada a toda aplicacion lineal L existe una matriz G
llamada matriz generatriz, que es la matriz de la aplicacién
lineal L, la cual genera todas las palabras del cédigo (C =
{xG": x € ]F’;}), sin embargo, un subespacio vectorial de IE‘Z
puede describirse no s6lo mediante un sistema de generadores
(lo que da lugar al concepto de generatriz), sino también
mediante unas ecuaciones implicitas, entonces, existe una
matriz H, (n_k)2 tal que un vector ¢ de [y es una palabra del
cbdigo si, y solo si, satisface el sistema

cH = 0. (1

Como consecuencia el conjunto C se puede caracterizar
como el conjunto de todos los elementos en [y que satisfacen
el sistema anterior. H se denomina matriz de control (parity
check matrix) para el cédigo.

Definicion 2 (Distancia de Hamming) Se denomina distan-
cia de Hamming entre dos vectores a la cantidad de compo-
nentes diferentes entre ellos. O sea, dados x,y € Fy

du(x,y) =#{i|ll <i<n,x;#yi}. ()

Definicion 3 (Peso) El peso de un vector v se define como
su distancia de Hamming desde el vector nulo. El peso del
vector y se representard por wy (y).

Luego wy (w) = d(w,0). Ademds, dy (x,y) = wy(x—y).

Definicion 4 (Soporte) Sea v € F, el soporte del vector v,
denotado por supp(v), se define como

supp(v) = {i:v; #0}. 3)

Definicion 5 (Distancia Minima) El menor peso de las pa-
labras del cédigo no nulas se conoce como distancia minima
del codigo.

Definicion 6 (Capacidad Correctora) Si d es la distancia
minima del codigo C, se conoce que pueden corregirse hasta
t errores, donde d =2t + 1 o d = 2t + 2, este pardmetro t se
conoce como la capacidad de correccion de errores de un
cadigo.

Se dice que un c6digo es [n, k,1] si tiene longitud n, dimen-
sion k y capacidad correctora ¢ (también se utiliza la notacién
[n,k,d] donde d es la distancia minima del cédigo), o simple-

mente se pondré [n, k] si no se precisa disponer de ¢.
De las expresiones obtenidas en la definicién anterior se

deduce que
d—1
= _— 4
[ 5 } : @)

donde [-] representa la funcién parte entera.

%las dimensiones pueden variar de una literatura a otra segtin el orden de
multiplicacién que se utilice.
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Definicion 7 (Vector Error) Dada una palabra recibida y €
[, el vector error e es la diferencia entre la palabra del
cddigo transmitida c e y, es decir, e =y —c. Cuando y contiene
cuanto mds t errores, e es la tinica solucion, con peso acotado
port, del sistema:

eH = yH. (®)]

Definicion 8 (Sindrome) E! sindrome de un vector y € IE‘Z
es el valor

E(y)=yH eF) . (6)

Un cédigo C define una relacion de equivalencia Rc en Fy
dada por

(v1,y2) ERc & y1—ym €C (7
& &) =Sy € Fy.

Luego, Rc define ¢ * clases de equivalencias (dado que
el espacio de los sindromes es IF’ql’k) de tal forma que en la
clase y 4 C se encuentran los vectores que tienen el mismo
sindrome que y.

Definicion 9 (Lider de coseto) Los vectores de menor peso
en una clase de equivalencia o coseto se les denomina lideres
del coseto. En general un coseto y + C puede tener mds de un
lider. El conjunto que estos forman se denota por CL(y).

El conjunto formado por todos los lideres de cosetos de
un c6digo se denota por CL(C) y cumple que CL(y) C CL(C).

Un co6digo ¢ corrector de errores puede decodificar co-
rrectamente cualquier vector recibido y que se encuentre a
distancia a lo sumo ¢ de una palabra del cédigo. El proceso
de decodificacién consistiria en hallar el vector error e corres-
pondiente a y, que seria el tinico vector de peso a lo sumo #,
que se encuentra en la clase de equivalencia (o coseto) del
vector y. Luego como resultado de este proceso se obtendria
la palabra del cédigo y —e.

Lema 10 ([?], Teorema 1.12.6.v) Sea y un lider de coseto
de C. Siy’ € ¥ yy; =yipara todo i € supp(y'), entonces y'
también es un lider de coseto de C.

Definicion 11 (Codigos equivalentes) Si se define S como el
conjunto de las permutaciones de orden n'y sea ¢ € S, tal
que

0(C) = {(¥o-1(3))i=1 | )izy € C}- ®

Se dice que C 'y o(C) son cddigos equivalentes y se denota
por C ~ c(C).

En [?] se asocia un cierto monoide con F7' y por lo tanto
con el cédigo, de manera que cada monomio estd asociado
con un vector de F/' y a cada vector de F le corresponde un
conjunto de monomios de los cuales existe uno solo estanda-
rizado. Siendo X el conjunto de indeterminadas del monoide
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[X] asociado al c6digo, por x* se denota el monomio asociado
con el vector a € F/ (ver [?1,1?D).

Entonces se denomina Ideal asociado al codigo C al si-
guiente ideal:

1(C) = <{x” —xP|(a,b) € RC}> C K[X]. )

Es decir, el ideal binomial generado por las diferencias de
elementos en [X] cuyos exponentes estdn relacionados por R¢
definida en [?].

Existen dos maneras distintas de introducir el conjunto de
las indeterminadas X. En [?] se introduce X considerando el
campo F; como una extensién simple del campo F, siendo
p la caracteristica de F;,. Para la otra representacion se parte
de que el grupo (Fq*, -) es ciclico, por lo que los elementos
diferentes de cero son de la forma o/ con j = 1,...,q — 1,
donde o se denomina elemento primitivo.

Se representa por wy, ..., wy las filas de la matriz generatriz
G del cédigo y se define el siguiente ideal:

Al — <{x<ajwi) _ 1}U{in(T+)}>§

donde estd formado por todos los binomios en la variable
asociados a las relaciones de dependencia entre los vectores
asociados a esas variables dadas por la tabla aditiva del campo
Fy = (o) U{0}.

(10)

{xiuxiv — Xjw - o+ b = (XW}
in(T+) = U
{xiwxiy—1:a"+ o’ =0}

(11)

coni={l,..,n}.

El ideal Al es el Ideal generalizado asociado al cédigo
C. Con esta representacion del ideal todo ideal del cédigo
se comporta como en el caso binario. Los ordenamientos
compatibles con el grado total son compatibles con el peso
de los vectores asociados a los monomios. De esta forma, los
monomios de menor grado estdn asociados con los vectores
de menor peso.

1.2 Bases de Grdbner

Definicion 12 (Ordenamiento de términos) Por ordenamien-
to de términos en [X| se define a un orden total < en [X] que
satisface las siguientes condiciones:

1. 1 <x” para todo x* € [X], x> # 1;
2. six* < xP, entonces x*x¢ < xPx°,Vx¢ € [X].

Ademas, dado un ordenamiento de términos auxiliar <, se
dice que un ordenamiento <7 es de grado total si

deg(x*) < deg(x) o
a b 8 8
o { deg(x*) =deg(x) yx*<xb
donde deg(x®) denota el grado de x?. Un ordenamien-
to de términos de grado total es el ordenamiento Graduado
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Lexicogréfico (denotado por <gegey) €l cual emplea como
ordenamiento auxiliar el ordenamiento Lexicogréfico. Otro
ordenamiento de grado total muy utilizado es el Graduado
Reverso Lexicografico ([?]).

Definicién 13 Para f = Y™ | ¢;si, donde ¢; € K\ {0}, s; €
[X]7y5m <Sm—1 <...<9S1:

» El término mdximo de f con respecto a < es T<(f) = s
(se referird también a este término como la cabeza de

f)-

» El coeficiente principal de f con respecto a < es:
LC.< (f) =C1.

n El resto de f con respecto a < es:

Rest<(f) = f —LC<(f)T<(f).

= El conjunto de términos mdximos de F con respecto a
<es:

TAF} ={T<(f) | f € F\{0}}.

» El conjunto de todos los términos mdximos de un ideal
I serd denotado por T (I).

» El conjunto de los miiltiplos de los terminos mdximos
de F con respecto a < es:

TL(F)=T(<F >).

Cuando no exista riesgo de confusion, el simbolo < se omitird
de las notaciones. Esta convencion sera también utilizada en
las restantes notaciones y definiciones de este trabajo.

Teorema 14 Sea Spang(N(I)) el K-espacio vectorial cuya
base es N(I) = [X]\ T (I). Entonces:

i. K[X]=1®Spang(N(I)).

ii. Para cada f € K[X] existe un tinico polinomio de
Spang (N(I)), denotado por Can(f,I), tal que
f—Can(f,I) € I; mds aiin:

e Can(f,I)=Can(g,I) si, ysolosi, f—g€l
o Can(f,1)=0si, ysdlosi, f€L

iii. Para cada f € K[X), T(Can(f,I)) X T(f).

iv. Existe un isomorfismo de K-espacios vectoriales entre
Spang (N(I)) y K[X]/I (el isomorfismo asocia Can(f,1)
con la clase de f modulo I).

Can(f,I) se denomina la forma normal o forma candnica
del elemento f con respecto a un ordenamiento dado. Note que
este elemento es el representante de f en el espacio vectorial
Spang (N(I)) de las clases residuales de K[X] médulo el ideal
I. Es decir, el conjunto N(I) es el conjunto de representantes
de las distintas clases residuales, de manera que, cada uno de
ellos es el menor polinomio respecto al ordenamiento que se
encuentra en su clase.

Definicion 15 (Base de Grobner) G C I\ {0} recibe el nom-
bre de base de Grobner de I si T{G} genera T(I), es decir,
sitodot € T(I) es un miiltiplo de algiin s € T{G}.

Definicion 16 (Base de Grobner reducida) Una BG G de |
se denomina reducida si para todo g € G

i. T(g) no es miltiplo de ningiins € T(G)\{T(g)},
ii. LC(g) =1,
iii. g=T(g)—Can(T(g),I).

Las BG reducidas constituyen un ente tinico para un ideal
y un ordenamiento dados, no asi cualquier otra BG. Ademas,
son minimas respecto a la cantidad de polinomios requeridos
para que un conjunto de polinomios sea una BG para un
ordenamiento. Por estas razones, es de interés en algunos
casos trabajar con una BG reducida y no con una arbitraria.

Diversos autores coinciden en que la teoria de las BG se ha
convertido en una de las principales 4reas de investigacion del
Algebra Computacional (AC). Los mayores resultados de la
teoria de las BG estdn asociados con los anillos conmutativos
de polinomios. Verdaderamente, esta teoria estd generando un
interés creciente, al suministrar herramientas computacionales
que son aplicables a un amplio rango de problemas en la
Matematica, la Ciencia de la Computacién y otras ramas del
conocimiento.

Para el trabajo especificamente con los cédigos resultan
de particular importancia los ordenamientos de términos com-
patibles con el grado, debido a que las formas candnicas con
respecto a este tipo de orden estdn directamente asociadas a
los vectores de menor peso, es decir, a los vectores errores
(lideres de los cosetos correspondientes) [?].

Sean C un cédigo binario de longitud n,

c €S, C"'=0(C); (12)
Teorema 17 (Teorema 6 de [?]) Sea G una BG de un codigo
binario C, x| < ...,< X, donde < es un ordenamiento de
términos compatible con el grado total y ¢ € S,. Entonces
G* = 6(G) es una BG reducida para C* y el orden < para el
orden de las indeterminadas dado por xg (1) < ... < Xg(p)-

Es decir, si las BG G* y G son equivalentes (G* = o(G)),
entonces los codigos C* y C son equivalentes.

Se puede notar que cuando & no es conocido, G* tampoco
lo es, pero puede calcularse la BG reducida para C*(G') con-
siderando un orden para las variables. La relacion existente
entre estas dos bases es que ambas son BG reducidas de C*,
pero con respecto a diferente orden de las variables; y todo
binomio de G* se reduce a cero médulo G’ y viceversa.

Notar ademds que si se conocen las bases y se desea hallar
una permutacién que satisface (12), no siempre es posible,
pues las BG de codigos equivalentes no son necesariamente
equivalentes. Es necesario entonces encontrar algdn invariante
que permita resolver este problema.
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En esta investigacién se ha desarrollado una implementa-
cién del modelo GBLA, para el cdlculo de BG reducidas en
c6digos no binarios, siguiendo [?] para el trabajo con el ideal
generalizado. Se ha podido comprobar experimentalmente
con varios cédigos que la implementacion realizada para el
célculo de BG de cédigos resulta mds eficiente, comparando
los tiempos de cémputo, que las funciones que estdn imple-
mentadas en los sistemas computacionales GAP y MAPLE.

1.3 El modelo GBLA

En [?] se presenta el modelo GBLA (Grobner Bases by
Linear Algebra) para el cdlculo de BG y estructuras similares
de ideales cero-dimensionales, el cual se apoya en las técni-
cas del dlgebra lineal como su principal herramienta. En el
ultimo capitulo de esta tesis doctoral se asocian las BG con
los cédigos de manera que el problema de la decodicacién
en c6digos se transforma en el problema de la reduccion a su
forma candnica, mediante ciertas BG o estructuras similares
(2D.

Precisamente esta relacion entre la pertenencia a un ideal y
la dependencia lineal en el espacio vectorial cociente permite
la utilizacién del Algebra Lineal para el cdlculo de BG y otras
estructuras relacionadas. Como elemento comun en todos es-
tos casos resulta esencial la construccidn del espacio vectorial
de las formas candnicas isomorfo al espacio vectorial cociente
que determina el ideal. A los objetos requeridos junto con
el algoritmo de calculo mediante dlgebra lineal se denomina
modelo GBLA. Este modelo puede ser especificado a muchas
situaciones concretas donde se logre realizar la conexidn entre
sus objetos y estructuras con un dlgebra especifica en cues-
tién, donde la naturaleza del célculo depende de esta dlgebra
concreta.

Este algoritmo se basa en la generacién de los monomios
con respecto al orden y decidir mediante dependencia lineal
los monomios que corresponden a términos maximos de la
BG. Por otra parte, aquellos elementos que sean linealmente
independientes irdn construyendo una base del espacio co-
ciente de las clases de equivalencia que determina el ideal (en
este caso se corresponde con las clases de equivalencia que
determina el c6digo).

2. Base de Grobner completa

En esta seccion se mostrard un tipo de BG que constituye
un invariante para cualquier cédigo.

Definicion 18 Liamamos BG completa (GC) con respecto al
orden <, a una BG asociada al codigo C, donde al cambiar
el orden de las indeterminadas, continua siendo una BG para
dicho codigo con respecto al orden <.

Una BG completa distintiva es la siguiente:
Definicion 19 Liamamos BG completa reducida a la union

de todas las BG reducidas con respecto a todos los posibles
ordenes de las indeterminadas y la denotaremos como GrC.
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Como consecuencia directa de la definicién 19 se puede
observar la unicidad de esta BG y el cumplimiento del siguinte
lema.

Lema 20 Un binomio estd en GrC siy solo si pertenece a
una BG reducida para algiin orden de las indeterminadas.

Se cumple que al permutar la GrC de un cédigo C se
obtiene la GrC del cédigo equivalente a C correspondiente a
la misma permutacién, debido a la unicidad de la misma y
esto constituye una generalizacién del teorema 17.

Una BG completa reducida estd compuesta por todos los
binomios de la forma w —w’' tales que w' sea la forma canéni-
ca de w, pero lograr esta construccion computacionalmente es
dificil porque dentro de los lideres de cosetos no todos tienen
que constituir forma canénica para un orden de las indetermi-
nadas. Por tanto mostraremos otra BG completa, que tendra
caracteristicas similares a la GrC, en la cual se sustituye el
papel de las formas candnicas en GrC por el de los lideres de
cosetos.

Definicion 21 Sea w =x* € [X], decimos que esta palabra es
un término irredundante si para todo i € supp(a) que cumple
que w = x"x; entonces b € CL(C). Al conjunto formado por
todos estos términos irredundantes lo denotaremos por T1(C).

La definicion 14 se puede expresar de la siguiente manera:

x4 =xbx; = b € CL(C)

Vx; € supp(x4) (13

X eTIC) & {

Note que cada elemento de este conjunto de términos

irreduntes, o bien es un término correspondiente a un coseto

con un Unico lider o resultard ser t€érmino maximo con respecto
a < para Ordenes especificos de las indeterminadas.

Definicion 22 Llamamos BG completa reducida extendida
(GC,) a una BG completa definida de la siguiente forma:
GC, = {x*—xl : x4 € TI(C),b € CL(a), a # b}.

Definicion 23 Sea Q un conjunto de elementos de [X]. Lia-
maremos nivel de grado k al conjunto Qy, tal que:

Or=1{veQ|deg(v) =k} (14)

El subconjunto de elementos de Q hasta el nivel k se
denotard por Q.

A continuacién veremos el algoritmo que permite calular
una GC,.

Nos referiremos primero a algunas subrutinas del algorit-
mo.

InsertNext[w,List] inserta apropiadamente los productos
xw (para x € X) en List, que se mantiene ordenada en orden
creciente con respecto al ordenamiento de términos <.

Member|V', {vy,...,v,}] devuelve una primera compo-
nente binaria que toma valor TRUE si V' estd en la lista de los
sindromes ({vy,...,v,}) o FALSE, en caso contrario. Y como
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segunda componente devuelve la posicioén del sindrome de
ese elemento en caso de que esté en esa lista.

El objeto N es una lista donde se va constuyendo el con-
junto de los lideres de cosetos del c6digo, cada componente
de N corresponde a un coseto.

El objeto List es una lista donde se van insertando en
orden creciente segin el ordenamiento de términos < los
miultiplos de lideres de cosetos del cédigo. Es decir, este
objeto que se va generando contiene al conjunto de términos
irredudantes.

Algoritmo 24 (Algoritmo GBLA para el calculo de GC,)

Entrada: p, n, m, H los pardmetros que definen un cédigo
lineal.

Salida: GC,(I,<).

1: G:=0;List :={1};N:=0;r:=0;
2: while List # 0 do

3 w:= NextTerm|[List);
4. ifweTI(C) then
5: c :=False;
6: vii=E(w);
7: (A, j) := Member[V' ,{v1,...,v,}];
8: if A = True then
9: if (deg(wj;) # 0) and (deg(w)=deg(wj;)) then
10: List := InsertNext[w, List |;
11: Nj Z:NjU{W};
12: c :=True;
13: end if
14: for i=1to Length [N;] do
15: G:= GU{W—WJ‘,‘},'
16: if c =True then
17: G:.= GU{Wji—W},'
18: end if
19: end for
20: else
21: ri=r+1;
22: V=V
23: wr == w; N :=NU{w, };
24: List := InsertNext[w,,List|;
25: end if
26:  endif
27: end while
28: return G;

Para demostrar el funcionamiento del algoritmo nos apo-
yaremos de los siguientes teoremas.

Teorema 25 Sea x* € [X]. Entonces a € CL(C) si y solo si
x* € List yx* € N.

Demostracion.

Para la siguiente demostracién seguiremos el principio de
induccién sobre [X] con respecto a los grados de los mono-
mios.

Sea x* € [X] tal que a € CL(C). Demostraremos que x* €
List y x* € N, mediante el funcionamiento del algoritmo.

Asumiremos como hipétesis de induccién que para todas
las palabras x* € [X] hasta grado k, a € CL(C) si y solo si
xteListyx*€N.

Demostraremos que si el grado de x* es deg(x*) = k+ 1
entonces se cumple que x* € List y x* € N.

Primeramente podemos expresar x* como x* = x;x”, con
x; € X, donde deg(x") = k.

Al tener que a € CL(C) entonces b € CL(C) por Lema 10
y x? € List por hipétesis de induccién, pues se cumple que
deg(xb) = k.

Por tanto, el algoritmo insertard en List a los multiplos de
x en el paso 10 o en el paso 24, en particular a x* = x;x” con
x; € X demostrando que efectivamente x* € List.

Cumpliendose que x* € List el algoritmo garantizara en el
paso 3 tomar ese elemento y como a € CL(C), por el Lema 10,
x* € TI(C), y por ende se afiadird x* a la lista N en los pasos
116 23.

Ahora pasaremos a la segunda parte de la demostracion.
Demostraremos que una palabra x* de grado k+ 1 que se
afiada a List y a N cumple que a € CL(C).

Sea la palabra x“, tal que deg(x*) = k+ 1. Si x* € List
significa que su forma canénica también pertenece a List,
es decir, Can(x?) € List pues deg(Can(x*)) < k+ 1y por
hipétesis este elemento estard en List y por ende estard en N.
Note que Can(x*) es el menor elemento, segiin el orden <
que utiliza el algoritmo, cuyo coseto es el mismo de x“, por
tanto, Can(x“) € N por el paso 23. Note ademds que Can(x“)
es una palabra que corresponde a un lider de coseto, debido
a la compatibilidad entre el orden < para los monomios y el
peso de los vectores correspondientes a los monomios. Como
x* € Ny Can(x*) € N pueden ocurrir dos cosas:

1. x* = Can(x*) lo que significaria que x* entr6 en el paso
23 y por tanto @ € CL(C); 6

2. x* # Can(x%), en este caso se satisface condicién del
paso 9, afiadiéndose a N en el paso 11, lo que quiere
decir que a € CL(C).

De esta forma queda demostrado que bajo cualquier cir-
cunstancia a € CL(C), lo que da por concluida la prueba del
teorema. W

Teorema 26 El Algoritmo 24 calcula la GC, del cédigo C
con respecto al orden <, es decir, G = GC,.

Demostracion.

Seguiremos la misma idea que la demostracion del teore-
ma 25.

Asumiremos como hipétesis de induccién que G y GC,
son iguales restringiendo los conjuntos a aquellos binomios
que tienen términos maximos hasta grado k, es decir G =
GCe[)- Demostraremos que ocurre 1o mismo si tomamos los
términos méximos hasta grado k + 1 (Gjy1] = GCeiy1))-
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Si no existe ningin término maximo en GC, de grado
k+ 1, significa que todos los elementos de T1(C) de grado
k-+ 1 corresponden a lideres de cosetos que constituyen inicos
lideres en sus cosetos. Por ende, es claro por el funcionamien-
to del algoritmo que A = False para todos los términos de
grado k+ 1. Viceversa, si no hay términos maximos en G de
grado k+ 1 y haberse incluido en List todos los elementos
que constituyen términos irredundantes de grado k+ 1 (por
Teorema 25) entonces se obtiene la misma conclusién con
respecto a los elementos de T1(C) de grado k + 1. Por tanto,
no existirfa ningln término maximo en GC, de grado k+ 1.
En este caso entonces G = Giir1) Y GCeiy1) = GCey)» pOr
lo que por hipétesis de induccion Gy 1] = GCefgy1)-

Analicemos ahora el caso donde si existan términos maxi-
mos de grado k+ 1. Seax? —x? € GC,y 1, con deg(x®) =k+1.
Entonces por definicién de GC, se cumple:

x*eTI(C),beCL(a),a##b.

Si x? € TI(C), x* € List por el Teorema 25 y x* satisface
paso 4. Igualmente, por el Teorema 25, b € CL(a) implica que
x? € List y x” € N. Por tanto, x* —x” € G por los pasos 15 o
17 del algoritmo. Por lo que, GCpr 11 C Gy 1.

Veamos ahora la otra inclusién. Sea x* —x” € Gy, con
deg(x*) = k+ 1. Entonces, teniendo en cuenta los pasos 4, 15
y 17 del algoritmo se tiene que x* € TI(C), x> € TI(C), y
si la inclusién en G se realiza en paso 15, x> € Ny b € CL(a)
(por el Teorema 25), de donde x* — x> € GCefy1-

Si la inclusién en G se realiza en paso 17,x € Nyx” €N,y
b € CL(a), por tanto, x —x” € GCpy ;.

Con esto queda demostrado que Gy C GCpi, 1, por lo
que Gyy1 = GCpyy y utilizando la hipétesis de induccién se
obtiene que Gy 1] = GCelty1)-

|

Note que la finitud del algoritmo es clara debido a la
cantidad finita de cosetos que tiene el cédigo C, y la acotacién
de la cantidad de elementos de List en funcién de ello.

Teorema 27 Sea G una GC, de un codigo C, con respecto a
un ordenamiento de términos < compatible con el grado total
Yy 0 €S, . Entonces G* = 06(G) es la GC, paraC* =c(C) y
el orden <.

Demostracion.

Teniendo en cuenta el cilculo de la GC, para el C* en
el Algoritmo 24, para el orden <, tomando xs(1) < Xg(2) <
... = Xg(n)- Bs claro que Listx = o(List). Como una conse-
cuencia, N* = 6(N), donde List y N se obtendrian para C por
el Algoritmo 24, para el orden <, con x; < x2 < ... < x;,. Por
ende, la relacion que se obtiene entre las GC, calculadas por
el algoritmo para C'y C* serd G* = 0(G). ®

Note que si tenemos las GC, G* para C* y G para C
respectivamente, de manera que G* = o(G); entonces, puede
demostrarse que C* = ¢(C) siguiendo una idea muy similar a
la desmostracion de la suficiencia del Teorema 3 de [?].

El Algoritmo 24 calcula la GC, por niveles, por lo que es
posible detener el mismo una vez calculada esta base hasta
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el nivel deseado. Este elemento puede ser importante en la
determinacion de la equivalencia de c6digos, el hecho es que
si la GC, es un invariante, también lo es ésta base hasta un
nivel dado, la cual constituye una estructura mas pequeiia.

3. Experimentacion

La Tabla 1 muestra una comparacién de cédigos sobre
F3 y F; en cuanto al tiempo que demoran estos cédigos al
calcular su BG reducida por medio de la implementacion del
algoritmo GBLA realizada en GAP [8], con el tiempo que
demora en calcular la misma base mediante el Sistema de
Célculo Simbdlico Maple que tiene incorporado algoritmos
eficiente para el célculo de BG.

Como se puede observar el tiempo que demora en calcular
una BG por la implementacién realizada es mucho menor que
si se calcula la misma base en el MAPLE. Esta comparacién
se puede apreciar de forma grafica en la Figura 1. En la celda
donde se observa “ERROR", significa el mensaje que devuelve
el MAPLE al no poder calcular la BG de dicho c6digo.

t(Segundos) | t(Segundos)

Céd n | k | Cosetos | GAP/GBLA MAPLE
CF4-1 | 5 |2 64 0.4 1.8
CF3-2 | 7 |3 81 0.7 1.0
CF3-3 | 7 |2 243 1.7 0.7
CF4-4 | 8 | 4 256 4.4 338.3
CF3-5 | 10 | 4 729 11.4 39.1
CF3-6 | 11 | 5 729 13.4 586
CF4-7 | 8 | 3 1024 53.2 ERROR

Tabla 1. Tiempo de ejecucién de BG en GAP/GBLA y
MAPLE.

Estas comparaciones se pueden observar graficamente en
la Figura 1.

Los cédigos se organizan segin el tamafio de la cantidad
de cosetos que determina el cédigo ¢"*, lo cual constituye
uno de los factores que mas influye en la complejidad con el
célculo algoritmico sobre éstos, en particular incide directa-
mente en el tiempo de ejecucion del Algoritmo GBLA.

Estos experimentos fueron realizados en una computadora
con microprocesador Intel(R) Core(TM) i3-3120M CPU con
nicleos a 2.50GHz cada uno, memoria RAM de 6 GB y
sistema operativo de 64 bits.

3500

3000 A
2500 A
2000 A
1500 1

—e— MAPLE
—8— GAP(GBLA)

1000 A
500 4

0 — =

CF4-1 CF3-2 CF3-3 CF34 CF3-5 CF-6 CF4-7

Figura 1. Gréfico con los tiempos de ejecucién de BG en
GAP y MAPLE.
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La Tabla 2 recoge el tiempo que demora en calcular la BG
completa hasta el nivel 2 y una BG especifica hasta el final
para los distintos c6digos analizados, para el orden natural de
las indeterminadas.

Se puede observar que en los primeros cédigos el célculo
de la GC, hasta el segundo nivel demora mds que la BG
espectfica, pues la diferencia de estos tiempos es proporcional
a la diferencia entre la cantidad total de lideres de cosetos
hasta el nivel dado para la GC, y la cantidad de cosetos que
tenga el cddigo para el calculo de la BG especifica, lo cual
no es una cantidad constante. Se observa claramente que al
aumentar la longitud de los cédigos esta diferencia cambia y
corre en menos tiempo la GC, hasta el nivel fijado. Por lo que
en general la GC, hasta el segundo nivel seria una estructura
invariante que se logra calcular en menos tiempo que una BG
especifica.

Cod n | k | GrC(tenseg) | G (t en seg)
CF4-1 512 1.1 0.5
CF3-2 7 13 1.4 0.5
CF3-3 712 1.6 1.8
CF3-4 10 | 4 7.9 11
CF4-5 8 |3 95 30
CF2-6 12 | 4 0.8 1.2
CF2-7 1515 11 11.8
CF2-8 18 | 6 52 60
CF2-9 19 | 6 9 540
CF2-10 | 21 | 6 2023 2138

Tabla 2. Tiempo de ejecucién de BG completas y especificas.

Estas comparaciones se pueden observar graficamente en
la Figura 2.
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—— BG Completa

300 A

200 A

CF41 CF3-2 CF33 CF3-4 CF4-5 CF2-6 CF2-7 CF28 CF29

Figura 2. Gréfico con los tiempos de ejecucién de BG
completas y especificas.

La similitud de tiempo de la tdltima linea en la tabla se
debe a que es un cédigo de pocos elementos con respecto
a su longitud, lo cual lo determina la dimensién del c6digo
sobre la longitud (k/n). En este caso, un algoritmo de cdlculo
de BG al estilo del Algoritmo de Buchberger analiza menos
binomios que pertenecen al ideal y puede correr mds rapido
que cuando la dimensién es mayor. Sin embargo, la cantidad
de cosetos aumenta en la medida que k es mds pequefio y hace
que un algoritmo GBLA se demore mas tiempo. Aun asi, la
implementacién en GAP estuvo ligeramente por debajo de la
funcién del MAPLE.

Las fluctuaciones que se observan en la tabla y en la grafi-
ca, se debe precisamente a la relacion entre k y n — k, es decir,
dimension y cantidad de cosetos del cédigo. Ahora bien, en
los c6digos mas interesantes y complejos existe un compro-
miso entre estos dos valores, ocasionando que ambos sean
altos y en estos casos una implementacion tipo GBLA tiene
mayores posibilidades de ser mds rapida.

4. Conclusiones

En este trabajo se brinda un nuevo tipo de BG llamada
completa y se implementd computacionalmente teniendo en
cuenta dos formas: calcular la BG completa hasta el final y
calcularla solo hasta un nivel dado. Esta segunda implementa-
cidn (hasta el segundo nivel) se comparé en cuanto al tiempo
de cémputo con una implementacion realizada en el trabajo
de diploma que antecedi6 esta investigacion que calcula una
BG reducida, resultando que el tiempo de cémputo es menor
a medida que los cédigos aumentan su complejidad.

Se ha demostrado que las BG completa reducida extendida
constituyen un invariante para un cédigo, y que éstas BG se
pueden obtener por medio de un algoritmo. Esto permitird
que en trabajos futuros se disponga de este invariante para
determinar la equivalencia de c6digos.

Ademas, se muestra como las implementaciones realiza-
das para el cdlculo de BG especificas de cualquier cédigo,
son mas eficientes que la funcién de cédlculo de BG del Siste-
ma de Calculo Simbdlico MAPLE, en la cual se encuentran
incorporados algoritmos eficientes para su calculo.
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