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ResuMEN. En este trabajo se presenta un modelo que simula el proceso de formacion de polimeros
a partir de un mecanismo molecular de deoxigenacion de la hemoglobina S. Se estudian casos es-
peciales, como la polimerizacion en ausencia de cristalizacion y la cristalizacion avanzada. Se hace
ademas un estudio cualitativo del sistema en su forma mas general haciendo uso de la teoria cua-

litativa de ecuaciones diferenciales.

INTRODUCCION

a Anemia Drepanocitica es una enfermedad

de origen molecular, la que constituye uno
de los grandes problemas de salud a escala mun-
dial [1]. Su origen genético es reportado como una
alteracion de las cadenas de aminoacidos de la
hemoglobina S (Hb S). El proceso mediante el cual
se forman polimeros a partir de monoémeros reci-
be el nombre de polimerizacion, originado por un
proceso de desoxigenacion de la Hemoglobina.

El mecanismo molecular de la formacion de
polimeros juega el rol mas importante de la fi-
siologia de la enfermedad y la estrategia tera-
péutica [1,2]. Han sido propuestos diferentes
mecanismos y modelos de formacion de polime-
ros y dominios moleculares de la hemoglobina
S, permitiendo la descripcion de diferentes fe-
nomenos [2,11] y en [13]. En [3] es presentado
un modelo que describe la influencia de la con-
centracion de la hemoglobina S en el proceso de
polimerizacion en ausencia de cristalizacion.

En [3] y [4] se considera un caso particular del
modelo aqui presentado, donde R(y)=by, y la va-
riacion de w so6lo depende de la presion p y no del
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tiempo eso introduce determinadas variaciones en
el modelo, las que indicaremos en ese contexto.

Una primera aproximacion [14] en el analisis
de casos particulares del sistema de ecuaciones
diferenciales del modelo en el estudio del com-
portamiento cualitativo de las trayectorias en
una vecindad de las posiciones de equilibrio y
en especial de los casos criticos, se vincula con
el desarrollote la enfermedad.

En [15], [16] y [17] se presenta las curvas
cinéticas tipicas del proceso de polimerizacion
en solucion de Hemoglobina S provenientes de
pacientes drepanociticos, donde se expone cla-
ramente las tres etapas del proceso, siendo la
etapa de polimerizacion la que representamos
en estos modelos. Por lo que la soluciones de las
ecuaciones diferenciales ordinarias y su com-
portamiento pueden ser evaluados en primera
estancia cualitativamente con el comportamien-
to experimental del proceso de polimerizacion
en condiciones de desoxigenacion espontanea.

DESARROLLO

Presentacion del modelo

Los estudios realizados nos han permitido obte-
ner el siguiente modelo:
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x = —(c—-d+1)x+rw —nP (x)+ nR (y)
y=—(e—f+k)y+sw+P(x)—R(y)
z=[SL]x+ (e = f)y

w=lx+nky —(r+ns)w (1)

mas la ecuacion de conservacion de masa
N = x(t) + n y(t) + n z(t) + w(t, p) (2)
donde:

P(x)= Ea,x' : Funcion de polimerizacion.

i=1

R(y)= Za ;¥': Funcién de despolimerizacion.
i=1

x(t): Concentracion de desoxi Hb S en estado de
monoémeros o formando parte de unidades es-
tructurales defectuosas.

ny(t): Concentracion de desoxi Hb S en micro-
tabulos.

nz(t): Concentracion de desoxi Hb S en domi-
nios.

w(p, t): Concentracion oxi Hb S, depende de la
presion parcial de oxigeno (p) en la sangre y el
tiempo.

a, i=1,2,...,m: Coeficiente de la reaccion de po-
limerizacion.

a, 1=1,2,...,m: Coeficiente de la reaccion de des-
polimerizacion en microtubulos.

k: Coeficiente de reaccion de oxi Hb S en micro-
tabulos.

c: Coeficiente de la reaccion de cristalizacion por
adicion de monomeros de desoxi Hb S.

d: Coeficiente de la reaccion de decristalizacion
por separacion de monoémeros de desoxi Hb S.
e: Coeficiente de la reaccion de cristalizacion por
adicion de microtubulos.

fi Coeficiente de la reaccion de decristalizacion
por separacion de microtubulos.

n: Numero de moléculas de Hb S que forman la
unidad estructural de los microtibulos segtun
datos de microescopia electronica.

I: Coeficiente de reacciéon de oxi Hb S en estado
de monoémeros.
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r. Coeficiente de reaccion de oxigenacion, a par-
tir de monomeros de desoxi Hb S.

s: Coeficiente de reaccion de oxigenaciéon a par-
tir de polimeros defectuosos.

n: Numero de moléculas de Hb S que forman la
unidad estructural de los microtibulos segun
datos de microescopia electronica.

N: Concentracion total de Hb S.

El sistema (1) no puede ser integrado, por lo
que para llegar a determinadas conclusiones con
relacion a sus trayectorias haremos un estudio
cualitativo de estas haciendo uso de la teoria
analitica de ecuaciones diferenciales.

Es evidente que este sistema tiene al menos
un valor propio nulo, por lo que existe, segun
[13], una transformacion no degenerada que re-
duce el sistema (1) a la forma:

'=7Z(x,y,z,w)
x'=Ax+X(x,y,z,w) )
y':lzy‘*' Y(xayaz7w)

w=A,w+W(x,y,zw)

donde 4, 4,, A,, son valores propios de la matriz
del sistema (1), y Z, X, Y, W son series de poten-
ciasde x,y, z, w.

Teorema 1: Existe el cambio de variables

z=u, +h (u)+h’(u,,u,,u,,u,)
X =u, +h,(u,)
y=u;+h, (u)
w=u,+h, (u,)

(3)

que reduce el sistema (2) a la forma cuasinor-
mal:

u'=U,(u,)
u,'=Au, +U, (u,,u,,u,,u,) @
uy'=Ayus YU, (uy,uy ,uy,u,)

uy'=Asuy +U, (u,,u,,u;.u,)

tal que
U (u ,0,0,00=0, i=2,3,4,U, (u)=2+..y
h° (u, ,0,0,0) =0
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Demostracion: Derivando la transformacion
a lo largo de las trayectorias de los sistemas (2)
y (4) se obtiene un sistema de ecuaciones que
permite determinar los coeficientes de las series
que intervienen en los sistemas indicado y en la
transformacion, lo que prueba la existencia del
cambio de variables (3) (Ver [13]).

Teorema 2: Los sistemas (2) y (4) son analiti-
camente equivalentes.

Demostracion: En este caso el estudio cuali-
tativo de los sistemas s6lo depende de un nume-
ro finito de los términos, pues se llega a las con-
clusiones usando para ellos soélo las potencias
hasta el grado s, por tal motivo se puede hacer
un truncamiento en las series de la transforma-
cion (3) convirtiendo esta en un polinomio, lo
que prueba la equivalencia analitica. (Ver [13]).

De esta forma las conclusiones con relacion
al comportamiento de las trayectorias del siste-
ma (4) pueden ser inferidas al comportamiento
de las correspondientes del sistema (2).

Teorema 3: Sia < 0, s es impar (s = 2k—1), y
los valores propios 4, 4, y 4, son negativos, en-
tonces a posicion de equilibrio (0,0,0,0) del sis-
tema (2) es asintoticamente estable.

Demostracion: Basta considerar la funcion
de Liapunov:

1
Vix, y, z, w)=7(x2+y2+z2+w2)

cuya derivada a lo largo de las trayectorias del
sistema (2) es:

V(x(Y), y(1), 2(1), w(t))= 2 +Ax°+ Ly*+ A,w +
+ R(x, y, 2z, w)

Donde en R aparecen las potencias de grado
superior en las diferentes variables.

De la estabilidad asintotica de este sistema se
deduce que para cualquier tiempo posterior a ese
momento inicial las soluciones de ese sistema se
mantendran en una vecindad de las condiciones
iniciales, lo que quiere decir que la enfermedad
se mantendra en un estado estacionario.

Dentro del proceso general son interesantes
determinados casos particulares para los que se
puede llegar a conclusiones mas claras del es-
tado de la enfermedad.
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POLIMERIZACION EN AUSENCIA
DE CRISTALIZACION.

Considerando ademas que w solo depende de la
presion p, el sistema (1) adoptara la forma:

x = —nP (x)+nR (y)

. (5)
y=P(x)—R(y)
este es un proceso molecular mas lento, y es
similar a la fase inicial de la cristalizacion. Para
el sistema (5), pude existir entre una posicion de
equilibrio hasta un ntmero infinito de estas en
funcion de las caracteristicas de las funciones P
vy R, pero siempre el origen sera un punto esta-
cionario del sistema.

La integral de este sistema se puede dar en
forma implicita por medio de la de la expresion
x + ny = C, la cual representa una familia de
rectas de pendiente —1/n, sustituyendo esta
expresion y z(t) = O en la ecuacion de conserva-
cion de masa se obtiene w = N—C, lo que lo que
indica que la oxi Hb S es constante cuando no
existe cristalizacion.

Cabal y Ruiz (2008, p 13-22) estudiaron el
proceso de polimerizacion en ausencia de crista-
lizacion para un caso particular del sistema (1),
donde R(y) = by y ademas w es solamente fun-
cion de p, llegando a conclusiones similares.

FASE AVANZADA DE LA CRISTALIZACION

Considerando ademas que w no depende del
tiempo t, el sistema (1) adopta la forma:

x = —(c —d)x
y=—(e—=f)y 6)
z=[<t]x+(e-f)y

El sistema (6) puede ser integrado facilmente,
obteniéndose:

c—d)t

x(t)= xo€ ", yit)= y,e 7, (7)

Z(t)= _xoe—((’—f/)f_ y_oe_(L’—,/')f +D (8)
n

donde D = z + x, /n+ y, .
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De las expresiones (7) y (8) se deduce que c>d
y e > f, pues de lo contrario existiria un T, tal
que para todos los t > T se tendia que z(t) < O, lo
cual no es posible.

De la expresion (8) se deduce que para la cris-
talizacion bien avanzada la concentracion de
desoxi Hb S en forma de monémero y en micro-
tabulos disminuye.

A resultados similares se lleg6 en [4] para un
caso particular de este sistema cuando los auto-
res estudiaron este mismo problema.

CONCLUSIONES

Después de haber modelado la cinética de la
polimerizacion de la Hb S teniendo presente la
participacion de sus estados oxigenado y des-
oxigenado y el proceso de despolimerizacion lle-
gamos a las conclusiones:

e Se presenta un modelo que describe con
mayor exactitud y generalidad el proceso
estudiado, que introduce la totalidad de
los estados de la Hb S.

e Se obtienen condiciones concretas de es-
tabilidad asintética para la solucion tri-
vial del sistema que modela el proceso
de formacion de polimeros, por lo que en
cualquier tiempo posterior al inicial las
concentraciones no variaran de forma sig-
nificativa.

e Se concluye que en ausencia de cristali-
zacion la concentracion de la oxi Hb S es
constante.

e Se determiné que en la etapa avanzada de
la cristalizacion la concentracion de des-
oxi Hb S decrece rapidamente.
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Abstract. This work presents a model that simulate a process of polymers formation from a molecu-
lar mechanism of deoxigenation of hemoglobin S. It’s studied in special cases, like the polymeza-
tion in the absences of crystalization and advanced crystalization. In addition a qualitative study of
the system in it's general form is realized using the qualitative theory of differential equations.



