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Las Redes de Interconexion y La Teoria de Graficas
Interconnection Networks and Graph Theory

Maria de Luz Gasca Soto*

Resumen El objetivo de este documento es dar un panorama general sobre como la Teoria de Graficas
resulta ser una poderosa herramienta para el analisis, disefio y, en general, el estudio de Redes de Interconexon.
Dado que hay una gran variedad de gréaficas que sirven para representar una red de interconexion, sélo se
usara al Hipercubo para ilustrar el impacto de la Teoria de Graficas en las redes de interconexion y viceversa.

Abstract The purpose of this document is to give a general overview of how Graph Theory results be a
powerful tool for analysis, design and, in general, the study of Interconnection Networks. Already that there is a
great variety of graphs that serve to represent an interconnection network, only the Hypercube will be used to
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illustrate the impact of Graph Theory on interconnection networks and vice versa.
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Introduccion

En ciencias de la computacién, los modelos de cémputo
sirven para describir entidades reales, llamadas computado-
ras y, ademds, se usan como herramientas para pensar en el
problema y expresar algoritmos.

Los primeros modelos de computacion fueron la maquina
de Turing y las gramadticas formales. Modelos mds recientes
son: maquina de acceso aleatorio (RAM), maquina paralela
de acceso aleatorio (PRAM), redes de interconexidn, entre
otros.

En una red de interconexion, cada procesador cuenta con
su propia unidad de memoria y se conecta con otros procesa-
dores mediante enlaces directos entre ellos; dos procesadores
conectados, por un enlace, pueden intercambiar datos de for-
ma simultdnea.

La estructura matemadtica para modelar una red de interco-
nexion es una grafica no dirigida G, donde cada procesador P,
es un vértice de G y si hay un enlace entre dos procesadores,
P,y Pj, en lared entonces existe la arista (P;, P;).

La Teoria de Gréficas resulta ser una poderosa herramien-
ta para el andlisis, disefio y, en general, el estudio de Redes
de Interconex6n. Diferentes tipos de redes de interconexién
resultan ser graficas hamiltonianas, con diversos drboles gene-
radores ajenos por aristas e, incluso, resultan ser graficas de
Cayley. En términos generales, se procura usar todos los atri-
butos, propiedades y bondades de las graficas para manipular
y resolver problemas asociados con las redes de interconexion.

Una de las principales tareas de una red de interconexion
es transportar (emitir y recibir) datos entre los procesadores,
de manera eficiente. Esto se logra no s6lo encontrando la ru-
ta mas corta, sino también econtrando drboles generadores.

Cuando la grafica asociada a la red de interconexién es una
Grifica de Cayley, moverse sobre la gréfica subyacente signi-
fica manipular los operadores del grupo asociado a la grafica
de Cayley.

Dado que hay una gran variedad de gréficas que sirven
para representar una red de interconexion, sélo usaré el Hiper-
cubo para ilustrar el impacto de la Teoria de Gréficas en las
redes de interconexidn y viceversa.

1. Computacion Paralela

Existen diversos tipos de computadoras en paralelo, varian
de 2 a 2'® procesadores, o mds, los cuales pueden estar orga-
nizados de diversas maneras, de hecho, no existe un modelo
genérico en la arquitectura en paralelo que pueda adaptarse a
todas las computadoras en paralelo.

Disefar algoritmos en paralelo, analizarlos y probar que
son correctos es mucho mas dificil que hacerlo para algo-
ritmos secuenciales, por lo que analizar, disefiar y estudiar
algoritmos paralelos es todo un reto.

Los criterios mds importantes para evaluar un algoritmo
paralelo son: tiempo de ejecucién, nimero de procesadores,
nidmero total de pasos realizados, probabilidad de éxito y otras
técnicas usadas para medir tales criterios. Estos criterios y las
técnicas que los involucran, asi como los resultados de tales
evaluaciones constituyen el andlisis del algoritmo.

El tiempo de ejecucioén o desempefio computacional de un
algoritmo paralelo se define como el tiempo (cantidad de ope-
raciones elementales) que le toma a un algoritmo resolver un
problema en una maquina paralela; depende tanto del tamafio
del ejemplar (datos de entrada), n = |E|, como del ndmero de
procesadores, p: T (n, p).
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Los modelos de cémputo en paralelo difieren en la forma
como los procesadores se comunican y sincronizan; los dos
principales modelos son Memoria Compartida y Redes de
Interconexion.

En el paradigma de memoria compartida los procesadores
se conectan a la memoria simple y compartida; los procesa-
dores usan esta memoria para comunicarse. Cualquier par
de procesadores que deseen intercambiar datos pueden ha-
cerlo via la memoria compartida. Esta la manera mds facil
de modelar la comunicacién. Ademds cada procesador, tiene
una unidad de entrada y una unidad de salida para comuni-
carse con el mundo exterior. Todo procesador tiene acceso a
cualquier variable.

(a)

[c} [}
Figura 1. Topologias bésicas.

Una red de linterconexién se modela con una grafica, don-
de cada vértice representa un procesador y existe arista si
dos procesadores estan conectados, fisica o 16gicamente, ca-
da arista (i, j) representa un enlace de comunicacién de dos
vias entre los procesadores i y j; es decir, dos procesadores
conectados por un enlace pueden intercambiar datos de for-
ma directa y simultdnea. Los procesadores se comunican por
mensajes, via los enlaces. Cada procesador tiene su propia
memoria local y no hay memoria compartida disponible; cada
procesador tiene acceso sélo a sus variables. Existen varias
formas de organizar los procesadores llamadas topologias o ar-
quitecturas. La Figura 1 muestra cuatro arquitecturas bésicas:
(a) arreglo lineal; (b) anillo; (c) malla y (d) toro.

2. El Hipercubo

En esta seccion se presenta la red de interconexién Hiper-
cubo, asi como algunas propiedades topélogicas de la misma
y, ademads, se muestran e ilustran algunos algoritmos que sacan
provecho de la arquitectura.

Un hipercubo Q; se define como: Q; = Kp,sid =1y
Qq = Q41 XK, sid > 1. El hipercubo consiste de un con-
junto de n = 2% procesadores interconectados en un cubo
booleano d—dimensional, llamado d—cubo. Etiquetamos los

nodos de un hipercubo con etiquetas booleanas (de ceros y
unos) de longitud d. Dos procesadores estdn conectados si y
s6lo si sus etiquetas difieren en solamente un bit. La Figura 2
presenta tres hipercubos: Q;,(0>, 03, con una etiquetacién
para sus nodos.

El hipercubo tiene una estructura recursiva. Podemos ex-
tender un cubo d—dimensional a uno (d 4 1)—dimensional co-
nectando los correspondientes procesadores de dos d—cubos:
un sub-cubo tendra el bit més significativo igual a 0 y el otro
tendra el bit mas significativo igual a 1.

011
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QJ Qz QJ'
Figura 2. Hipercubos Q1,0>, 03

Para un d—cubo, la distancia entre cualesquiera dos proce-
sadores P; y P; es igual al niimero de bits en los que difieren;
esto significa que podemos ir del procesador F; al P; intercam-
biando a lo mas d bits, uno a la vez.

El hipercubo provee una excelente conexidn, ya que exis-
ten diferentes rutas entre dos procesadores; es decir, podemos
cambiar los bits apropiadamente en cualquier orden.

2.1 Propiedades del Hipercubo

El hipercubo es popular por ser una gréfica regular, tener
un didmetro pequeno, contar con diversas e importantes pro-
piedades como gréfica. Ademads por ser muy manipulable; es
decir, muchos cédlculos pueden realizarse de manera rdpida y
simple. Algunas propiedades del hipercubo fueron dadas por
Saad y Schultz [13] y se resumen en el siguiente resultado.
Teorema 1. Todo d—cubo, Q,4, donde d =logn; n= 24 tiene
las siguientes propiedades:

(a) No tiene ciclos de longitud impar; (b) su didmetro es d;
(c) Es una grafica d—conexa; (d) Es una gréfica simétrica por
vértices; (e) Hay (d!)-2¢ diferentes maneras de enumerar
sus vértices; (f) La distancia entre cualesquiera dos nodos
(procesadores) i y j es igual al niimero de bits en los que
difieren; asi, la distancia es al menos d.

Recordemos que el didmetro es la mayor de las distancias,
de las rutas mds cortas entre dos nodos y determina el nimero
de saltos que un mensaje podria realizar. Una grafica G es
simétrica por vértices si dados dos vértices u,v, existe un
automorfismo ¢ entre los vértices tal que ¢ (u) = v.

Se tiene la siguiente caracterizacion del hipercubo,[13]:

Teorema 2. Una gréfica G = (V,A) es un d—cubo si y sélo
si las siguientes cuatro condiciones se satisfacen:
(1) V tiene 2" vértices; (2) Cada vértice tiene grado n; (3) G
es conexa; (4) Cualquier par de nodos adyacentes A y B son
tales que los nodos adyacentes a A y los adyacentes a B estan
relacionados en una correspondencia uno a uno.
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Por ejemplo, el toro T es una grafica conexa con 2* nodos,
cada vertice tiene grado 4 y no es dificil ver que cumple el
punto (4) del Teorema 2, por lo tanto 74 es Q4. La Figura 3
muestra al toro 74 y al hipercubo Q4.

-
*_

Figura 3. El toro 7} es Qq4

La capacidad que tiene una red para funcionar a pesar
de que alguno de sus componentes falle es conocida como
tolerancia a fallas o tolerancia a errores; el cual es un concepto
importante en las redes de interconexion.

La tolerancia a fallas de un hipercubo Q; es d — 1, dado
que Qg es una grafica d—conexa, se puede observar que hay
una estrecha relacién entre la conexidad y la tolerancia a
fallas.

2.2 Operaciones en el Hipercubo

A continuacién disefiamos algoritmos sobre el Hipercubo
sincrono para cuatro problemas simples: Ruteo, Suma de n
elementos, Difusion de la Informacién y Multiplicacién de
Matrices.

2.2.1 Suma en un Hipercubo.

Sea A un arreglo de tamafio n = 2¢. Cada entrada A(i)

se almacena en la memoria local de cada procesador P, i,
0 <i < n. Determinar la suma S de los n elementos del arreglo
A, sobre el Hipercubo Q,, y almacenarla en Py. El Hipercubo
Qy es sincrono con n procesadores: Py, Py, ..., P,—1.
Disefio del Algoritmo. El algoritmo directo consiste de d
iteraciones. En la primera iteracién calcula la suma de las
parejas de elementos de procesadores, cuyos indices difieren
en el bit mds significativo; almacena esas sumas en el sub-cubo
Q(a—1)» cuyos bits mds significativos sean 0. En las siguientes
iteraciones procede de manera similar, sobre el subcubo de
una dimensioén menor, [9].

Consideremos ahora un ejemplo especifico con ocho ele-
mentos. Sea A = [6,1,5,4,3,7,2,8]. Determinar la suma de
los elementos en A.

Solucion. Como n = 8, la suma serd sobre el hipercubo Q3.
Los datos son: A(0) =6,A(1) =1,A(2) =5,A(3) =4,A(4) =
3,A(5) =7,A(6) =2,A(7) = 8. La Figura 4 muestra c6mo
van efectudndose las sumas sobre el Hipercubo Q3. Des-
pués de la primera iteracién Py contiene A(0) = 6; P; tiene
A(1) =8; P, contiene A(2) = 7; P contiene A(3) = 12. Des-

pués de la segunda iteracién, Py : A(0) = 16; P, : A(1) =20y,
finalmente, en la tercera iteracién, Py : A(0) = 36.
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Figura 4. Ejemplo de la suma en el hipercubo Q3.

2.2.2 Enrutamiento (routing) en un hipercubo

Cada procesador P, sobre el hipercubo, requiere mandar
un mensaje al procesador Py ;), el cual mantiene la variable
Xo(i)- Todos los mensajes son enviados al mismo tiempo. El
objetivo es dirigirlos (enrutarlos) todos, a la vez, por el hiper-
cubo rapidamente. Ademds, cada arista del hipercubo puede
trasmitir s6lo un mensaje a vez.

El problema consiste en encontrar las rutas més cortas, entre
fuentes y destinos, minimizando los conflictos que podrian sur-
gir al tratar de usar la misma ruta al mismo tiempo. Ademas,
si dos mensajes tratan de usar la misma ruta al mismo tiempo
uno de ellos deberd esperar en un buffer; asi que también, hay
que optimizar los requerimientos de espacio para el buffer.
Disefio del Algoritmo. La mejor ruta depende de una permu-
tacion particular de la etiqueta de los nodos. Sin embargo,
generalmente no es posible analizar la permutacién para en-
contrar la mejor ruta, ya que estd distribuida entre los procesa-
dores. Por lo tanto, buscamos un esquema que funcione bien,
en promedio.

La clave de la estrategia es usar aleatoriedad. El enruta-
miento consta de dos fases. En la primera fase, cada proce-
sador P; envia un mensaje a un procesador elegido aleato-
riamente, bajo una distribucién uniforme, de entre todos los
procesadores e independientemente del destino, digamos que
tal procesador destino es Py (;). En la segunda fase, el mensaje
se envia a lo largo de la ruta mds corta entre el procesador que
recibi6 el mensaje, Pg(,-), y el destino final.

Todos los mensajes son enviados de la misma manera, asi
podemos concentrarnos tinicamente en un mensaje, es decir,
del nodo i al j. Consideremos la representacion binaria de
i:b1by---by con posible inicio de ceros, ylade j:cicr---cq.

En la primera fase, elegimos aleatoriamente un procesador
a, considerando la representacion binaria de i, bit por bit, y
decidiendo aleatoriamente, con probabilidad 1/2, si la ruta se
dirige al siguiente vecino o no.

Si decidimos no enviar el mensaje, inmediatamente ha-
cemos la siguiente eleccidn, sin esperar la siguiente ronda.
Suponemos que el cdlculo local es mucho mas rapido que el
paso del mensaje. Cuando hacemos la seleccién concerniente
al dltimo bit la ruta aleatoria queda construida. Cada eleccién
se realiza localmente.

Como todos los procesadores envian mensajes al mismo
tiempo, puede haber mds de un mensaje esperando a ser en-
viado a través de la misma ruta, generdndose conflictos. En
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este caso, los mensajes son almacenados en una cola (buffer),
en forma aleatoria si hay mds de uno, y son enviados cuando
la arista queda disponible. Cada niimero k, en un rango apro-
piado, tiene la misma probabilidad de ser elegido como un
destino aleatorio.

El enrutamiento del procesador a, al destino j se realiza
de manera determinista. Supongamos que los procesadores a
y j difieren en ¢ bits, con indices tales que k; < kp < --- < k;.
El mensaje es enviado al cambiar kj, luego k, y asi de manera
sucesiva.

Este esquema de enrutamiento es simple de implementar.
Las rutas no necesariamente son las mas cortas. La longitud de
cada ruta, sin embargo, es a lo mds 2d. La principal propiedad
de estas rutas es que, con muy alta probabilidad, generan
pocos conflictos. Asi, se espera que la permutacion se termine
en O(d) pasos.

—_— —_—
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Figura 5. Enrutamiento en un hipercubo

Tlustramos con un ejemplo en Q3. Supongamos que el
procesador origen es i = 000 y el destino es j = 110. Con
probablidad 1/2 preguntamos si enviamos el mensaje a 100,
supongamos que la respuesta es no. Luego preguntamos si
cambiamos el segundo bit, es decir, si se envia a 010, sea la
respuesta si. Finalmente, preguntamos si se envia hacia el 011
y sea si la respuesta. De esta manera, el procesador aleatorio
esel a=011. La Figura 5(b), muestra la ruta parcial obtenida,
sobre el hipercubo. Ahora tenemos: a =011y j =110, la
ruta queda: a =001 — 111 — 111 — 110 = j. La Figura 5(c),
presenta la ruta final.

2.2.3 Difusién de la Informacidn, Broadcasting.

El objetivo es enviar un elemento X, almacenado en el
registro D(0) del procesador Py a todos los otros procesadores
F; de un hipercubo Q,, donde p = nt.

Un érbol generador proporciona la solucién a este pro-
blema. Hay que tener rutas alternas, por si falla un enlace,
esto se consigue construyendo drboles generadores ajenos por
aristas. Si tales arboles son poco profundos y balanceados, la
comunicacion serd mas eficiente.

Se tiene que un hipercubo Q,; posee d arboles genera-
dores ajenos por aristas y con las aristas sobrantes se forma
una trayectoria de longitud d; para generar esos d drboles se
aprovecha la estructura de la red (hipercubo), [2].

Diseiio de un Algoritmo. La estrategia es simple: Iniciamos
desde la dimensién de menor orden hasta la de mayor orden,
consecutivamente, en d iteraciones. Durante la primera itera-
cién, Py manda una copia de X a P; usando el enlace entre
ellos, (P, Py); durante la segunda iteracién, Py y P envian
copias de X a P, y P3, respectivamente, utilizando los enlaces

X X x x
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Figura 6. Difusion de la Informacién en Q3.

(Py,P2) y (P1,Ps); y asi sucesivamente, [9].
En la Figura 6 se ilustra graficamente cémo se va difun-
diendo la informacién, iteracion por iteracion sobre Q3.

2.3 Encajes o Inmersiones

En esta seccidn, analizaremos el problema de mapear
otras topologias (anillos y mallas) en el hipercubo. Dada una
grifica G = (V,A) con |V| < 29, asignamos los vértices de la
gréfica a los nodos del hipercubo de modo que todo vértice
adyacente en la grafica corresponda a nodos adyacentes en el
d—cubo. Existen principalmente dos razones por las cuales
tales asignaciones son importantes: (1) Algunos algoritmos
pueden ser desarrollados para otra arquitectura para la cual
funciona perfectamente. Entonces se podria aplicar el mismo
algoritmo con un poco de esfuerzo de programacién. Si la
arquitectura original se puede mapear en el hipercubo, éste
serd ficil de lograr. (2) Un problema dado puede tener una
estructura bien definida que conduce a un patrén particular
de comunicacién. El mapeo de la estructura puede resultar
en un ahorro sustancial en el tiempo de comunicacién. Si la
malla estd perfectamente mapeada en el hipercubo, entonces
sOlo se requiere comunicacién local entre los nodos del hi-
percubo lo que resulta en ahorros importantes en tiempos de
transferencia.

2.3.1 Inmersion sobre anillos y arreglos lineales

Dado un anillo con 2" vértices, consideremos el proble-
ma de asignar sus vértices en los nodos de un hipercubo de
tal manera que se preserven las adyacencias entre los no-
dos. Otra forma de ver este problema es buscando un ciclo
de longitud N = 2" que pase por cada nodo una y sélo una
vez, es decir, buscamos un ciclo hamiltoniano en un hipercu-
bo. Si numeramos los nodos de un hipercubo de modo que
dos nodos vecinos difieren en uno y sélo un bit, un circui-
to hamiltoniano simplemente representa una secuencia de
nimeros binarios de 7 bits tales que cualesquiera dos nime-
ros sucesivos tienen solo un bit diferente de modo que todos
los nimeros binarios de n bits serdn representados. Las suce-
siones binarias con estas propiedades son llamadas Cédigos
Gray. Hay distintas formas en las cuales un cédigo Gray pue-
de ser generado pero el método mas conocido es el Cédigo
Gray Reflejado, se construye de la siguiente manera: Comen-
zamos con la sucesion de los dos nimeros de un bit, 0 y 1;
éste es un cédigo Gray 1-bit. Para construir un cédigo Gray
2-bit tomamos la misma sucesién e insertamos un O en fren-
te de cada nimero, después tomamos la sucesién en orden
inverso e insertamos un 1 en frente de cada niimero. As{, ob-
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Figura 7. Mapeo de un Anillo sobre el Hipercubo

tenemos las sucesiones: G| = {0,1}, G, = {00,01,11,10} y
G3 ={000,001,011,010,110, 111,101,100}

De manera general, sea Gf? la sucesion obtenida a partir de
G; invirtiendo el orden de las entradas y por 0G; a la sucesién
obtenida al poner un 0 a cada elemento de la sucesién. Andlo-
gamente para 1G;. Asi, el cddigo Gray puede ser generado de
manera recursiva por: G, = {0G,, IGX}.

Los cédigos Gray nos permiten mapear anillos, cuyas
longitudes son potencias de 2, en hipercubos. Supongamos
ahora que tenemos un anillo de longitud ¢ que queremos
mapear en un hipercubo. Primero, observemos que el mapeo
es posible sdlo cuando ¢ es par ya que de acuerdo con el
Teorema 1, un hipercubo no admite ciclos de longitud impar.
Por lo tanto, suponemos que 4 < ¢ < 2", El problema es
encontrar un ciclo de longitud ¢ en el n—cubo, donde ¢ es par.

Seam = (¢{—2)/2 y denotamos por G,_;(m) el Cédigo
Gray (n— 1) bits que consta de los primeros m elementos de
G,—1. Entonces, un ciclo que tiene la propiedad deseada es el
siguiente: {0G,_1(m),1G,_1(m)R}.

Cuando ¢ = 2", se obtiene un caso particular de la férmula
Gi1 = {0G,, 1GR}. Asi, podemos afirmar lo siguiente.
Proposicion 1. Un anillo de longitud ¢ puede ser mapeado en
el n—cubo cuando £ es pary 4 < /¢ <2" [13].

Por ejemplo, en Figura 7 el anillo de dimension 8, genera-
do por el cédigo Gray, es incrustado en el 3—cubo y cumple
que 4 < 8 <23

Es facil realizar la inmersion de un arreglo lineal, en lugar
de un anillo, en el n—cubo. Es suficiente mapear los nodos
del arreglo lineal Py, Py, ..., P, de longitud arbitraria [ < 2",
sucesivamente, en los nodos go, g1, ..., g/ del n—cubo. Dado un
arreglo lineal de longitud arbitraria ¢, el n—cubo de dimensién
mas pequefia en el cual puede ser mapeado es el cubo de
dimensioén n = [log, (¢4 1)].

2.3.2 Inmersion de Mallas en el Hipercubo

La inmersién de mallas, de cualquier dimension, en el
hipercubo es una de las propiedades més atractivas de la to-
pologia del n—cubo y es una de las razones principales por la
cual la arquitectura del hipercubo esxitosa. También usa Cédi-
gos Gray. Sea M = my X mp X - -- X mg una malla en el espacio
d—dimensional R?, ademds presuponemos que el tamafio de
la malla en cada direccidn es una potencia de 2; es decir, para
cada i,m; =2Pi. Sean = p; + pr+---+ pg y consideremos
el problema de mapear los vértices de la malla en el n—cubo,
de tal manera que se asigne un vértice de la malla a un nodo
del n—cubo. Observemos que tenemos los nodos suficientes
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Figura 8. Mapeo de una Malla sobre el Hipercubo

para acomodar un vértice de la malla por nodo en el n—cubo.

Entenderemos por mapeo de la malla en el cubo a la
asignacion de vértices de la malla en los nodos del n—cubo,
de tal manera que la propiedad de preservar adyacencias se
conserve, es decir, tal que dos vértices vecinos en la malla son
asignados a nodos vecinos en el n—cubo.

A continuacién se ejemplifica el proceso de inmersion.
Consideremos una malla bi-dimensional y de 8 x 4; es decir,
tenemos d =2, p; = 3, p> =2, n = p1 + p» = 5. Un nimero
binario A de cualquier nodo del 5-cubo lo podemos separar
en dos partes: sus primeros 3 bits y sus ultimos 2 bits, lo
cual escribimos de la siguiente forma: A = by,b>,b3,c1,¢2
donde b; y c; son bits 0 6 1. Se desprende de la definicién
del n—cubo que cuando los dos dltimos bits son fijos, los 271
nodos resultantes forman un p; —cubo, con p; = 3. Del mismo
modo, cada vez que fijamos los primeros tres bits obtenemos
un pr—cubo. Entonces el mapeo es claro. La eleccién de un
cédigo Gray de 3 bits para la direccién X y un cédigo Gray
de 2 bits para la direccién Y, el vértice (x;,y;) de la malla es
asignado al nodo by,by,b3,c1,c, donde by, by, b3 es el codigo
Gray de 3 bits para x;, mientras cjc; es el cédigo Gray de 2
bits para y;.

El mapeo se ilustra en la Figura 8 donde se obtiene el
nimero de nodo binario de cualquier vértice de la malla me-
diante la concatenacién de sus coordenadas binaria x y y.
Por ejemplo, el nodo A = 00101 del 5—cubo, se mapea al
vértice (001,01) de la malla. También se ilustran los nodos
B=00111y C=01010

Asi, si llamamos sucesion Gray a cualquier subsucesion

de un cédigo Gray, observamos que cualquier columna de
la malla forman una sucesién Gray y cualquier renglén de
puntos de la malla forma una sucesién Gray. Entonces nos
referimos a los cddigo antes definidos como 2D-cédigo Gray.
Se tiene el siguiente resultado.
Teorema 3. Cualquier malla M =m X my X --- X mg enel es-
pacio d—dimensional R?, donde m; = 27 puede ser mapeada
en un n—cubo donde n = p; + p2 + - - - 4+ py. La numeracién
de los vértices en la malla es cualquier numeracién de tal
manera que su restricciéon a cada i—ésima variable es una
sucesion Gray, [13].

3. El Hipercubo Aumentado

El Hipercubo aumentado es una variante del Hipercubo,
a 0, se le agregan aristas complemento; Esto es, los vertices
con etiquetas x y X estardn unidos por una arista. Por ejemplo,



150

Las Redes de Interconexion y La Teoria de Graficas

Figura 9. Hipercubo aumentado AQ3

en Q3 estdn las aristas (000, 111) y (001,110).

Sea n > 1. El cubo aumentado AQ,, de dimensién n tiene
2" vértices, cada vértice es una n—ada de elementos en {0,1}.
Definimos AQ; = K. Para n > 2,AQ,, se obtiene tomando
dos copias del cubo aumentado AQ,,—1, denotadas por AQB_ 1
y AQ}FI, y agregando 2 x 2"~ ! aristas entre las dos copias
quedando: V(AQ° ) = {0,a2,a3,....an : a; =0 0 a; = 1}
y V(AQ,IHI) = {1,]92,]73,...,17” :bi=00b; = 1}. Un vérti-
ce A =0,a3,as,...,a,, de Angl’
B=1,by,b3,...,b,, deAQ},_l, siysélosiparatodai,2 <i<n,
se cumple (1) a; = b;, en este caso, AB es una arista del hi-
percubo, 6 (2) a; = b;, aqui, AB es una arista complemen-
to. La construcciéon recursiva de AQ,, se representa como:

AQy =AQ, | 0AQ,_,. [6].
La Figura 9 presenta dos ilustraciones de AQs.

estd unido a un vértice

3.1 Propiedades del Hipercubo Aumentado

El hipercubo aumentado AQ,, es una gréfica simétrica por
vértices, es (2n — 1)—regular, es (2n — 1)—conexa y, ademds,
es una grafica de Cayley.

Algunas propiedades, dadas por Choudum y Sunitha [6],
del hipercubo aumentado AQ,, se resumen en los siguientes
resultados
Teorema 4. Sea AQ, un hipercubo aumentado.

(1) El didmetro de AQ,, es [n/2], Vn > 1; (2) Entre cuales-
quiera dos vértices x,y € V(AQ,) existen 2n — 1 trayectorias
internamente disjuntas de x a y, para n > 4. (3) Se tiene que
K(AQ1) =1, k(AQ») =3, k(AQ3) =4y x(AQ,) =2n—1,
paran > 4.

Teorema 5. Sea AQ, un hipercubo aumentado.

(1) Para toda n > 2, el hipercubo aumentado AQ, contiene
un 2k—ciclo para cada k,2 < k > 2n=1.(2) Paran > 3, AQ,
contiene dos arboles binarios completos ajenos por aristas
sobre 2" — 1 vértices y cuya raiz estd en O". (3) Paran > 3,
AQ, contiene n — 1 arboles generadores ajenos por aristas
(S1,..-,8,—1) y con las aristas restantes se forma un drbol R,,.

Se ilustra el Teorema 5, con Figura 10 el inciso (2) y con
la Figura 11 el (3).

3.2 Algoritmos para el Hipercubo Aumentado

Un algoritmo de enrutamiento para AQ, utiliza la ruta
mads corta entre cualquier para nodos. En particular, usa el
siguiente resultado, [6].

oo ool
141
1
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m m

10 101 10 m 1o 101

011 111

110
111

Figura 10. Arboles Binarios ajenos por aristas de AQ3

000 10

Figura 11. Arboles S;,5, y R, de AQ3

Teorema 6. Sea x,y € V(AQ,) =V (AQ? ,)oV(AQ) ). (1)
Six,ye€ V(AQ;L1 ), existe una ruta mds corta de x a y en AQ,
tal que todos sus vértices estdn en AQS_1 y andlogamente para
AQ!_|.(2)Seanx € V(AQY_|)yy€V(AQ}_,), entonces (2i)
existe una (x,y)—ruta mas corta en AQ, con todos sus vértices
en AQ}Hl, excepto x. (2ii) existe una (x,y)—ruta mds corta en
AQ,, con todos sus vértices en AQS_I, excepto y.

3.2.1 Algoritmo de Enrutamiento para AQ,.

Se usa el teorema anterior para enviar un mensaje desde un
vértice origen S a un destino D = (d},da, ...,d,), a través de la
(S,D)—ruta mds corta. Mientras el mensaje se envia a lo largo
de la trayectoria, un vértice activo C = (cy, ..., ¢, ) realiza las
tres tareas siguientes: (1) Calcula [C @, D] = (¢ ®2d1,c2 @2
dyy...;cn @2 dy). (2) Busca en [C @, D] el menor indice tal
que ¢;®2d; = 1. (3) Si (ci+1 B2di+1 = 0) entonces cambia la
i—ésima entrada de C, ¢; por d;; envia el mensaje al siguiente
nodo activo C' = (dy,...,d;, Ciy1,-.-,¢n). Si(civ1 ®adir; = 1)
entonces cambia la i—ésima entrada de C, ¢; por d;; envia el
mensaje al siguiente nodo activo C' = (dy,...,d;,Cir 1, -, Cn)-

Por ejemplo, un enrutamiento de 000000 a 101011 en
AQg, seria 000000 — 100000 — 101000 — 101011

3.2.2 Difusion de la Informacion para AQ,..

El algoritmo de difusién de la informacién para cubos
aumentados es similar al algoritmo para hipercubos. Como
AQ, es una grifica simétrica por vértices, basta describir el
algoritmo con origen en el 0" = 00- - -0, (n veces).

El algoritmo inicia enviando el mensaje desde 0" a todas
las aristas incidentes a él. Se etiquetan todos los nodos y
aristas cuyo vértice inicial es 0". Después, mientras exista un
vértice x = OA, 2 <k < n, tal que x; ;| = | e ingrado 1, en
paralelo, envia el mensaje desde x a través de las aristas que
no estan etiquetadas incidentes a él, [6].

La Figura 12 ilustra el algoritmo. Este algoritmo toma
[n/2] pasos para trasmitir el mensaje a todos los vértices al
mismo tiempo. En comparacién con el hipercubo el nimero
de vértices que reciben el mensaje a la vez es mayor.
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Figura 12. Difusion de la Informacién en AQ4.

4. Conclusiones

Durante el desarrollo de este documento revisamos pro-
piedades topoldgicas y algoritmicas del Hipercubo y algunas
de sus variantes del Hipercubo.

En redes de interconexion, la simulacién de una arquitec-
tura por otra es importante. El problema de la simulacién de
una red por otra se modela como un problema de inmersién en
gréficas. Las redes de ciclos o trayectorias son adecuadas para
el disefio de algoritmos sencillos con bajos costos de comuni-
cacion. Estos han motivado a un gran nimero de investigacion
en los caminos o ciclos que son inmersibles en otras redes de
interconexion.

Se ha observado que el Hipercubo y sus variantes tienen
estructuras recursivas, y asi todas las pruebas proceden de
resultados conocidos y aplicando induccién sobre el orden de
la gréfica. En el proceso de las demostraciones, para probar
la base de induccién en gréficas cuyo orden es pequefio, re-
gularmente se utiliza la observacion o verificacion directa; en
la hipdtesis de induccién es la construccién de un camino o
de un ciclo requerido por algunas propiedades estructurales
de las gréficas. Asi, algunos investigadores, consideran que la
clave de estudiar problemas de inmersién de ciclos y trayecto-
rias tanto en el Hipercubo como en sus variantes y, en general,
en otras graficas.

Algunas aportaciones importantes de la Teorfa de Gréficas
a las Redes de interconexién son: (1) El disefio de algoritmos
de comunicacion éptimos: Si sabemos que el didmetro de la
grafica es pequefio, podemos tomar ventaja de ello; de igual
forma si sabemos que se tienen estructuras ajenas por aristas,
como arboles generadores, ciclos hamiltonianos o trayectorias.
(2) Alta Confiabilidad: las propiedades de la grafica garan-
tizan el comportamiento de la red. (3) Rica estructura: Las
propiedades de inmersion garantizan que se puede modificar
levemente un algoritmo al cambiar de arquitectura. La des-
composicion de la grafica en arboles, trayectorias, ciclos y
otras subgraficas facilitan no sélo el disefio de algoritmos sino
también la demostracién y verificacién de propiedades.
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