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Resumen
En este trabajo se presenta un nuevo algoritmo que permite dada
una matriz invertible, con sus elementos pertenecientes al cam-
po de Galois GF(p), p—primo, obtener su inversa. El algoritmo
transforma la matriz escrita en su forma clasica, en polinomios
y elementos del campo GF(p), a partir de los cuales se calcula la
inversa de la matriz. La ventaja de este algoritmo, con respecto
a otros algoritmos, es que permite resolver el sistema de ecua-
ciones X = YA-1 con Y y A conocidos, donde A € GLn(GF(p))1
y X, Y € (GF(p))n, sin necesidad de calcular explicitamente la
matriz inversa, sino utilizando los polinomios asociados a la ma-
triz A. El algoritmo esta implementado en lenguaje Mathematica.
Palabras clave: Polinomios primitivos, sistemas de ecua-

ciones lineales, matriz inversa.

Abstract

In this work we present a new algorithm that allows, given an
invertible matrix defined over GF(p), p-prime, obtain their in-
verse. The algorithm transforms the matrix written in its classi-
cal form into polynomials and elements the field GF(p), starting
from which the inverse of the matrix is calculated. The advan-
tage of this algorithm is that it allows to solve equations sys-
tem in the form X = YA-1, with known Y and A, where A €
GLn (GF(p)) and Y, X € (GF(p))n, with no need to calculate

explicitly the inverted matrix, but using instead the inverted

' GL (GF(p)) - Grupo Lineal General en GF(p).

polynomials associated with to matrix A. The algorithm is im-
plemented on Mathematica language.
Key Words: Primitive polynomials, lineal equation sys-

tems, invertible matrix.

1. Introduccion

En muchas aplicaciones practicas se presenta la necesidad de re-
solver un sistema de ecuaciones lineales en un Campo de Galois
GF (p), p-primo. Reviste por tanto interés practico el desarrollo
de algoritmos eficientes para tales fines.

El objetivo de este trabajo es exponer la implementacion,
en lenguaje Mathematica, de un nuevo algoritmo que permite
dado una matriz invertible, con sus elementos pertenecientes
al campo GF(p), obtener su inversa. El algoritmo resuelve el
sistema de ecuaciones Y = XA cuando se conoce Y y A, donde
A€ GL (GF(p)y X,Y €(GF(p))", sinnecesidad de calcular
explicitamente la matriz inversa.

En el trabajo de Freyre P., Diaz N. y Morgado E. R. (2009)
se presenta este algoritmo en pseudocodigo con su fundamen-
tacion para el caso general en que las matrices se encuentran
definidas en un campo finito arbitrario. En Freyre P. y Diaz N.
(2007) se muestra este algoritmo implementado en lenguaje
Mathematica para el caso particular en que las matrices estan

definidas en el campo GF(2). Las operaciones que se deben

64—



realizar en el algoritmo son el calculo de la inversa de polino-
mios y la multiplicacion de polinomios modulos polinomios
primitivos para polinomios definidos en el campo GF(p).

En el presente trabajo se muestran varios ejemplos de calcu-
lo de la matriz inversa de una matriz invertible A y posterior-
mente dada la matriz A y el vector Y se resuelve el sistema de
ecuaciones X = YA™. Los ejemplos se realizan para matrices
definidas en GF(p) conp=2,3,5,y 7.

2. Desarrollo

Los algoritmos que a continuacion se citan, se encuentran im-
plementados en lenguaje Mathematica y en ambos casos tene-

mos que:

n  Esel grado de la matriz.

lpp Es la lista de polinomios primitivos a utilizarse en el algo-
ritmo, que van en grado descendente desde n hasta 1. Los n
polinomios primitivos seleccionados se calculan a priori y
no hay restriccion en su seleccion. (ver Lidl R. y Niederreiter
H. (1994) y Peterson WW. y Weldon J. E. (1972)).

3. Algoritmo para el calculo
de la matriz inversa

El algoritmo para el calculo de la matriz inversa consta de dos

pasos:

* Algoritmo que expresa la matriz a través de polinomios y
elementos del campo GF(p), p-primo.

* Algoritmo para el calculo de la matriz inversa.

3.1 Algoritmo que expresa la matriz
a través de polinomios y elementos de GF(p)

Programacion del algoritmo:
m Esla matriz a la que se le va a calcular su inversa.

vbe Son los valores de los elementos del campo GF(p) y de los
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coeficientes de los polinomios definidos en el campo GF(p)

asociados a la matriz m.

Clear[Creavbc]

Creavbcn , 1 , v_, vbc , lpp 1] :=
Block[{x = 0, t, z, y = PadLeft[{}, nl},
z = lppll[ill[Take[vbc[[il]l, {i, n}ll;
t = lppllilllTakely, {i, n}ll;
If[TrueQ[z[[1]] != tl[1]1], t = lpplli]l]l[Takelv,
{1, n}ll*(z"-1);
If[TrueQ[t == 0], t = lppll[il]l[Takely, {i,
n}lll;
x = lppl[l]l][Takel[v, {1, i - 1}11 -
lppl[1l]][Takelvbc[[i]], {1, 1 -

L 1*lep 11101 00{1}11;
1;
If[TrueQ(x == 0], x =
n]ll;
Return[Join[Take[x[[1]], {1,
tll11111;

lppl[1l]][PadLeft[{},
i - 1},
]

Clear([Fpolinomial]

Fpolinomialln , m , lpp ] :=
Block[{vbc = {}, i, j, vec, y = PadLeft[{}, nl},
For[j = 1, j <= n, J++
i = 0; vec = m[[J]];
While[(i = 1 + 1) < 7,
vec = Creavbc[n, i, vec, vbc, lppl;
If[Take[vec, {i, n}] == Takely, {i, n}],

Print[“Werifique si la matriz es
inversible.”]; Return|y]]
17
If[Take[vec, {i, n}] == Takely, {i, n}],
Print[“Werifique si la matriz es inversi
ble.“]; Returnlyll;
AppendTo[vbc, vec]
1;

Return([vbc];

4. Algoritmo para el calculo
de la matriz inversa

Programacion del algoritmo:

vbc Son los valores de los elementos del campo GF(p) y de los
coeficientes de los polinomios definidos en el campo GF(p)
asociados a la matriz anterior.

m Es la matriz inversa.

Clear[ILDb]

Itbln , i , v_, vbc _ , 1lpp ] :=
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Block[{x, t, =z},
t = lppl[[i]l][Takelv, {i, n}]1*(1pp[[i]][Take[-
vbe[[i]], {i, n}11"-1);
If[TrueQ[t == 0], t =
+ 1 - 11117
lppl[1]][Take[v, {1, i - 1}]] -
lppl[1]][Take[vbc[[i]], {1,
1 1*1lpp [ [1IILEII1II00{1}11];

lppl[[i]]l[PadLeft[{}, n

X =
i -

If[TrueQ[x == 0], x = lppll[l]][PadLeft[{},
n]ll;
Return[Join[Take[x[[1]], {1, 1 - 1}], t[[1]]11];

]

Clear[Invmatriz]

Invmatriz[n , vbc , lpp ] :=

Block[{m = {}, v = IdentityMatrix[n], i, 7j,
vec},
For[j =1, j <= n, Jj++,
i = 0; vec = v[[jll;
While[(i = 1 + 1) < n + 1,vec = ILb[n, i,

vec, vbc, lppll:
AppendTo[m, vec]
1;

Return[m];

5. Algoritmo para resolver
la ecuacion X = YA™ conociendo
los valores de la matriz a y el vector Y

Programacion del algoritmo:
y Valor del vector Y.
m Es la matriz A.

x Valor del vector X.

Clear[Resolver]

Resolver[n ,m _,y ,lpp I:=

Block[{vbc, 1, x},
vbc=Fpolinomial[n,m,lppl;
If[TrueQ[vbc PadLeft[{},n]],Prin-
t[«Verifique si la matriz
inversible.”];Return[vbc]l];
1i=0;x=y;While[(i=i+l)<n+l,x=ILb[n,i,x,vbc,1-
ppll;
Return[x];

En los algoritmos anteriores se han utilizado las funciones pro-
pias del lenguaje Mathematica para el calculo de la inversa de
polinomios y la multiplicacion de polinomios médulos poli-
nomios primitivos, pero en una implementacion especifica se

puede aumentar la velocidad de procesamiento utilizando los

algoritmos que se reportan en Menezes, Van Oorschot y Vars-
ton (1996) para la multiplicacion y céalculo de la inversa de po-
linomios modulo polinomios primitivos definidos en el campo
GF(p), p-primo, con polinomios primitivos con un niumero mi-

nimo de coeficientes.

Ejemplos:

En los ejemplos que se exponen a continuacion primero se
calcula la matriz inversa de la matriz m y posteriormente dada
la matriz m y el vector Y se resuelve el sistema de ecuaciones
X = Ym™ sin necesidad de calcular explicitamente la matriz
inversa. Los polinomios primitivos utilizados en los ejemplos
fueron tomados de la tabla C.2 de Peterson W. W. y Weldon J.
E. (1972) para p =2y de la tabla F de Lidl R. y Niederreiter H.
(1994) parap=3,5y 7.

Ejemplos:
1. Calculo de la matriz inversa de la matriz m definida en

GF(2) que se expresa a continuacion:

0110011001
0111011011
0110100100
0011011111
0101000001
0000000011
0100101000
1000110001
0011101000
1101000001

Los polinomios primitivos son: 1 + 2% + 2% 1 + 2' + 2%
1+ + ot +a% 1+ +2 L+ +ab L+ a2+ 2% L+ o+ o
l+z+z1+z+2%51+o

<<Algebra'FiniteFields’

lpp = {(GF[2,{1,0,0,1,0,0,0,0,0,0,1}],GF[2,{1,0,0,0,1,0,0,0,
0,11,GF(2,{1,0,1,1,1,0,0,0, 1}1,GF(2,{1,0,0,
1,0,0,0,1}1,GF(2,{1,1,0,0,0,0,1}1,GF[2,{1,0,1,
0,0,1}1,GF[2,{1,1,0,0,1}],GF[2,{1,1,0,1}],

GF[2,{1,1,1}],GF[2,{1,1}]}

{{o,1,1,0,0,1,1,0,0,1},{0,1,1,1,0,1,1,0,1,1},{0,1,1,0,

1,0,0,1,0,0},{0,0,1,1,0,1,1,1,1,1},{0,1,0,1,0,0,0,0,

0,1},{0,0,0,0,0,0,0,0,1,1},{0,1,0,0,1,0,1,0,0,0}, {1,

9,0,0,1,1,0,0,0,13,¢0,0,1,1,1,0,1,0,0,0},{1,1,0,1,0,

0,0,0,0,1}}

vbc = Fpolinomial[l0,m,lpp];

t = Invmatriz[10,vbc,lppl;

MatrixForm[%]
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0000100001 y = 0,L1,0,1
x = Resolver[5, m, y, lppl]
1100110000 x = {0,1,0,1,0}
1000101101
0100010111
1111101101
0111001111 3. Calculo de la matriz inversa
0011010101 : :
001110000 de la matriz m deﬁmc}a en .C’}F(?))
1000010111 que se expresa a continuacion
1000000111
02220122022
Resolucion del sistema x = y m ™! utilizando el algoritmo # 2 y 02111122010
teniendo como datos de entrada: la matriz m expuesta al co- 01020211120
mienzo del ejemplo y el vector y: 02000010011
20200200022
y = 11,0,1,1,1,0,0,1,1,1} Lh222121010
x = Resolver[10, m, y, lppl] 11001021000
x = {1,0,1,0,0,1,0,1,1,0} 12212022102
01002102001
20012012011
02011220000
2. Calculo de la matriz inversa Los polinomios srimi ‘
. ] o0s polinomios primitivos son:
de la matriz m definida en GF(2) L4 x4+ x4+ x11: 2 4 X7 4 X7+ X0
quc S€ CXpresa a continuacion T+ + X X5 24X +x5 1+ x4 X0+ X 2+ X5 + X5

1+x2+x*+x%52+x3+ x4 1+ 2x2+x3% 2 +x + x%; 1+x.

00100
01010 <<Algebra'FiniteFields’
11000 lpp = {GF[3,{1,0,0,0,1,0,0,0,0,0,1,1}],GF[3,{2,0,0,0,0,0,0,
00111 1,0,1,1}1,GF[3,{1,0,0,0,0,1,0,1,0,1}1,GF[3,{2,
10111 o,0,0,0,1,0,0,1}],GF[3,{1,0,0,0,1,0,1,1}],
X . L GF(3,{2,0,0,0,0,1,1}],GF[3,{,0,1,0,1,1}],GF[3,{2,0,
Los polinomios primitivos son: 1 + x>+ x% 1 +x +x% 1 +x + 0,1,1}1,GF[3,11,0,2,1}],GF[3,12,1,1}1,GF[3,(1,1)]}
+x3; 1 +x+x2; 1+x. m = {{0,2,2,2,0,1,2,2,0,2,2},{0,2,1,1,1,1,2,2,0,1,0},{0,1,

0,2,02,1,1,1,2,0},{0,2,0,0,0,0,1,0,0,1,1},{2,0,2,0,
0,2,0,0,0,2,2},{1,1,2,2,2,1,2,1,0,1,0},{1,1,0,0,1,0,
2,1,0,0,0},{1,2,2,1,2,0,2,2,1,0,2},{0,1,0,0,2,1,0,2,
0,0,1},{2,0,0,1,2,0,1,2,0,1,1},{0,2,0,1,1,2,2,0,0,0,
0}}

vbc = Fpolinomial[ll,m,lpp];

t = Invmatriz[ll,vbc,lpp];

MatrixForm[%]

<<Algebra'FiniteFields’

lpp = (GF[2,{1,0,1,0,0,1}],GF[2,{1,1,0,0,1}],GF([2,{1,1,
0,1}1,GF[2,{1,1,1}1,GF[2,{1,1}1}

mn = {{0,0,1,0,0},{0,1,0,1,0},{1,1,0,0,0},{0,0,1,1,1},{(1,0,1,1,1}}

vbc = Fpolinomiall5,m,lpp];

t = Invmatriz([5,vbc,lppl;

MatrixForm[%]

21220121100

00011 02101212211

00111 22122122100

10000 12222101202

01111 01020110221

11101 01010120200
10101212011

Resolucion del sistema x =y m ™! utilizando el algoritmo # 2 y 22100112112
teniendo como datos de entrada: la matriz m expuesta al co- 11021101012
. . 02011110211
mienzo del ejemplo y el vector y: 20002220022
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5. Célculo de la matriz inversa
de la matriz m definida en GF(7)
que se expresa a continuacion

Resolucion del sistema x =y m™ utilizando el algoritmo # 2, con da-

tos de entrada: la matriz m del comienzo del ejemplo y el vector y:

y = {21,21,2,00,1,0,0,0}

x = Resolver[ll, m, vy, 1lpp]
X = {2,2,1,1,1,1,0,2,1,0,1} 6 1 3 3 4 2 3 0 0 3
2231513166
’ .. 2242551640
4. Calculo de la matriz inversa 5115169346
de la matriz m definida en GF(5) 2156006141
. .y 2160356616
que se expresa a continuacion 0432266312
3643201451
310440402 1623566455
230242200 2442002344
414200304 ) )
300311440 Los pohnomlos primitivos son:
110111033 343+ X0 +x0 2+ 3+ +x% 3+ x5 4+ + X
422233001
+4+ 5+ 6. +4+ 5. +2+ 3+ 4. + +2+ 3.
301442134 3+x+x+x54+x+ x5 3 2P HxE 2+ xHx2PH X
434003312 34x+x% 24X
013201423

<<Algebra'FiniteFields"

lpp = {GF[(7,{3,0,0,0,0,0,0,0,1,1,1}],GF(7,{2,0,0,1,0,0,0,0,
1,141,G¥[7,{3,0,0,0,0,0,0,1,1}1,GF[7,{4,0,0,0,
o,1,0,1}1,G¥17,{3,0,0,0,1,1,1}],GF[7,{4,0,0,0,
1,1}1,GF[7,{3,0,1,1,1}],GF[7,{2,1,1,1}],GF[7,{

Los polinomios primitivos son:
3HxCHX X3+ +HX+xE 2+ X0+ %2+ x5+ x5

2+x2+x%53+x+x3+ x4 2+ x2+x% 2 +x+ X2 24X,

<<Algebra'FiniteFields"

lpp = {GF[5,{3,0,0,0,0,0,1,1,0,1}],GF[5,{3,0,0,1,0,1,0,0,
1}1,GF(5,{2,0,0,0,0,0,1,1}1,GF[5,{2,0,0,0,0,1,
1}1,GFI[5,{2,0,1,0,0,1}1,GF([5,{3,1,0,1,1}1,

3,1,1}1,GF[7,{2,1}]}
m = {{¢,1,3,3,4,2,3,0,0,3},{2,2,3,1,5,1,3,1,6,6},{2,2,4,2,
5,5,1,6,4,0},{2,1,1,5,1,6,2,3,4,6},{2,1,5,6,0,0,6,1,
4,1},{2,4,6,0,3,5,6,6,1,6},{0,4,3,2,2,6,6,3,1,2},{3,

GF(5,{2,0,1,1}1,GF[5,{2,1,1}],GF[5,{2,1}]} 6,4,3,2,0,1,4,5,1},11,6,2,3,5,6,6,4,5,5},{2,4,4,2,0,
mn = {{3,1,0,4,4,0,4,0,2},{2,3,0,2,4,2,2,0,0},{4,1,4,2,0,0, 0,2,3,4,4}}
3,0,4},{3,0,0,3,1,1,4,4,0},{1,1,0,1,1,1,0,3,3},{4,2, vbc = Fpolinomial[l0,m,lpp];
2,2,3,3,0,0,1},{3,0,1,4,4,2,1,3,4},{4,3,4,0,0,3,3,1, t = Invmatriz[10,vbc,lpp];
2}1{07113/2101114/2/3}} MatrixForm[%}
vbc = Fpolinomial[9,m,lpp];

t = Invmatriz[9,vbc,lpp]; 4414302440
MatrixForm[%] 1521146520
24929243404 0334112034
011201431 5236540661
444132210 4210243140
043032010 5054503362
gigiiif?i 6556542655
eI rEY 6302166520
3311210834 3632015344
104143324 5151635335

Resolucion del sistema z = y m utilizando el algoritmo # 2y ~ Resolucion del sistema z =y m™ utilizando el algoritmo # 2y

teniendo como datos de entrada: la matriz m expuesta al co-  teniendo como datos de entrada: la matriz m expuesta al co-

mienzo del cjemplo y el vector y: mienzo del ejemplo y el vector y:
y = {51615I61512I214I3Il}
x = Resolver[10, m, y, lpp]
x = {3,2,5,5,4,6,6,1,1,1}

y = {3121112’014’1’1’3}
= Resolver[ll, m, y, lpp]
x = {2,1,4,0,1,4,0,3,0}

w
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