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Mecanismos de aceleracion para el algoritmo
prototipo de optimizacion basado en analisis de
intervalos

Acceleration mechanisms for the prototype
algorithm of optimization based on interval analysis

Greter Dominguez Rodriguez'*, Aymée Marrero Severo?, Jorge Luis Rodriguez Pérez?,
Gonzalo Joya Caparrés®

Resumen En la literatura especializada hay gran variedad de trabajos referentes al problema de optimizacién
global que utilizan desde técnicas clasicas hasta heuristicas. Este trabajo presenta una técnica determinista
usada para resolver el problema de la optimizacién global basada en Analisis de Intervalos. En primer lugar se
abordan las caracteristicas fundamentales del Analisis de Intervalo y se explica el uso de esta técnica en la
confeccion del Algoritmo Prototipo de la Optimizacion Global (AP). Posteriormente se presentan 2 mecanismos
implementados con el objetivo de acelerar la convergencia del AP y se realiza el analisis de los resultados
obtenidos en la experimentacion numérica. Por Ultimo se exponen las conclusiones del trabajo.

Abstract In the literature there are many results concerning the global optimization problem using techniques
from classical to heuristics. This paper presents a deterministic technical used to solve the problem of global
optimization based on Interval Analysis. In first place are addressed the basics features of Interval Analysis
and explained the use of this technique in the construction of the Global Optimization Algorithm Prototype (AP).
Subsequently are presented two mechanisms implemented in order to accelerate the convergence of the AP and
are performed the analyzing of the results of the numerical experiments. Finally are exposed the conclusions.
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1. Introduccion

Las posibilidades que ofrece el Analisis de Intervalos para
afrontar el problema de la optimizacién global fueron explo-
tadas por primera vez en el trabajo de Skelboe de 1974 [1],
mejorado en 1976 por [2]. Desde entonces han sido nume-
rosos los trabajos relacionados con el Andlisis de Intervalos
que han tratado problemas de optimizacidn, principalmente
sin restricciones. No obstante, no fue hasta la década de los
90 que el Andlisis de Intervalos tuvo mayor difusién entre
la comunidad cientifica. Esto fue posible al surgir lenguajes
de programacion y software con herramientas implementadas
para el trabajo con intervalos. Algunos ejemplos son FOR-
TRANXSC, también conocido como ACRITH-XSC [3] (una
libreria para FORTRAN 90), C-XSC [4] (una libreria para
C++), Pascal- XSC [5] (una extension del Pascal estandar), e
INTLAB [6] (Interval Laboratory - un toolbox de Matlab que

se puede incorporar desde la versién 5.3), y que es el lenguaje
utilizado en este trabajo para realizar estudios computaciona-
les.

El analisis de intervalos ha sido aplicado con éxito en
campos muy diversos, como en ingenieria quimica, disefio
asistido por ordenadores, sistemas dindmicos y caos, siste-
mas expertos, control de calidad y mecénica de fluidos, entre
otros. Sin embargo, a pesar de su extendido uso, el Algoritmo
Prototipo para resolver problemas de optimizacién basado
en Andlisis de Intervalos tiene un alto tiempo de ejecucién
debido a que su orden es exponencial respecto al nimero de
variables del problema a resolver.

En un intento por mejorar dicho tiempo de ejecucion surge
este trabajo, cuyo objetivo se centra en elaborar mecanismos
de aceleracion para el algoritmo prototipo. El trabajo aborda
dos modificaciones al algoritmo, la primera incorpora técnicas
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numéricas con el objetivo de mejorar los puntos criticos de
su funcionamiento, y la segunda utiliza técnicas de programa-
cidén en paralelo de manera que puedan explotarse mejor las
potencialidades del hardware utilizado.

El trabajo esta dividido en cuatro secciones, la primera
dedicada a la Aritmética de Intervalos y las funciones de
inclusion por ser este el concepto que sustenta toda la teoria
del AP, la segunda a explicar el funcionamiento del AP, la
tercera a presentar las técnicas de aceleracion implementadas
y en la cuarta se exponen los resultados computacionales
obtenidos para problemas test de optimizacién global y el
andlisis realizado a partir de dichos resultados. El documento
culmina con la presentacién de las conclusiones donde se
plantean ademas las posibles lineas futuras de investigacién y
finalmente se incluye la bibliografia consultada.

2. Aritmética de Intervalos y Funciones
de Inclusion

El conjunto de los intervalos reales cerrados lo denotare-
mos por I, el conjunto de vectores n-dimensionales de inter-
valos, también llamados cajas, por /. Las letras en negrita
denotaran intervalos, las mintsculas cantidades escalares y
las maytsculas vectores, también llamados cajas. Los cor-
chetes [.] delimitarédn intervalos, mientras que los paréntesis
(.) delimitaran vectores. El subrayado inferior denotara los
extremos inferiores de los intervalos y el subrayado superior
los extremos superiores.

Con esta notacidn, si tenemos que X = (x1,-+,X,) €s una
caja o vector de intervalos reales cerrados, siendo la compo-
nente i-ésima el intervalo x; = @,xﬁ] , podemos escribir que
X = [X,X], donde X = (x1,--%) y X = (X1, %) -

2.1 Aritmética de intervalos

Debido a que los intervalos pueden ser interpretados como
conjuntos, las operaciones aritméticas pueden ser definidas
mediante la siguiente expresion:

xOy = {xOy : xex,y€y}

Donde ® representa una de las cuatro operaciones binarias
bdsicas (4; —;*; /) y x/y estéd definido solo si 0¢y.

Una manera de representar las operaciones aritméticas,
mds cdmoda para realizar una implementacion de las mismas,
es expresarlas en funcién de los extremos de los intervalos
que intervienen en la operacion [7].

Sean x = [x,X], y = [y,¥]:

x+y=[x+y,x+5]
xxy = [min {xy,x5, Xy, 55} ,max {xy, 47, %y, 7y }]
xfy=xx[1/5,1/y], si 0gy

Las operaciones aritméticas sobre cajas o vectores de in-

tervalos son las extensiones naturales de las definidas sobre
vectores reales.

2.2 Funciones de Inclusion

El concepto clave en el desarrollo de la teoria de la opti-
mizacion basada en Andlisis de Intervalos es el de funcién de
inclusion [8].

Definicion 1 Sea DCR" un conjunto cualquiera, f: D — R
una funcion definida sobre él. I" (D) = {X : X€I",XCD} el
conjunto de los vectores de intervalos contenidos en D . Una
funcion f : I"(D) — I se dice que es una funcion de inclusion
de f si

[fX)={f(X): XeX}Cf(X) vXeI'(D) (D)

La utilidad de las funciones de inclusion radica en que
podemos obtener directamente cotas inferiores y superiores
de f sobre cualquier caja X en el dominio de f tomando f(X)

y f(X), respectivamente (véase figura 1).

Las funciones de inclusion de funciones vectoriales se
definen de forma andloga. En tal caso, la condicién (1) debe
ser satisfecha en cada componente.
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Figura 1. Obtencidn de cotas a través de funciones de
inclusion.

Para las funciones /& predeclaradas en los lenguajes de
programacién (como la exponencial, el seno, etc.), es facil
obtener funciones de inclusién 4, ya que los intervalos de mo-
notonia de dichas funciones son conocidos, y se puede tomar
h(x) = h*(x) para cualquier x€/ en el dominio de 4 . De he-
cho, cualquiera de los lenguajes de programacién FORTRAN-
XSC [3], C-XSC [4], Pascal-XSC [5], INTLAB [6] asi como
otros lenguajes preparados para el cdlculo cientifico, disponen
de funciones de inclusion predeclaradas & para cada una de
las funciones predeclaradas % .

Para una funcion general f(x), x€R", la obtencién de
funciones de inclusion se puede hacer de forma automaética
con el uso de la aritmética de intervalos y de dichas funciones
de inclusién predeclaradas.

3. Algoritmo Prototipo

Para la presentacion del AP de la optimizacién global,
consideraremos el problema de optimizacién dado por:

minf(x)
sa. g (x)<0,j=1,---r 2)
xeXoel"
Donde f,g;: DCR" — R, j=1,---,r, son funciones cua-
lesquiera, y XoCD es una caja o vector de intervalos que
contiene al conjunto donde se quiere buscar el ptimo.
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Este problema es necesario reformularlo de forma tal que
se pueda usar la teorfa de Anélisis de Intervalos para hallar
su solucion, para ello transformamos la funcién objetivo y
las restricciones del problema en sus respectivas funciones
de inclusién, de manera que el problema a resolver por el AP
quedaria planteado de la siguiente forma:

minf(X)
sa. gi(X)<0,j=1,--,r 3)
XCXoel"

El AP sigue un esquema de ramificacién y acotacién. Co-
mienza dividiendo la caja inicial X en varias subcajas, de
estas subcajas son eliminadas las que se tiene la certeza de
que no contienen puntos de minimos globales, mientras que
las restantes son almacenadas en una lista de trabajo para una
posterior subdivision. Este proceso se repite hasta que las ca-
jas en la lista de trabajo tienen un ancho menor que una cierta
tolerancia prescrita, denotada por €. Como en todos los algo-
ritmos de ramificacién y acotacidn, su costo computacional
es de orden exponencial respecto a la cantidad de variables
y estd determinado por el andlisis de las cajas resultantes del
proceso de subdivisidn en cada iteracion.

En forma de pseudocédigo, el algoritmo quedaria como
sigue:

Algorithm 1 Pseudocddigo del algoritmo prototipo

1: Y+ Xo,L; < 0,L; < 0
2: Elegir las direcciones coordenadas a lo largo de las cuales
realizar la subdivision de Y;
3: Subdividir Y perpendicularmente a las direcciones ele-
gidas, realizando un determinado nimero de cortes a lo
largo de cada direccioén;
Sean Y7, - - -, ¥; las subcajas obtenidas;
fori=1tosdo
if ¥; no tiene puntos 6ptimos then
Eliminar Y;;
else
Almacenar Y; en la lista de trabajo L;, siguiendo
algun criterio de ordenacién;
10:  end if
11: end for
12: if L, = @ then
13:  return
14: end if
15: Seleccionar una caja de L; y eliminarla de dicha lista.
Denotemos por Y dicha caja;
16: if (Y —Y) < € then
17:  Adicionar Y en la lista L; de las cajas solucién e ir al
paso 16;
18: else
19:  Iral paso 2
20: end if

D A A

Los métodos para rechazar una subcaja corresponden a
pruebas de seleccion, entre ellas las mds importantes son el

test de factibilidad y el test de punto medio que se describen a
continuacién, aunque también existen otras tales como: test de
monotonia y test de concavidad, para los cuales es necesario
el uso de diferenciacién automatica.

3.1 Test de factibilidad [8]:

Definicion 2 Se dice que una caja Y CXy cumple (con cer-
teza) la restriccion g (Y) <0si g; (Y) < 0y que la incumple
(con certeza) si gj(Y) > 0.

Esta definicion se justifica gracias al concepto de funcién
de inclusién (ver definicién 1).

Definicion 3 Una caja Y se dice (ciertamente) factible si
cumple (con certeza) todas las restricciones del conjunto
factible, (ciertamente) infactible si incumple (con certeza)
alguna de las restricciones que definen el conjunto factible, e
indeterminada en otro caso.

Asi pues, las cajas Y para las que algtin g; (Y) > 0, pueden
ser eliminadas por ser infactibles.

3.2 Test de punto medio [8]:

En el transcurso del algoritmo, la funcién objetivo f es
evaluada en distintos puntos factibles. El menor valor obtenido
en dichas evaluaciones en un momento dado f es una cota
superior para el valor 6ptimo f* del problema. Si para una
cajaY, f(Y) > f entonces la caja Y puede ser eliminada,

ya que ningtn punto de dicha caja mejora el valor f esto
esta garantizado gracias al concepto de funcién de inclusién
(ver definicién 1).

Este test es conocido como el test de punto medio porque
lo habitual para intentar mejorar el valor de f durante en
algoritmo es evaluar la funcién f en el punto medio de la
caja elegida para ser subdividida (si este punto es factible),

y actualizar entonces f como f = min {f, f(m (Y))} . No
obstante, también seria véalido utilizar cualquier otro punto
factible yeY .

4. Técnicas de Aceleracion

4.1 La optimizacion numéricay el test de punto me-
dio

A lo largo de la ejecucion del algoritmo, la funcién ob-
jetivo f es evaluada en diferentes cajas factibles. Como se
habia explicado ante@ormente, el menor valor obtenido en
dichas evaluaciones f constituye una cota superior para el
valor optimo del problema y es empleado por el test del punto
medio para decidir si una caja es descartable o no.

Como el valor f es un punto, y no un intervalo, resulta
entonces valido plantearse el problema de emplear algtn al-
goritmo de optimizacién numérica que permita obtener con
rapidez valores de f tan bajos como sea posible y de esta
manera hacer mas efectivo el test del punto medio.

Para resolver este problema de optimizacién, seleccio-
namos dos métodos numéricos cldsicos que convergen a un
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minimo local de la funcién objetivo, el Método de maximo
descenso y el Método Cuasi-Newton con las correcciones
DFP y BFGS [9].

4.2 Paralelizacion del algoritmo

El paso 4 del AP, se basa en el andlisis de una coleccién
de cajas, a las que deben aplicarse un conjunto de test, con
el objetivo de descartarlas o preservarlas. Este paso puede
reformularse de forma mas detallada como sigue:

Algorithm 2 Reformulacién del paso 4

1: fori=1tosdo

2:  Aplicar alacajay; el test T1(X). Si la caja no pasa el
test, eliminarla;

3:  Aplicar ala caja ¥; el test T5(X). Si la caja no pasa el
test, eliminarla;

5:  Aplicar ala caja ¥; el test T (X). Si la caja no pasa el
test, eliminarla;

6:  Sila caja ha pasado satisfactoriamente todos los test.
Guardarla en la lista de trabajo L; y pasar a analizar la
siguiente caja;

7: end for

Al analizar lo anterior, es claro que cada iteracion se re-
sume en la aplicaciéon de un conjunto de k test (funciones)
independientes unas de otra, sobre una misma caja. Por tanto,
se decidi6 ejecutar concurrentemente cada uno de esos test.

Para realizar este proceso de optimizacion se implement6 un
esquema de paralelizacién Jefe/Trabajador (Manager/Worker)
[10] que es utilizado cuando un problema puede ser dividido
en un conjunto de tareas que los trabajadores (workers) pue-
den procesar sin necesidad de comunicarse entre si, es decir;
las tareas son independientes.

La caracteristica mas importante de este modelo es que
cada trabajador se comunica exclusivamente con el proceso
jefe (manager) y no tiene informacién acerca de lo que otros
trabajadores hacen.

El esquema implementado es el siguiente:

Algorithm 3 Esquema Paralelo

1: Sea P una lista que contiene un niimero s de cajas, y sea
un conjunto de funciones test 71 (X), T (X),...,Tx (X);

2: P+ Ly

3: fori=1tosdo

4:  Crear k procesos subordinados, cada uno de los cuales
encapsula una funcién test 7; (X);

5:  Asignar a cada proceso la caja analizada de la lista P;
Ejecutar todos los procesos de manera concurrente;

7. Recopilar los resultados devueltos por cada uno de los
procesos;

8:  Afadir la caja a la lista L, si pasé satisfactoriamente
todos los test;

9: end for

5. Resultados Computacionales

Se muestra una seleccion de los resultados obtenidos para
una serie de problemas clésicos, con el objetivo de validar la
eficacia de las diferentes técnicas de aceleracion aplicadas al
AP original.

5.1 Problema 1

5
minf(x) = — Y ksin[(k+ 1)x+K]
k=1

15

10

-10

_15 s ' L 1 L s s L s
-10 -8 -5 -4 -2 o 2 4 =3 8 10

Figura 2. Representacion gréifica de la funcién f dada por
Schubert en [11]

Como intervalo inicial para el algoritmo se tomé [—10; 10]
en el cual la funcién presenta 3 minimos globales como se
puede apreciar en la figura 2, y como cota para las condiciones
de parada e = 1074 .

Con esta configuracidn los resultados alcanzados se mues-
tran en la tabla 1.

Tiempo de ejecucion (seg) &

5.57 m Algoritmo paralelo

Algoritmo mejorado TN

107 M Algoritmo prototipo

Total cajas analizadas 162

197

0 5‘0 1(‘]0 15';0 260
Figura 3. Representacion grifica del comportamiento del
algoritmo original con respecto al algoritmo mejorado
mediante técnicas numéricas y al algoritmo paralelo para el
problema 1.

El algoritmo ofrece como resultado tres intervalos que con-
tienen los puntos de minimos globales y ofrecen una estima-
cién del valor 6ptimo con una precisién menor que £ = 1074 .
En la figura 3 que ilustra su comportamiento se puede apreciar
una ligera disminucién en el tiempo de ejecucion al aplicar
técnicas de optimizacién numérica. Esta disminucién estd da-
da por el hecho de que el test del punto medio resulta més
efectivo, por lo tanto se eliminan mas cajas en las primeras
etapas del algoritmo, y esto provoca una disminucién apre-
ciable en el total de cajas que se generan a lo largo de toda
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Tabla 1. Resultados para el problema 1.

Puntos 6ptimos

Intervalos resultantes

Valor 6ptimo  Valor resultante

X1 =—6,7745  x€[—6,7746;—6,7745 ] —12,0312 —12,0312
x, =-0,4914  x€[—-0,4914;—-0,4913] —12,0312 —12,0312
x3=5,7918 X€[5,7918;5,7919] —12,0312 —12,0312
la ejecucién. Sin embargo el algoritmo paralelo resulta lige-
ramente superior al mejorado mediante técnicas numéricas _ o 1231“
debido a la reduccién en el tiempo de ejecucidn. Tiempo de ejecucion see) | - @ Agoritmo parailo
Algoritmo mejorado TN
5.2 Problema 2 683 m Algoritmo prototipo
Total cajas analizadas 683
683
0 Z(‘JO 4(‘)0 6[‘)0 8(;0

1
minf (x) = 2x} — 1,05x] + 3 x5 — x1x0 + X3

Esta funcién es conocida como funcion camello de tres joro-
bas [12]. La funcioén tiene un minimo global en el origen de
coordenadas, dos minimos locales en [+1,75,40,87] y dos
puntos de ensilladura en [+1,07,+0,535]. En la figura 4 se
muestra el grafico de la funcion.

z= 9.769
-1 z=5.846

z= 1923

x=1 x=0 s

Figura 4. Representacion gréifica de la funcién “camello de
tres jorobas™

Para este problema, se considerd la caja inicial [[—10;10];
[—10;10]] y como cota para las condiciones de parada € =
10~* .Con esta configuracién los resultados alcanzados se
muestran en la tabla 2.

Tabla 2. Resultados para el problema 2.

Intervalos resultantes
[0,01000;0,01000]
[—0,01000; —0,01000]
[—0,01000;0,01000]
[0,01000; —0,01000]

Punto 6ptimo
[0:0]

En este caso el algoritmo alcanza cuatro intervalos dege-
nerados (Decimos que un intervalo x es degenerado si x = X.
Tal intervalo contiene un solo nimero real x y lo podemos
denotar por dicho nimero) que constituyen una aproximacioén

Figura 5. Representacion gréfica del comportamiento del
algoritmo original con respecto al algoritmo mejorado
mediante técnicas numéricas y al algoritmo paralelo para el
problema 2.

de los puntos 6ptimos con la precision deseada. Este problema
ilustra que el empleo de técnicas numéricas no siempre resulta
beneficioso. En problemas que como este, €l test de punto
medio es poco efectivo, mejorar el valor de la cota superior
del 6ptimo mediante métodos numéricos no produce ningtin
beneficio apreciable; al contrario, se incurre en un pequefio
sobrecosto para el tiempo total de ejecucion del algoritmo. En
cambio el empleo de técnicas de programacion en paralelo si
conlleva una mejora en cuanto al tiempo de ejecucion.

5.3 Problema 3

min f(x) = (x; — 10)* + (x — 20)°
S.a
g1(x)=(x1 =5+ (x,—5)*—100>0
@) =—(x1—6)*+ (x2—5)* +82,81 >0
13 <x; <100
0<x <100

La solucién global conocida para este problema es el punto
x = [14,095;0,84296] que al ser evaluado resulta en un valor
éptimo f(x) = —6961,81381 .

Para las pruebas con las diferentes variantes del algoritmo
se empleé como caja inicial [[13;100];[0; 100]] y como cota
para las condiciones de parada € = 10% .

Con esta configuracion los resultados alcanzados se mues-
tran en la tabla 3.

El resultado alcanzado por el AP para este problema es
igualmente preciso que los ejemplos anteriores, se obtuvieron
cuatro intervalos degenerados que aproximan el 6ptimo de la
funcién con una precisién menor que € = 1074 .

En la figura 6 se puede observar que en este problema, las
optimizaciones numéricas no provocan ninguna mejoria. Esto



6 Mecanismos de aceleracion para el algoritmo prototipo de optimizacion basado en analisis de intervalos

Tabla 3. Resultados para el problema 3.

Intervalos resultantes
[14,0952;0,8432]
[14,0940;0,8409]
[14,0942;0,8414]
[14,0943;0,8416)

Punto 6ptimo
[14,095;0,84296]

Tiempo invertidos en los tests i 3
de punto medio (seg)

2
3,
2
Tiempo invertido en los test de i g
factibilidad (seg) 5 m Algoritmo paralelo
Algoritmo mejorado TN

| Algoritmo prototipo

11.7
Ti total de e i6 12.8
iempo total de ejecucion (seg) ? 153

2
Total cajas analizadas %

L www

0 1(‘)0 260 31‘30 400
Figura 6. Representacion gréafica del comportamiento del
algoritmo original con respecto al algoritmo paralelo para el
problema 3.

se debe a que dichas técnicas, por su naturaleza, no hacen
ningln chequeo de factibilidad sobre los puntos de iteracion,
por lo que pueden convergen a un punto que es minimo local
del problema irrestricto, pero queda fuera del conjunto factible
una vez aplicadas las restricciones.

El algoritmo paralelo resulta ligeramente superior al al-
goritmo original en cuanto a tiempo de ejecucion, lo cual
se evidencia los tiempos de ejecucién de los test paralelos
respecto a sus versiones seriales.

6. Conclusiones

Este trabajo muestra un algoritmo capaz de resolver pro-
blemas de optimizacién global con y sin restricciones, para los
que se precisa encontrar un intervalo que contenga la solucién
Optima con una cierta precision. El algoritmo fue modificado
mediante la adicion de un método numérico de minimizacion,
asi como mediante la aplicacién de un esquema de ejecucion
paralela a muchas de sus operaciones. La incorporacién de
técnicas numéricas no resulta siempre beneficiosa, depende
de las caracteristicas del problema a resolver. Sin embargo la
implementacién usando técnicas de programacion en paralelo
logra disminuir el tiempo de ejecucidn para problemas de todo
tipo. Aun asi, el tiempo de ejecucion del AP continda siendo
su punto critico.

Nuestro interés de mejorar el Algoritmo Prototipo basado
en Analisis de Intervalos para resolver problemas de optimiza-
cion global estd dado por la necesidad de resolver problemas
de estimacién de pardmetros en modelos epidemioldgicos defi-
nidos por Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (EDO), donde
no solo se necesitan hallar valores de los pardmetros que ca-
ractericen la dindmica de dichos modelos de forma cercana
a la realidad, sino para validar los intervalos de definicién
obtenidos para estos mediante técnicas estadisticas.

Con esta perspectiva futura recomendamos confeccionar

un método hibrido entre el AP y alguna metaheuristica, para
obtener una combinacién balanceada entre precision y rapidez
y concretar la idea de aplicar este algoritmo en la resolucién
del problema de estimacidn de parametros para modelos epi-
demioldgicos.
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