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El problema de Riemann para el sistema de
Lamé-Navier bidimensional

The Riemann problem for the two-dimensional
Lamé-Navier system

Diego Esteban Gutierrez Valencia'®, Daniel Alfonso Santiesteban?®, Ricardo Abreu Blaya®*

Resumen Este trabajo esta dedicado a estudiar un sistema de ecuaciones de la Teoria de la Elasticidad
Lineal: el sistema de Lamé-Navier. Mediante el Analisis Complejo, este sistema se reescribe en términos del
operador de Cauchy-Riemann y su complejo conjugado. Con esta reescritura se obtiene una nueva factorizacion
del sistema que permite encontrar soluciones explicitas. Posteriormente se resuelve el problema de Riemann
asociado a este sistema elastico. Finalmente, se definieron operadores integrales de tipo Teodorescu que
posibilitan la generalizacion de los resultados cuando se consideran dominios con frontera fractal.

Palabras Clave: operador de Cauchy-Riemann, operador de Teodorescu, problema de Riemann, sistema de
Lamé-Navier.

Abstract This paper is devoted to the study of a system of equations of the Theory of Linear Elasticity: the
Lameé-Navier system. By means of Complex Analysis, this system is rewritten in terms of the Cauchy-Riemann
operator and its complex conjugate. With this rewritten, a new factorization of the system is obtained, which
allows finding explicit solutions. Subsequently, the Riemann problem associated to this elastic system is solved.
Teodorescu-type integral operators were defined that allow the generalization of the results for domains with
fractal boundary.
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Introduccion bre su frontera. Las soluciones a este problema se obtienen

de ecuaciones integrales mediante la férmula de Cauchy. En

La Teoria de la Elasticidad Lineal es fundamental para  jpgenjeria de materiales se estudian los compuestos de matriz

el estudio de materiales eldsticos lineales e isotrpicos su-  metslica del aluminio, los cuales son usados para el desarrollo

Jetos a deformaciones pequefias. Un hecho caracteristico de  de materiales aeroespaciales y en la industria de la defensa [5].

esta teoria es que las ecuaciones que la rigen son ecuacio- [ ag aplicaciones en ingenieria aeroespacial de las matrices

nes diferenciales parciales lineales y por consiguiente el ttill  de composicién del metal y la ceramica son muy novedosas

principio de superposicion es aplicable. Uno de los primeros  [23]. Los ejemplos en la préctica son innumerables y ademés

investigadores que us6 el Andlisis Complejo para la formula-  se ha convertido en una teorfa primordial dentro de la Mecé-

cién matemdtica de muchos de los problemas eldsticos fue el pica de los Medios Continuos. El campo de desplazamiento

georgiano Nikoloz Muskhelishvili. Las férmulas de Kolosov-  pidimensional (u,v) de los puntos de un sélido eldstico li-

Muskhelishvili [24] se utilizan en la resolucion del problema  pea] e isotrépico en presencia de una fuerza externa (X,Y)es
de Dirichlet que consiste en encontrar el equilibrio eldstico
del cuerpo deformado si se conocen los desplazamientos so-
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44 El problema de Riemann para el sistema de Lamé-Navier bidimensional

descrito por el conocido sistema de Lamé-Navier:

(A+u)5 y TuAv+Y =0, M

{ (A+u)2 gx O L uAu+Xx =0,

donde u >0y A > —% U son constantes fisicas conocidas
como pardmetros de Lamé. El sfmbolo A denota al opera-
dor de Laplace en Ry 6 = 3x +2 3 es la divergencia del
desplazamiento [24, p. 97]. El sistema fue introducido por
Gabriel Lamé en el método de separacion de variables para la
solucidn de la ecuacién de onda en coordenadas elipticas y se
debe a la Ley de Hooke [20]. Este sistema tiene su andlogo
m-dimensional y en la literatura también se usa el término
de ecuacion de Navier-Cauchy. Remitimos al lector a los tra-
bajos mads recientes: [4], [6] y [17]. Producto del estudio de
las ecuaciones diferenciales en combinacién con el Anélisis
Complejo, surge el problema de Riemann. Brevemente este
problema de frontera se basa en hallar una funcién a trozos
que sea solucion de una ecuacién diferencial dada y que sa-
tisfaga determinadas condiciones de frontera. El problema
de Riemann es muy utilizado en dindmica de fluidos, ondas
electromagnéticas, gases y en la teoria de colas [8, 12, 13, 27].
Este problema es clasico dentro del Andlisis Complejo y se
remonta a la disertacién doctoral del propio Bernhard Rie-
mann en 1851. En [15] se da un tratamiento eficiente de este
problema y se ha convertido en referencia obligada para toda
investigacién concerniente a este tema. El reciente trabajo
de Abreu-Blaya trata sobre estos tipos de problemas para las
funciones que anulan al operador A”: funciones biarménicas
[3]. Otros trabajos en el dmbito de soluciones a ecuaciones
diferenciales de orden superior son [21] y [18]. Por otra parte,
el problema de Riemann cuando la frontera del dominio no es
rectificable ha sido estudiado por varios autores entre los que
destaca Boris Kats (consultar [9, 10]).

Relevancia del estudio

El problema de Riemann junto al sistema de Lamé-Navier
tienen gran aplicabilidad hoy en dia. En la medida en que los
pardmetros de Lamé (u,A) sean de diferente naturaleza en
el dominio interior y exterior entonces el problema resulta
mucho més interesante. En el trabajo de [22] tal problema
es estudiado en correspondencia con un desacoplamiento del
sistema cuasiestdtico de termoelasticidad con un problema de
Riemann en un dominio simplemente conexo. En ese articulo
los autores se enfocan en el uso de sistemas (A, 1)-bianaliticos
sin haber diferencias significativas en la aproximacion al pro-
blema inicial.

Por otra parte, en [14] se tratan compuestos elasticos pe-
riédicos reforzados con fibras paralelas con fases transversal-
mente isotropicas considerando un contacto imperfecto. Aqui
se trata un tipo de problema de valor en la frontera el cual es
examinado dando solucién a los llamados problemas ( ,13L)(C
mediante el uso del método de homogenizacion asintética e
integrales elipticas de tipo Cauchy. Existen diferencias sus-
tanciales entre el método utilizado en [14] y el nuestro; sin
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embargo, para solucionar el problema del salto cuando la cur-
va es suave fue necesaria también una transformada de tipo
Cauchy. El andlisis numérico hecho en [14] puede ayudar a
obtener algunas analogfas para futuros resultados en nuestras
investigaciones del problema de Riemann.

Los aportes de nuestro trabajo se enmarcan en generalizar
la naturaleza de las fronteras que acotan los dominios desde
un contorno suave hasta una irregularidad geométrica fractal
en el sentido de d-sumabilidad. El Teorema 10 sintetiza los
resultados principales y brinda condiciones para la solubilidad
del problema general (9), teniendo en cuenta las caracteristicas
del contorno y en especial la consideracion de pardmetros de
Lamé de distinta naturaleza en los dominios interior y exterior.

1. Planteamiento del problema

Esta investigacion pretende reescribir el sistema de Lamé-
Navier (1) a su forma compleja y hallar una solucién al pro-
blema de Riemann asociado a este sistema. A continuacién se
enunciard el mismo:

Dado un dominio Q. con frontera I, encontrar una solu-
cion F de la ecuacion siguiente:

(“;’1>33F+(3”2+)‘>8581F=0, ?)

tal que se satisfagan las condiciones de frontera:

F*(t) = Go(t)F () fo(t), ter,
OF*(t) = Gi(1)dF (1) = fi(t), ter,
) F(0) =0,F(z) = (ln|z\)cuandoz%oo .

donde las funciones dadas Gy, G, fo, f1 pertenecen a la clase
de funciones de Holder CV)(T') y Go, Gy no tienen ceros
sobre T

Aqui los operadores d; y d, representan respectivamente
al operador de Cauchy-Riemann y su conjugado.

Figura 1. Dominio interior 2 acotado por una frontera
suave I" y dominio exterior Q_.

El problema que surge de las ecuaciones (2)-(3) posee
casos especificos interesantes. Por ejemplo, en (3) si se tiene
que Go(t) = G1(t) = 1 entonces se obtiene el llamado «pro-
blema de salto» en términos de Gakhov (1980). Otro tipo de
problema surge cuando el dominio Q estd acotado por una
frontera fractal que para efectos de aplicabilidad estaria mas
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relacionado a las formas irregulares de los materiales en la
cotidianidad. La Figura 1 muestra una representacion de los
dominios interior Q. y exterior Q_, los cuales estin acotados
por una frontera suave.

El objetivo general de este trabajo es encontrar condicio-
nes necesarias y suficientes para la solubilidad del problema
de frontera (2)-(3) y hallar la o las soluciones en forma expli-
cita. Entonces, los objetivos especificos son:

1. Estudiar el problema de salto relacionado a (2)-(3) cuan-
do el dominio esta acotado por una frontera suave.

2. Generalizar el resultado del problema del salto para
un dominio con frontera fractal siguiendo las ideas del
trabajo preliminar [9] en relacién con los problemas de
Riemann para funciones analiticas.

3. Extender los resultados del problema del salto para el
problema (2)-(3) cuando se considera Go(¢) # 1, o bien
G (t) # 1, y ahora asumiendo un dominio acotado por
una curva fractal.

Dada la naturaleza del problema (2)-(3), sus soluciones
tienen una representacion integral que se deriva haciendo uso
del método propuesto en [7]. Para nuestro objetivo es impres-
cindible examinar los siguientes dos trabajos sobre operadores
integrales cuando se consideran curvas no rectificables [1, 11].

2. Nociones preliminares y resultados
auxiliares
Considere la funcién de valores complejos f = u+iv en
la variable z = x + iy, y los operadores d; = %(% + lo%) y
0, = %(% - i%). Después de algunos cdlculos se tiene para
el sistema de ecuaciones (1) lo siguiente:

(A4 1) (0x0 +i0y0) + p[Au+ iAv]

=2(A+p)d-0+uAf = —-X-—iv.

Es conocido que 49-0. = A. Por otra parte 8 = 0.f + d.f, lo
que implica que 0:0 = 90, f + d-0:f. Asi se llega directamen-
te a la forma compleja de (1):

(P55 ) oo+ (P52 ) 2o —s. @

donde g(z) = —3(X +iY). Para efectos de simplicidad de

notacidn, de ahora en adelante o0 = # yB= H%, asi (1)
se reescribe como:

00:0-f + B 0:0.f = g(z). ®)

El lado izquierdo en (5) estd dado por el operador diferen-
cial £ g, que llamaremos operador de Lamé-Navier:

ZLoplf] = 00:0:f + Bo-0.f.
El planteamiento del problema de Riemann dado por

Gakhov (1980) es como sigue:
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Sea I' un contorno suave y cerrado, sean G y g dos fun-
ciones que satisfacen la condicién de Holder en I tal que G
no se desvanece en I''y sea Q. (Q_) el interior (exterior) de
I'. Hallar una funcién @ analitica en Q. UQ_ (incluyendo al
punto infinitamente alejado oo € Q_), que admite extensiones
continuas @ y &~ hasta I" de los dominios interior y exterior
respectivamente, tal que la condicién de frontera:

(1) = G(1)P™ (1) = g(t),

se satisface para todo ¢ € I'. Reiterar que cuando G =1 el
problema anterior hace referencia al llamado problema del
salto para funciones analiticas como un caso particular. Una
solucién completa al problema anterior estd desarrollada en
la literatura [15]. Es de mencionar que el concepto de indice
de Gakhov juega un papel importante en la solucién de este
mismo:

1
ind(G) := oy [arg G]r,

donde [.]r se refiere a la variacién a lo largo de I'. Este indice
es un nimero entero que indica el niimero de enrollado de la
curval.

La siguiente definicion sigue las ideas elaboradas en Bory-
Reyes et al. (2017) donde se define la clase de funciones
Lip(1+v,T'), (0 < v < 1), como el espacio de colecciones:

f:= {anflafZ}a

de funciones uniformemente acotadas definidas en I y ta-
les que para #,7 € I se tienen las siguientes condiciones de
compatibilidad:

1fo(t) = fo(r) = (t =) fi(7) = (=) fo(T)] < cle—7/',
i) = fi(r)] < clt—1],
@) - f(t)] < ce—1]Y,

con ¢ > 0.

Esta clase de funciones resuelve el problema de extender
una funcién definida en un compacto a todo el espacio median-
te una funcién continuamente diferenciable hasta cierto orden.
El primero que resolvi6 este problema fue el estadounidense
Hassler Whitney mediante su «Teorema de extension» [26].
A continuacién se expone una version compleja del mismo:

Teorema 1 (Teorema de extension de Whitney) Sea
f € Lip(1+v,I). Entonces existe una funcion compleja de
soporte compacto f € CYV(C) que satisface:

1. fir = fo, o.fIr = fi, o:fIr = f2,
2. fec=(C\D),

3. |8Zj18zj2f| <cdist(z,T)V"!, para j1+j, =2y
ze C\T.

Laintervencién de la fractalidad en este trabajo tiene como

objetivo el otorgamiento de aplicabilidad prictica al estudiar
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superficies acotadas por fronteras irregulares. En este camino,
se considera la fractalidad en el sentido de d-sumabilidad
siguiendo los aportes de [19]. Se dice que I' es d-sumable
para algtin 1 < d < 2 si la integral impropia:

/OINF(T)T

converge, donde Nr(7) se refiere al nimero minimo de bolas
de radio 7 necesarias para cubrir I'. La importancia de la
anterior definicion se manifiesta en el siguiente resultado en
conexion con la descomposicion de Whitney:

d—1 dt
)

Lema 2 ([19]) Si Q es un dominio de Jordan de R> y su fron-

tera T es d-sumable, entonces la expresion Y. |0|¢,
oW

la d-suma de la descomposicion de Whitney W de Q, es finita.

3. Resultados principales

Tomando en consideracion los aportes hechos en [7] se
define el siguiente operador de tipo Teodorescu.

Definicién 3 Sea g € C(Q), el operador de tipo Teodorescu
se define como:

B In|E —z’g(8)| dE,
(6)

6l = 5 [, o =

donde o* = (ngﬁz yp*=

B
oZ_p2

Este operador (6) se comporta como el inverso por la derecha
del operador de Lamé-Navier £, 5.

Lema 4 Si fe Lip(14v,T), entonces 9" Bzfzf(z) e LP(Q),
i+ o =2parap=i=%.

Demostracion. La demostracion de este lema sigue del uso
de la tercera condicién del teorema de extension de Whitney
y posteriormente aplicar el Lema 2. m

Noétese que para v > d /2 se tiene que p = == > 2,1lo que

significa que bajo esta condicién se deduce que 8; 1927 (2) €
LP(Q), para algiin p > 2. Claramente esto es equivalente para
ZLop (f). A continuacién se presentard uno de los resultados
principales de esta investigacion.

Teorema 5 Sean f € Lip(1+v,I") y I un contorno cerrado
d-sumable con v>%. El problema de contorno dado por:

faﬁF() 07 Z€Q+U97a
FH()=F~(t)=fo(t), t€T, )
[0:F 7| () = [0:F 7| (t) = fi(t), t€T,

tiene por solucion:

F2)=xa(0)f (@)~ 75 [Zap (F2))], z€Q10Q, ©®)
donde Xq(z) denota a la funcion caracteristica del dominio

Q.
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Demostracion. El hecho de que la ecuacion (8) satisfaga el
operador £, 5 se deduce directamente de la definicién del
operador tipo Teodorescu 95% . En cuanto a la primera condi-
cioén de contorno de (7), facilmente se puede comprobar que el
operador Z{f [.i”m i ( f (Z))] no experimenta salto cuando z
pasa por I'. Por otro lado, para examinar la segunda condicién
de contorno se hace uso del Teorema 6.1 en [25]. Se obtiene

lo siguiente:
< ot
10205+ |
T Ja

B* ga,[i (f(g))
o[

T E—z

B (f(&)) € LP(Q), con p > 2, entonces:

Za,ﬁ (f(é))

azF(Z) = é—Z

dg

Como Vv >d/2,.%,

1 [ ZLap (F(E))
7/9 a; de,

T —Z

representa una funcién continua en R? que obviamente no
experimenta salto y por tanto la segunda condicién de (7) se
satisface. m

Observacion 6 En el problema (7) (cuando T es suave) si
se adicionan las condiciones de decaimiento en el infinito:
0.F(e0) =0y F(z) = O(In|z|), entonces se puede demostrar
que la tnica solucion (salvo una constante) estard dada por
la siguiente transformada de tipo Cauchy:

) = S r?(i)dg_ﬁzi 48,

c—
d d
- 2”1/ Olfl dE+Bfi 5]
Latil P laf dE —
D [nle < [afias - pag).
Considerando los aportes presentados en [16], ahora se

presentardn las soluciones relacionadas al problema de Rie-
mann general (2)-(3). Si se considera la funcién analitica

§

H(z) = atd.F (z) + BF9.F(z), entonces el problema (2)-(3)
se puede reescribir como:
cxia;a;fJFBi&aF 0, zeQ, UQ_,
F* (1)~ Go(t)F~ (1) = gol),
A0 -G A () =gi(t), €T,
H (o) =0,F(z) = (ln|z|), si z— oo,

©))
donde las funciones Gy, G, go, g1 pertenecen a la clase de
Holder C(*V)(I') y son tales que Gy, G1 no se anulan en .
También, el contorno cerrado I' se asumird d-sumable con
1<d<2.

Note que esta nueva reescritura del problema (2)-(3) no
involucra directamente a las derivadas parciales de la funcién
F, en cambio se tiene una nueva funcién .7 que permite tratar
de forma indirecta el problema para obtener soluciones mas
explicitas. En un primer momento, considerando los aportes
de [2] se define la integral de tipo Cauchy que ayudard en la
obtencién de las soluciones del problema (9).
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Definicion 7 Sea d € (1,2) y sea Q un dominio con frontera
I d-sumable. Si v > d — 1, la integral de tipo Cauchy de la

funcion g € COV)(T) estd definida por:

2:4(0)
-z

(Ce)() =22a() - |
: (10)

donde yq es la funcion caracteristica de Q 'y § denota la
extension de Whitney de g.

Observe que por hipétesis la funcién 57 es analitica, lo
que significa que dz5# = 0, y con la segunda condicién de
contorno de (9), se estaria trabajando con un problema de
Riemann para funciones analiticas, cuya solucién es bien
conocida en la literatura [15]. Debido al siguiente problema
para ¢

M =0,
HT) =G (1) (1) =g (1), teT, (11)
H () =0,

se deduce entonces la siguiente proposicion:

Proposicion 8 Suponga que dimy (L) —1 < pu < zz":dd. Si el
indice de Gakhov K| es no negativo, entonces la solucion
general del problema (11) en la clase de funciones C*V estd

dada por:

H(z) =¥1(2) + X1 (2) P, —1(2), (12)
_ X+(z) = e(cltl“[Z_KlG]])<Z) 7€Q,
X1(z) = { X?(Z) _ Z*Klg(cltln[f'('m])(z) s Q:
d=61[ ()X, '(¢)
Y1(z) =X1(z) g~1(Z)X1_1(Z)—/Q [ : I}C_Zl dédn

donde Py, _1(z) es un polinomio arbitrario de grado ik —
1. Si k1 = 0 entonces la solucion es idénticamente igual a
Y (z). Sin embargo, si k1 < 0, entonces este problema tiene
como solucion (12) si y solo si se satisfacen las condiciones
siguientes:

[oea] ©
[

Q4

Chadn =0, k=1,...,—x.

Ahora suponga que una solucion al problema (9) viene
dada por la férmula de Kolosov-Muskhelishvili, es decir,

K Z 1 —
F(z) = — — =0 (z) — — 1
(2) 2,u(p(z) T (2) 2u"’(z)’ (13)
donde x = % =3 —4p siendo p el radio de Poissony ¢,

v son funciones analiticas en Q. Lo anterior significa que
(13) satisface no solo el sistema de Lamé-Navier (9), sino
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dCdna Czé"_ina ZEC\F,

que también cumple la primera condicién de contorno en (9),
lo cual permite mediante célculos algebraicos encontrar una
relacion directa entre las funciones @, y'y % como sigue:

0 (z)=0(z), z€QLUQ_, (14)

con ¢ = % = ﬁ. Integrando en (14) se obtiene ¢ en

términos de la funcién 7, la cual ya estd calculada. Teniendo
en cuenta las expresiones para ¢ y ¢’ solo basta encontrar
v, la cual es facilmente deducida de la férmula (13) y la
primera condicién de contorno en (9). Efectivamente, se tiene
lo siguiente:

K + 1 ,74* . L
® =390 —5 v
—%Gom*(r) + iaomw(r) = 2o(0).
Despejando y se obtiene:
ut
yr(r) - FGo(f)llf_(f) = go(t), (15)
donde,
- — xut
got) = —2uTgo(r) +x" et (1) - = Go(1)e™ (1)
1N+ E 1/ \—
¢'(1) +u,q>(t) :

En virtud de (14) y bajo la hipétesis de que y es una fun-
cidn analitica se tiene nuevamente un problema de Riemann
para funciones analiticas cuya solucién serd enunciada en la
siguiente proposicion.

Proposicion 9 Suponga que dimy(T) — 1 < u < 22v:dd' Siel
indice de Gakhov asociado a la funcion Gy es K5 > 0, en-
tonces la solucion general del problema (15) en la clase de

funciones C*V estd dada por:
b

V(z) = ¥2(2) + X2(2)Pgs—1 (), (16)
con,
(Cl*i In |:z % LﬁGO([)} ) (2)
X (z) = Q
XZ(Z) — 2 (Z) e 7K*£G . ) IS +>
(Cl’iln {z 0p="0 }) (z)
X{(Z):Z_Kg@ , 7€Q_,
[9z55] (%)

12(2) = %(2) |85(0% )~ agan |,

Q4 ¢—

donde P"G* 1(2) es un polinomio complejo arbitrario de grado
Ky — 1 o es idénticamente igual a 0 si k5 = 0. Si x5 > 0,
entonces este problema tiene solucion si'y solo si se satisfacen
las condiciones siguientes:

/%?Jc(f)ckdédnﬂ’ k=l =K.
Qy
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48 El problema de Riemann para el sistema de Lamé-Navier bidimensional

Finalmente, los resultados obtenidos se pueden resumir
en el siguiente teorema:

Teorema 10 Suponga que dimy(T') —1 < u < 22v:dd_ La so-
lucion al problema de Riemann (9) tiene la forma:

¢'(2)

K z 1
F(7) = — - o
(&) =590 =3, TR
donde @, ¢’ y  se obtienen de las Proposiciones 8 y 9.

Conclusiones

Los métodos del Analisis Complejo son bien conocidos
e importantes en la investigacién de ecuaciones en derivadas
parciales en el plano. En esta investigacioén se resolvié un
problema de Riemann asociado al cldsico sistema de Lamé-
Navier bidimensional. Usando transformadas de tipo Teo-
dorescu se pudieron extender los resultados para el caso de
considerar dominios con frontera d-sumable. Una aplicacién
directa de este problema de frontera radica en la construccién
de polinomios ortogonales soluciones al sistema eldstico con
un determinado peso dado por la propia condicién de frontera.
Ademads, el andlisis numérico de problemas de Riemann pro-
vee un efectivo método para resolver ecuaciones diferenciales
parciales integrables. También son aplicables en la extraccion
de determinados valores asintéticos y el hecho de considerar
dominios fractales aumenta esta aplicabilidad en problemas
variacionales, telecomunicaciones, conductores y aislantes,
caos e incluso en litografias.

Suplementos

El trabajo no cuenta con informacién complementaria.
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