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Modelacion y solucion del problema del péndulo
doble utilizando RK-4

Modeling and solving the double pendulum problem
using RK-4

Miguel Angel Abreu Teran', Alejandro Mesejo Chiong?, Glicerio Viltres Castro'

Resumen En el presente trabajo se aborda el estudio del problema de oscilaciones de un péndulo doble,
como un caso aparentemente sencillo de un sistema fisico que puede mostrar un comportamiento caédtico. Se
presenta de manera breve la formulacién analitica del problema para obtener dos Ecuaciones Diferenciales
de segundo orden, acopladas y altamente no lineales. Estas ecuaciones estan asociadas a los angulos 6; y
6,, por cuanto bajo condiciones iniciales conocidas es posible resolver el problema original desarrollando un
algoritmo Runge-Kutta de orden cuatro “RK4” para obtener la solucion numérica.Para el calculo numérico se
empled el SAC Wolfram Mathematica 9.0.Al final se presentan comparaciones entre las soluciones obtenidas
por las diferentes alternativas propuestas y diferencias significativas que existen entre la solucion del sistema
original de Ecuaciones Diferenciales No Lineales y su respectiva linealizacion.

Abstract In the present work the study of the problem of oscillations of a double pendulum is approached as
an apparently simple case of a physical system that can show a chaotic behavior. The analytical formula of
the problem is presented briefly to obtain the second order differential equations, coupled and highly nonlinear.
These equations are associated with the angles 6; and 6,, because under known initial conditions it is possible
to solve the original problem by developing a Runge-Kutta algorithm of order "RK4” to obtain the numerical
solution. For the numerical calculation the SAC Wolfram Mathematica 9.0 was used. At the end, comparisons are
presented between the solutions obtained for the different proposed alternatives and significant differences that
exist between the system solution original of Nonlinear Differential Equations and their respective linearization.
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Introduccion

La mecénica es la rama de la Fisica que estudia y analiza
el movimiento y reposo de los cuerpos al igual que su evo-
lucién en el tiempo, bajo la accién de fuerzas. La mecénica
analitica es una formulacion abstracta y general de la mecéni-
ca que permite el uso en igualdad de condiciones de sistemas
inerciales o no inerciales sin que, a diferencia de las leyes
de Newton, la forma bésica de las ecuaciones de movimiento
cambie. Se considera que el rasgo determinante es considerar
la exposicion y planteamiento de la misma en términos de
coordenadas generalizadas.

Si se quiere estudiar un sistema fisico es importante en
principio conocer los elementos, variables, pardmetros y po-
sibles comportamientos que pueden derivarse de un determi-
nado escenario o evento. En general un péndulo doble es un
sistema compuesto por dos péndulos, con el segundo colgan-
do del extremo del primero. En el caso mds simple, se trata

de dos péndulos simples, con el interior colgando de la masa
pendular del superior. Normalmente se sobreentiende que nos
referimos a un doble péndulo plano. Este sistema fisico po-
see dos grados de libertad y exhibe un rico comportamiento
dindmico, su movimiento estd gobernado por dos ecuaciones
diferenciales de segundo orden ordinarias no lineales acopla-
das. Por encima de cierta energia su movimiento es cadtico.
Si bien estas EDOs poseen serias dificultades para obtener
la solucidn analitica es posible obtener una linealizacion que
permite aplicar la Transformada de Laplace bajo ciertas con-
diciones y obtener una solucién analitica para oscilaciones
suficientemente pequefias.
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Figura 1. Péndulo Doble.

1. Analisis del movimiento del péndulo
doble plano

1.1 Cinematica

La formulacién parte de que el sistema oscila en un plano
vertical y no existen fuerzas de amortiguamiento en el mismo.
En la cinematica solo estamos interesados en encontrar las
expresiones de la posicion, la velocidad, la aceleracién en
términos de las variables que especifican el estado del péndu-
lo doble, sin interesarnos por las fuerzas actuantes. Usando
las proyecciones de las lineas L y L sobre un sistema de
coordenadas localizado en el extremo superior del péndulo 1,
es posible establecer las posiciones de las masas m y my de
acuerdo con las ecuaciones (1) a (4).

x1 = Ly sen 6 (1)
y1 = —Ljcos 6 2)
X2 =x1+Lrsen6, 3)
Y2 =y1 —Lcos 6, “)

Si se sitia el nivel cero de energia potencial en el punto de
suspension del primer péndulo la energia potencial queda
expresada de la siguiente forma:

Ep =migyr +magys &)
y sustituyendo (2) y (4) en (5) queda:

E, = —(m; +my)gLi cos 0) +mygL, cos 6, 6)
Notemos que la magnitud de la velocidad del primer péndulo
se obtiene como el producto entre el radio de la circunferencia
y la velocidad angular.

v =L6;
Su expresion vectorial estard dada por la ecuacién

\71 = Ll 9] COS 6]?"‘ Ll 6.1 sen 91.7 (7)

La magnitud de la velocidad de la segunda particula en un
sistema de referencia que se mueve con velocidad v; de la

primera particula es v» = L,6 y su expresién vectorial es-
tard dada por la ecuacion:

V=1, 92 cos 92?+ Ly 92 sen 92]7 (8)
Ahora podemos plantear la energia cinética como
1 1
E.= Emlv% + Emzv% ©)]

Entonces el lagrangiano del sistema podemos escribirlo
L=E.—-E,

En términos de las coordenadas generalizadas podemos escri-
birlo tras realizar operaciones algebraicas

1 . 1 .
L= i(ml +H12)(L1)2(91)2 + E(MQL%QZZ)‘F

+(m2L1L291 6, cos(0; — 6))+
—|—(m1 +m2)gL1 COS(Q])-FW[QngCOS(Gz) (10)

A partir del lagrangiano se obtienen las ecuaciones del mo-
vimiento que conducen a un sistema de EDOs no lineales
acopladas. Utilizando las ecuaciones de Euler-Lagrange en

este caso particular:
d|JdL| |dL
dt|od 91 |0 0;
d|dL dL
dt|d 92 |0 6,
Calculando explicitamente las derivadas de las expresiones
anteriores se obtiene el sistema (13) de EDOs no lineales

(1)

12)

0= (m +m2)L1 él +I’I12é2L1L2008(91 — 92)-1-
+maLy(6,)?sin(6) — 6) + (my +my)gsin(6;)

0= mszéz +m291L1 COS(91 — 92)—
—mol, (91)2 sin(91 — 92) +mpg Sin(eg)
(13)
Es vélido observar que el sistema dado anteriormente no posee
solucién analitica conocida, sin embargo podemos considerar
que si los giros son pequefios, es decir

cos(6) —6) ~ 1 (14)
sin(6; — 6;) ~ 0 (15)
sinf; ~ 6, (16)
sin6; =~ 6, 17

Considerando que los giros son pequefios el sistema puede ser
simplificado a un sistema de EDOs lineales, al cual podremos
encontrarle una solucién analitica. De otra manera considerar
que los giros no son pequefios y el sistema (13) es posible
encontrarle una solucién numérica por reduccién de orden a
cuatro ecuaciones diferenciales de primer orden no lineales
con condiciones adaptadas, partiendo del sistema original.



Modelacion y solucion del problema del péndulo doble utilizando RK-4

1.2 Solucion para casos particulares

Consideremos primero las oscilaciones pequeiias libres de
un péndulo doble plano y desarrollemos un ejemplo con los
siguientes datos

Ly =16ft, L, =16ft, m; =3 slug
my =1 slug, g=232ft/s*
0:1(0)=1rad, 6,(0)=—1rad
0:(0) =6,(0) =0 rad/s
para un tiempo final de 30 s.

Sustituyendo en el sistema (13) podemos escribir

0=46,+6,+86,
(18)
0=0,+6,+26,

Resolvemos el sistema utilizando la transformada de Laplace
teniendo en cuenta las condiciones iniciales dadas y apoyando-
nos en el teorema de los residuos podemos obtener finalmente
la solucidn analitica del sistema:

0,(t) = Zcos(Zt) + icos(%)
19)
0:(t) = f%cos(Zt) + ;COS(\ZJ)

Podemos ilustrar graficamente la solucién analitica del siste-
ma utilizando el asistente Wolfram Mathematica 9.0.

Figura 2. Linealizado utilizando Transformada de Laplace.

En la grifica se muestra el modelo linealizado, el segundo
péndulo (rojo) con amplitudes de giro mayor que el primero
(azul). Se puede apreciar la forma de la solucién dada en
cosenos en donde la amplitud no es periddica a lo largo de
todo el intervalo.

1.2.1 Solucion del modelo lineal utilizando RK-4
Se utilizaran los mismos datos de la seccién 1.2

Ly =16ft, L, =16ft, m; =3 slug

my =1 slug, g=732ft/s*

0:(0)=1rad, 6,(0)=—1rad

para un tiempo final de 30 s.

El sistema (18) se puede reducir a un sistema de cuatro
ecuaciones diferenciales lineales considerando que

Solamente mostraremos en la tabla y en la gréfica los valores

de ¢t comprendidos entre 0y 3 s.

01(0) = 6,(0) =0 rad/s

dGl_

dt

6,

dt
dW1
Lo (—86,+26
a3 80+26)
dW2 8
—2_"-6
a 306

t 0, 6,

0 0 0
0,1 | 0,0000978 | 0,0019956
0,2 | 0,0019624 0,0039248
03 | 00028617 | 0,0057234
0,4 | 0,0036658 0,0073317
05 | 0,004348 0,008696
0,6 | 0,0048855 | 0,009771
0,7 | 0,0052605 | 0,0105209
0,8 | 0,0054604 0,0109208
09 | 0,0054787 | 0,0109573

1 0,0053146 0,0106292
1,1 | 00049737 | 0,0099474
1,2 | 0,0044673 0,0089347
1,3 | 0,0038123 0,0076246
1,4 | 0,0030304 | 0,0060608
1,5 | 0,0021476 0,00429513
1,6 | 0,0011934 | 0,0023868
1,7 | 0,0001994 | 0,0003989
1,8 | —0,0008012 | —0,0016024
1,0 | —0,0017752 | —0,0035504

2 | —0,0026901 | —0,0053802
2,1 | —0,0035156 | —0,0070311
22 | —0,0042241 | —0,0084481
23 | —0,004792 —0,009584
24 | —0,005201 | —0,010401
2,5 | —0,005436 | —0,01087
26 | —0,005491 | —0,010981
2,7 | —0,005363 —0,010725
2.8 | —0,005056 | —0,010112
29 | —0,004581 —0,009163

3 —0,003954 —0,007908
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Figura 3. Linealizado utilizando RK-4.

En la grafica se muestra el modelo linealizado utilizando
el Método de RK-4, el segundo péndulo (rojo) con amplitudes
de giro mayor que el primero (azul). Se puede apreciar la
forma de la solucién dada en cosenos en donde la amplitud
no es periddica a lo largo de todo el intervalo. Notemos que
los graficos de las soluciones obtenidas en ambos no son
significativamente diferentes.

1.2.2 Solucion del modelo no lineal utilizando RK-4
Se utilizaran los mismos datos de la seccién 1.2

Ly =16ft, L, =16ft, m; =3 slug
my =1 slug, g=>32ft/s*
0:1(0)=1rad, 6,(0)=—1rad

01(0) = 6,(0) =0 rad/s

para un tiempo final de 30 s.

Partiendo del sistema (13) es posible mediante reduccién de
orden obtener el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales
no lineales de primer orden.

e,

—= 24
oM (24)
dé, (25)
a2
dwi —mzllw% sin(6; — 6;) cos(6) — 6,) n
dt  L[(my+my) —mycos?(6; —6,)]
n mygsin(6)cos(6; — 6)

L [(my +my) —mycos?(6) — 6)]

B mzlzw% sin(0; — 6>) + (my +myp)gsin(6;)
I [(m1 erz) —my COS2(91 — 92)]

(26)

dwy - malaw3 sin(0) — 62) — (my +my)gsin(6))

dt mzlzcos(el — 92)

dW1
(my+ma)ly i
-~ 27

mglgcos(el — 92)
Este nuevo sistema puede ser resuelto numéricamente me-
diante una adaptaciéon del Método de RK-4 para sistemas de
EDOs con los datos dados anteriormente. Se obtuvieron los
valores de 0; y 6, que aparecen en la siguiente tabla. Sola-
mente mostraremos en la tabla y en la grafica los valores de ¢

comprendidos entre 0y 0.2 s.

t 0, 0,
0 0 0
0,01 | 0,000251505 0,000103045
0,02 0,00034483 0,000206091
0,03 6,06362 0,000309136
0,04 | —0,000450133 0,000412182
0,05 | —0,000616787 0,000515227
0,06 5,3009 0,000618273
0,07 0,00123555 0,000721318
0,08 | 0,001669569 0,000824364
0,09 | 0,000250582 0,000927409
0,1 | —0,002328668 0,001030455
0,11 | —0,003281604 0,0011335
0,12 | —0,00012773 0,001236545
0,13 0,00564887 0,001339591
0,14 | 0,007876718 0,001442636
0,15 | 0,001003321 0,001545682
0,16 | —0,011831485 0,001648727
0,17 | —0,01695083 0,001751773
0,18 | —0,001729951 | 0,0018548181
0,19 | 0,027168524 | 0,00195786355
0,2 0,038270127 0,002060909
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Figura 4. No linealizado utilizando RK-4.

En la Figura 4 6, aparece en color azul y 6, aparece en color
rojo.

Segun el grafico podemos apreciar el comportamiento cadtico
del primer péndulo, cuyo dngulo de giro es 6, esto nos per-
mite establecer una comparacion entre la solucion del modelo
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linealizado y el modelo no linealizado, es decir, para oscila-
ciones no pequenas existe una diferencia considerable entre
ambas soluciones.

2. Resultados y Conclusiones

A partir de los resultados obtenidos queda claro que cuan-
do se modela cualquier fendmeno debemos ser muy cuidado-
sos, cuando se consideraron oscilaciones pequeiias los resul-
tados obtenidos en el modelo lineal exhiben diferencias no
muy significativas entre el modelo numérico y el analitico, no
ocurriendo asi si quisiéramos establecer comparacién entre
la solucién aproximada del modelo no lineal y las soluciones
linealizadas.
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