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Introduccion y solucion del problema de los
reducidos catalanes

Introduction and solution of the problem of the
reduced catalan

Luis Enrique Fernandez Machado'

Resumen El problema de los reducidos catalanes consiste en la resolucién de ecuaciones en congruencia y
en la maximizacién del cardinal del conjunto de soluciones de estas. Para solucionar este problema se desarrolla
un novedoso método demostrativo, que se denomina método Bézout-Euler de las potencias, el cual integra
teoremas clasicos de la teoria de numeros como el teorema de Bézout y el teorema de Euler. Para la soluciéon
del problema de los reducidos catalanes se obtienen diversos teoremas que demuestran las potencialidades de
este proceder demostrativo para conocer la existencia o no de soluciones de una ecuacién en congruencia, asi
como para determinar el numero de estas.
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Abstract The problem of the reduced Catalans consists of solving equations in congruence and maximizing
the cardinal of the set of solutions of these equations. To solve this problem, a novel demonstrative method is
developed, called the Bézout-Euler method of powers, which integrates classical theorems of number theory
such as Bézout'’s theorem and Euler’s theorem. For the solution of the problem of the reduced Catalans, several
theorems are obtained that demonstrate the potential of this demonstrative procedure to know the existence or
not of solutions of an equation in congruence, as well as to determine the number of these.
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Introduccion

El interés las ecuaciones en congruencias, conjuntos y
expresiones fue suscitado por el siguiente problema, propuesto
a los estudiantes del Equipo Nacional de Matematica de Cuba
para las Olimpiadas Internacionales [1], y que fue extraido de
la Olimpiada Balcdnica de Matematicas de 1999:

Sea p un nimero primo impar tal que p = 2(mod 3). Con-
sidere el conjunto:

S={-X-1LxyeZ,}. (1)

Probar que el conjunto § tiene a lo sumo p elementos divisi-
bles por p.

A partir de este problema se obtuvo una generalizacion
significativa, cuya resolucion es el objetivo fundamental de

esta investigacién. Esta generalizacion del ejercicio olimpi-
co antes presentado se denomina problema de los reducidos
catalanes y su enunciado es el siguiente:

Dado m un niimero natural impar que admite raices primiti-
vas y sean a, b, c nimeros naturales que cumplen las siguientes
condiciones:

= (a,9(m)) # (b, (m)).
= Sea p el mayor divisor primo de ¢(m), entonces

(,D(pm) > méx{(a,p(m)),(b,p(m))}.

= (c,m) € {l,m}.

= Simno es primo y m1c, entonces min{a,b} > log, m.
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Se desea determinar el valor maximo posible del car-
dinal del conjunto E = {(x,y) € (Zm X Zp); x* =y’ —c =
0(mod m)}, asi como y las condiciones suficientes y necesa-
rias para que a,b y ¢ alcancen ese maximo.

Particularmente, resulta relevante la integracién de diver-
sas ideas demostrativas y resultados conocidos de la teoria
elemental de nimeros en la solucién de este problema gene-
ralizado. Esta interrelacion de diversos teoremas en un tinico
proceder demostrativo en este articulo, da como resultado un
novedoso método de demostracion, que se denomina método
Bézout-Euler de las potencias, el cual constituye una amplia
generalizacién de las ideas del método Bézout-Fermat [5].

El método Bézout-Euler de las potencias, que recorre
transversalmente todo este trabajo, constituye una poderosa
herramienta para abordar problemas de este tipo en Olimpia-
das de Matematica [5], asi como para solucionar casos parti-
culares de la conjetura de Catalan y la ecuacién de Catalan-
Fermat, donde se utiliza la teoria elemental de nimeros, sin
necesidad de recurrir a los tradicionales procedimientos basa-
dos en cuerpos ciclotémicos [2, 3, 4].

Relevancia del estudio

La solucién del problema de los reducidos catalanes re-
sulta un avance importante para abordar casos significativos
de problemas abiertos como la ecuacién Catalan-Fermat con
herramientas de la teoria elemental de ndmeros, sin necesidad
de recurrir a técnicas mds avanzadas de la teoria algebraica de
nimeros. También, el método Bézout-Euler de las potencias,
desarrollado para resolver el problema de esta investigacion,
constituye una metodologia valiosa para resolver ecuaciones
diofanticas con grado variable del tipo x* +y” = ¢, donde los
exponentes a, b son también variables. Ademads, este método
demostrativo, por ser una amplia generalizacién del método
Bézout-Fermat, es una poderosa herramienta para la resolu-
cioén de ejercicios de teoria de nimeros de las Olimpiadas
Internacionales de Matematica.

1. Preliminares

Para abordar el problema planteado en esta investigacién
se usan diversas definiciones, resultados y teoremas de la
teoria de nimeros, que se pueden consultar, con sus demos-
traciones, en [1, 6]. En esta seccién se presentan aquellas
definiciones y teoremas imprescindibles para comprender este
trabajo.

Definicion 1 Dados a,m,n € N, se dice que m es el orden de
a modulo n, si m es el menor niimero natural para el cual se
m —

cumple que a (mod n). Se denota por ordya = m.

Definicion 2 La funcion de Euler es aquella que, para cada
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m € N, determina la cantidad de niimeros primos relativos
con m menores que m. Se denota por @(m).

Definicion 3 Dados r,n € N, se dice que r es raiz primitiva
mddulo n si 'y solo si ord,r = @(n).

Definicion 4 Sean a,k,n € N, a es resto de k-ésima potencia
en médulo n si 'y solo si Ix € N; x* = a(mod n).

Teorema S Sea m € N, entonces m admite raices primitivas
siysolosim=2,4,p* 2p* donde o. € Ny p es un niimero
primo impar.

Teorema 6 Sean d, k, x niimeros naturales y p un niime-
ro primo tales que x* = 1(mod p") y @(p") = 0(mod d).
Entonces, existen exactamente d raices incongruentes de
x4 = 1(mod p").

Teorema 7 Sean a,m € N tales que m admite raices prim-
tivas y (a,m) = 1. Entonces, a es resto de k-ésima potencia
modulo m si'y solo si:

o(m)
a d

= 1(mod m), siendo d = (k, ¢(m)).

La cantidad de niimeros naturales incongruentes que dejan
resto a en modulo m al ser elevados a k es exactamente d.

El teorema 7 se denomina de caracterizacion de los restos
de k-ésimas potencias en médulos que admiten raices primiti-
vas.

Teorema 8 Sean h, j € Ny d = (h, j) entonces:
dx,yeN; hx=d + jy.

El teorema 8 es una expresion equivalente del teorema de
Bézout.

Teorema 9 Para todos m,n € N con (m,n) =1 se cumple
que:
m®™ = 1(mod n).

Este resultado se conoce como teorema de Euler.

2. Desarrollo

El andlisis fundamental de esta investigacion va dirigido a
la siguiente ecuacién en congruencia:

x'—y? — ¢ =0(mod m). )

Como m es un nimero natural que admite raices primitivas
y es impar, por el teorema 5 se deduce que m = p, donde p un
ndmero primo impar y ¢ € N. Entonces, se puede notar que m
es un nimero primo (¢ = 1) o m no es un niimero primo, pero
si una potencia de primo (¢ > 2). Para abordar la problematica
de esta investigacion es necesario dividir el andlisis para cada
uno de estos dos casos.
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2.1 Caso 1: m no primo (r > 2)
Para este caso se puede notar que:

p(m)=p'(p—1).

Como (p—1) < p, sus factores primos son menores que
p, por tanto, el mayor divisor primo de ¢ (m) es p. Entonces,
al aplicar las condiciones del problema planteado se tiene que:

PO 2p 1) = mix{(a. p(m))s (bo(m). ()

El interés de la investigacién se centra en determinar el
nimero méaximo de soluciones (x,y) € Z,, X Z,, de la ecuaciéon
(2). Para ello, primero se analiza el caso en que ¢ = 0(mod m),
y el valor maximo del cardinal de E, asi como las condiciones
suficientes y necesarias para que se alcance el maximo para
este caso.

Luego, bastard probar que ¢ = 0(mod m) es una condicién
necesaria para que |E| alcance ese valor, que en el otro caso
((¢,m) = 1) el mdximo valor siempre serd menor o igual que
el mdximo para ¢ = 0(mod m).

2.1.1 Caso 1.1: ¢ = 0(mod m)

Para este caso, el problema equivale a determinar el valor
maximo que puede alcanzar el cardinal del conjunto E =
{(x,¥) € (Zin X Z); x* —y® = 0(mod m)} y la ecuacién en
congruencia a analizar sera:

x? = y?(mod m). 4)

Hallar el méximo de |E|, en este caso, equivale a hallar
el nimero méximo de soluciones (x,y) de la ecuacién (4),
y las condiciones suficientes y necesarias para alcanzarlo.
Intuitivamente, el maximo se alcanzard si se logra que para x €
Z,, exista la mayor cantidad posible de y € Z,, que satisfacen
la ecuacion (4).

Entonces, basta encontrar condiciones suficientes y nece-
sarias para alcanzar este maximo ideal. Nétese que si (x,m) =
1, entonces debe ser (y,m) = | para satisfacer (4). De mo-
do andlogo, si x = 0(mod p), los valores de y € Z,, para los
cuales se satisface (4) cumplen que y = 0(mod p).

Se puede observar que la cantidad maxima de soluciones
de la ecuacion (4) es la suma de las cantidades maximas de
soluciones de esta ecuacién cuando x = 0(mod p) y cuando
(x,m) = 1.

Por tanto, se puede abordar el problema al hallar las condi-
ciones suficientes y necesarias para que se alcance el maximo
en cada caso. A partir de la unién de esas condiciones, se
pueden obtener las condiciones suficientes y necesarias para
que se alcance el mdximo total. Por ello, se divide el andlisis
en dos subcasos.
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Subcaso 1.1.1: x = 0(mod p). Para este subcaso, se puede
notar que:

x* =y (mod m) = y = 0(mod p). )

Puede observarse que la maxima cantidad de miltiplos de
m se alcanza si se cumple que:

x=y=0(mod p) = x*=y’(mod m). (6)

Teorema 10 La condicion planteada en (6) se cumple si'y
solo si min{a,b} > 1.

Demostracion. Sea, sin pérdida de generalidad, min{a,b} =
b. Entonces, se tiene que:

a> b pues (a,¢(m)) # (b, p(m)).
= Suficiencia: Como a > b > ¢, se tiene que:
p>ph >y

Por tanto,

x=y=0(mod p),
= x* =y’ (mod p') = x* = y?(mod m), pues m = p'.

= Necesidad: Si se cumple la condicién (6), se tiene que:

a

x=y=p=0(mod p) = x* = p* =" = p’(mod p'),
=pt—p’=p"(p* " —1)=0(mod p'). (7
Como a > b se obtiene que:
(PP =1p)=(p""~1,p)=1.
Por tanto, se tiene que
p’(p*~" —1)=0(mod p'),
& p? =0(mod p'),

< min{a,b} =b>1.

Entonces, basta hallar la cantidad méxima para este sub-
caso, teniendo como condicién suficiente y necesaria que
min{a,b} > t para alcanzarlo.

Teorema 11 La cantidad mdxima de soluciones de la ecua-
cion (4) es p* -1 y la condicion suficiente y necesaria para
alcanzar dicha cantidad es min{a,b} > t.
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Demostracion. La condicién necesaria y suficiente se demos-
tr6 en el teorema 10. Como se cumple la condicién (6) para
tener el nimero maximo de soluciones, basta hallar la canti-
dad de x € Z,, que son miltiplos de p y elevarla al cuadrado.
Sea m,, la cantidad de multiplos de p menores que m, entonces
se tiene que:

Entonces, la cantidad maxima es:

2

my = (ptfl)Z _ p2(17]).

]
Subcaso 1.1.2: (x,m) = (y,m) = (y,p) = (x,p) = 1.

Abhora se realizan dos transformaciones que serén ttiles
para este subcaso y los posteriores. Por el algoritmo de la
divisién con resto [6] se garantiza que:

El!‘ZaaraeN;a:(P(m)Qa+raa (p(m)>ra207 €]
gy, rp €N; b= @(m)qp+ry, 9(m) >r, >0.  (9)

Lema 12 El problema de los reducidos catalanes en este
subcaso es equivalente a maximizar el cardinal del conjunto
E' ={(x,y) € (Zn X Zyp); X'« —y"» =0(mod m)}.

Demostracion. Se puede notar que las condiciones del pro-
blema de los reducidos catalanes no varian al trabajar con r,
y rp, ya que por las propiedades del mdximo comun divisor se
tiene que:

(@, 9(m)) = (ra, 9(m)),
(ba (p(m)) = (rb> (P(m))
Al aplicar el Teorema de Euler se tiene que:

X = x®Mdatra — (x0(m)ydaya = x"a(mod m),

Y = yPmantre — (3904 y = 7o (mod m).

Por tanto, se obtiene que:
(x* —yb) = (x"* —y?)(mod m),

= |E'| = |E|.

]

Entonces, el problema en este subcaso consiste en maximi-
zar el cardinal de E’ y determinar las condiciones suficientes
y necesarias de r,, r, para alcanzarlo.

Sean:

da = (av(P(m)) = (ra,(P(m)),
dp = (b7¢(m)) = (rb’(P(m))'
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Por las condiciones del problema, se puede garantizar sin
pérdida de generalidad que:

P p—1)>dy > dp.
Sean hg, by, € N tales que:
@(m) = dyha = dphy.
Se puede notar que:
hy > hg, pues d, > dp.

Teorema 13 Maximizar el cardinal de E' equivale a maximi-
zar el nitmero de soluciones de la ecuacion en congruencia:

¥ = 1(mod m), donde k = (hg, hy). (10)

Demostracién. Obtener el valor mdximo del cardinal de E’
equivale a determinar el nimero maximo de r € Z,, que satis-
face que:

ra

x'* = r(mod m),

11
y'* = r(mod m). (12)
Entonces, basta probar que:

X'« =y = r(mod m) < r* = 1(mod m).

o Suficiencia: Por el teorema 7 se tiene que las ecuacio-
nes (11) y (12) se cumplen si y solo si:

o(m)

rda =r" =1(mod m), (13)
(m) h
r 9% =r"=1(mod m). (14)
Como k = (hy, hyp), se tiene que:
Jeq,cp €N (cqycp) =1, hy = keg, hy =kep.  (15)

Entonces, se obtiene que:
¥ = 1(mod m) = r*a =y« = 1% = 1(mod m).
* = 1(mod m) = r*% = /' = 1% = 1(mod m).

Por tanto, se tiene que 7 = "« = 1(mod m), lo que,
por el teorema 7, implica que:
X' =y =r(mod m).
e Necesidad: Por el teorema de Bézout:

dz,w € N; hyz = k+ hyw.

Por la ecuacion (14) se tiene que:
(F")" = 1" = 1(mod m).

Entonces, a partir de la ecuacién (13) se tiene que:

rhaz — rkJrhbw _ (rk)rh;,w — (rk)(rh;,)w

Fernandez Machado, L.E.
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]

Entonces, para resolver el problema de los reducidos cata-
lanes para este subcaso se debe determinar el nimero maximo
de soluciones de la ecuacién (10).

Teorema 14 El valor mdximo del cardinal del conjunto E'

2
en este subcaso es (0(;7]) v la condicion necesaria y suficiente
para alcanzarlo es (Q(m),rp) = %g)

Demostracién. Como k es el maximo comiin divisor de &, y
hyp, se tiene que:

¢©(m) = 0(mod k).

De donde, por el teorema 2, el nimero de r € Z,, tal
que (r,m) =1 (o lo que es lo mismo, el nimero de enteros
incongruentes modulo m) que satisfacen la ecuacién (10) es
k. Por tanto, bastaria hallar el méximo valor de k = (h,, hp),
el cual es claro que es h,, ya que hy, > h,. Entonces, se tiene
que:

dn e N; hy = hyn.

Por tanto, aplicando las ecuaciones (13) y (14) se obtiene
que:

'a = 1(mod m) = " = (") = 1(mod m).

Se puede concluir que todo resto de r,-ésima potencia de
X € Zy, en médulo m también lo es de rp-ésima potencia en
modulo m si k = h,. Para cada valor de x € Z,, que genera un
resto r de r,-ésima potencia, existen soluciones y € Z,, de la
ecuacion (12). El nimero de soluciones de la ecuacién (12)
que existe por cada x € Z,,, es dj, por el teorema 3. Entonces,
se tiene que el valor méximo de |E’| es:

@(m)dp.

Se demuestra por reduccién al absurdo que %;")

mayor valor que puede alcanzar d,.
Supongamos que:

es el

¢(m)
dp > 72[) .

Se conoce que:
¢©(m) = 0(mod dp).
Se puede notar que los divisores de ¢ (m) son de la forma:

@(m)

d b

Entonces, aplicando las condiciones del ejercicio se tiene
que existe un divisor d; de ¢(m) tal que:

@p(m) _ @(m)
T4 T 2

@ (m) =0(mod d).

g3§1152 Ez ‘Lz > Cib j—
p
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=2p>d; >p.

Como no existen miltiplos de p mayores que p y menores
que 2p se tiene que:

(dy,p) =1,
= (d,p') =1,
= (p—1) =0(mod dy), ya que d, es divisor de @(m),
= (p—1)>d, > p, absurdo.

Por tanto, el valor maximo de d, es %Z’) y el miximo

valor de |E’| para este subcaso:

o(m)\  om?  p I (p—1)?
"’(’")<2p>_2p‘ P

(16)

Aplicando las condiciones del ejercicio y el valor maximo
de dj, demostrado, se obtiene que:

es el mayor valor que alcanza d,.

g - Plm)
“p

Entonces, bajo estas condiciones de maximo se puede
notar:
(p(m) =d,h, = dphy,

om) = 2y, _ @lm),

p 2p
= hy, =2h,.
Por lo cual, la condicién dp = (¢(m),rp) = %Z') incluye

la condicién suficiente y necesaria para maximizar el nimero
de soluciones de la ecuacién (10), que equivale a maximizar
el cardinal del conjunto E’. m

Como para alcanzar el valor mdximo del cardinal del con-
junto E en el Caso 1.1 deben alcanzarse los valores méximos
para el Subcaso 1.1.1 y para el Subcaso 1.1.2, entonces de-
ben cumplirse simultineamente las condiciones necesarias y
suficientes para alcanzar dichos valores en cada subcaso. Por
tanto, a partir del teorema 11 y el teorema 14 se obtiene el
siguiente teorema.

Teorema 15 El valor mdximo del cardinal del conjunto E
para el Caso 1.1 es:
om? _ PP’ +1)

2(t—1) —
Pt 2

a7

Las condiciones necesarias y suficientes para alcanzar dicho

mdximo son:

1. min{a,b} >1t.
t—Z(

2 (p(m).b) = (p(m).ry) = % = 7200
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Para probar que este valor de (17) es el mdximo de |E| bajo
las condiciones del “Problema de los reducidos catalanes”,
basta probar que si m no divide a ¢, el maximo valor que
puede alcanzar |E| es menor la expresioén en (18). Ademas,
de ello (ya por el caso anterior junto con ¢ = 0(mod m)) se
tendrian las condiciones necesarias y suficientes para alcanzar
el maximo buscado.

Si m no divide a c, entonces, por la condiciones del pro-
blema de los reducidos catalanes, son primos relativos.

2.1.2 Caso 1.2: (¢c,m) =1

En este caso se debe determinar el valor maximo que
puede alcanzar el cardinal del conjunto que se estd analizando
E ={(x,y) € (Zin X Zp,); x* —y® —c = 0(mod m)}, siendo ¢
primo relativo con m. Como este caso es parte del Caso 1 m no
es primo y, por las condiciones del problema de los reducidos
catalanes, se tiene que

(¢,;m) = 1= min{a,b} >log,m =log,p' =1.

Se divide este Caso 1.2 en dos subcasos.
Subcaso 1.2.1: ¢ no es resto de a-ésima potencia en mod p.

Teorema 16 Para el Subcaso 1.2.1 el valor mdximo que pue-
de alcanzar el cardinal de E es:

(@(m) +p'™")dy = p'dy. (18)
Ademds, se cumple que:
2
m _ -
UM L 20D (g(m) + ), (19)

2p

Demostracion. Como a > ¢, entonces:
x = 0(mod p) & x* =0(mod p').

De ello se deduce que la mayor cantidad de elementos en
E cuando x = 0(mod p), se obtiene cuando —c es un resto
de r-ésima potencia mod m, pues en otro caso no existirian
elementos de E con x = 0(mod p). Se conoce que la cantidad
de miiltiplos de p en Z,, es p'~! y, aplicando el Teorema 3,
se sabe que:

y* = —c(mod m), tiene exactamente dpsoluciones en Z,,,.
Por tanto, la cantidad méaxima de elementos de E con
x=0(mod p) es:
/s

Si (x,p) = (x,m) = 1 y ¢ no es resto de a-ésima poten-
cia en mod p, entonces (y,p) = (y,m) = 1 para que existan
elementos en E con (x,m) = 1. Como (x,m) = (y,m) =1, se
puede trabajar con r, y rp en vez de con a y b. Luego, el maxi-
mo valor de |E| se obtendria si cada valor de x"« — ¢ es un resto
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de rp-ésima potencia en (mod m), y como (x,p) = (x,m) =1
se tiene que existen ¢ (m) valores generados por x™« — c. Por el
teorema 3, por cada uno de esos ¢ (m) valores de x (si siempre
generan r,-ésima potencias en x'@ — ¢) existen exactamente
dyp,y € Z, tales que:

(x" —¢) =y (mod m).

Por tanto, la cantidad maxima de elementos en E tales
que (x,m) = (x,p) = 1 que se puede alcanzar es @(m)(dp).
Entonces, el médximo valor que puede alcanzar |E| es:

@(m)(dp) + p'~'dp = p'dp.

Por la demostracién desarrollada en el teorema 14 se co-
noce que:

(p(m) > dba
2p
¢(m)®
2p
Aplicando las condiciones del problema, se puede notar

(m)

P> p 2 (p-1)= N >d, > dp.

= > @(m)dp. (20)

que:
= p?=D > pi=lg,. QD

Por tanto, sumando las desigualdades obtenidas en (20) y
(21), se obtiene que:

@(m)? N

2(t—1) r—1
oy TP > (@(m)+p'™ )dp.

]
Subcaso 1.2.2: ¢ es resto de a-ésima potencia en médulo p.

Teorema 17 Sea x € Z,, tal que:
x* = ¢(mod p).
Entonces, se tiene que:
(x,y) € E = x* = c(mod m).
Demostracién. Se puede notar que:
[x* = ¢(mod p) A (x,y) € E] = y =0(mod p),

=" =0(mod m), pues b > 1t,
= x“ = c(mod m), ya que (x,y) € E.

Teorema 18 Para el Subcaso 1.2.2 el valor mdximo que pue-
de alcanzar el cardinal de E es:

(@(m) —da)dp + (da+dp)p"". (22)
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Demostracion. Por el teorema 17, para obtener pares orde-
nados (x,y) € E con x* = ¢(mod p), se debe garantizar que ¢
sea resto de a-ésima potencia en médulo m.

Por el teorema 3, la ecuacién x* = c¢(mod m) tiene exac-
tamente d, soluciones en Z,,. Por tanto, la cantidad de pares
ordenados (x,y) € E con x* = ¢(mod m), es:

d.p' (23)

Por la demostracion del teorema 16, se conoce que la
mayor cantidad de pares ordenados (x,y) € E con (x,p) =
(x,m) =1les:

dpp' . (24)

Falta maximizar el nimero de pares ordenados (x,y) € E
con (x,p) = (x,m) =1y x* # c¢(mod m). Para esto, deben
ser a y c tales que todos los valores de x* — ¢, con x bajo
las condiciones anteriores, sean restos de r,-ésimas potencias
en mod(m). Aplicando, el teorema 3, se obtiene que existen
¢©(m) — d, valores de x € Z,, tal que:

(x,m) =1, y x* # c¢(mod m).

Por tanto, aplicando razonamientos andlogos a los casos
anteriores, por el teorema 3 se tiene que el maximo ndmero
de pares ordenados de E bajo estas condiciones es:

(¢(m) = da)dp.

Sumando las expresiones (23), (24) y (25) se obtiene que
el valor maximo que puede alcanzar el cardinal de E es:

(25)

(@(m) —du)dy+ (dy+dp)p'™"

Para demostrar que el valor mdximo del cardinal de E
para este subcaso, planteado en el teorema 18, es menor que
el méximo para el Caso 1.1 se demuestra el siguiente lema.

Lema19 Si £ ( ) > dp, se cumple que:

‘P<m>2_<<P(m)

26
2 » (26)

)do > (olm) - )
Demostracion. Se puede notar que:

o(m)?  (o(m)
2 —(p)da>((p(m)—da)db.

com (920 -a4) a0 (22 -a). @

Como se conoce que ; ) > d,, para demostrar la des-
igualdad planteada en (27), basta probar que:
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(28)

Simplificando algebraicamente, se obtiene que la desigual-
dad expresada en (28), equivale a:

P2 p-2)

> dp.
5 2 dp

(29)
Ahora la demostracién se dividen tres casos, dependiendo
del primo impar p que define a m.

e p = 3: Con simples cdlculos utilizando las condiciones
del problema, se comprueba que si t = 2, el valor maxi-
mo de |E| planteado en el teorema 18, es menor que el
maximo para el Caso 1.1. Por lo cual, se considera t > 3.
Entonces, se tiene que m = 3. Aplicando razonamien-
tos andlogos a los utilizados para probar que ( ) >dp,
y teniendo en cuenta que en este caso se tlene como
condicién que ( 1S dp, se obtiene que:

P 2y 33 g,
2p

Pero se puede notar que:

Pp-2) 37 s

= 377 > dp.
2 2 7 =
Quedando demostrada la desigualdad de (29) para este
caso.

e p=1(mod 3): Como p es primo, entonces p > 7. Como
p = 1(mod 3), aplicando razonamientos andlogos a los
utlhzados para probar que £ ) > dy, se obtiene que:

M>db=>q)(m) =

t—2 -1
P (p-1) >4,
2p 3p

3 =z

Entonces, para demostrar la desigualdad planteada en
(29) bastaria probar que:

P2 p=2) _ pip—1)
2 = 3

©3(p-2)=2(p-1).

& p >4

Quedando asi demostrada la desigualdad, pues p > 7.

e p=2(mod 3): Como p es primo entonces p > 5. Sien-
do d el menor divisor de 2 , se puede notar que:

@(m) _ o(m)

>dp, yaque .
d > 3 por ser p =2(mod 3).
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Entonces, por la demostracion realizada para el caso
p = 1(mod 3), se obtiene que:

P2 (p—-2)
2

>

@(m) > d,
3p

Por tanto, ha quedado demostrada la desigualdad (29)
para cada caso posible, la cual es una condicién sufi-
ciente para que se cumpla (26) como ya se demostré.

Teorema 20 Se cumple que:

¢(m)
2p

+pH7Y > (@(m) —da)dy + (da+dp)p' ™", (30)

Demostracion. Teniendo en cuenta la acotacion de d, esta
demostracién se divide en dos partes.
_ o(m)
1. dy, = ST
Sea S, tal que:

8= (otom) -

Se conoce que d,, es un divisor de @(m) y que se cumple
que:
0 g g, = O
p 2p

Entonces, se tiene que:

) ()2 )

2. %Zq) > dp.

Como dj, es divisor de @(m), para este caso se obtiene
que:
m
LG,

3 (31)

Por el Lema 19 se conoce que:

2
m m
2o () > (ot - s
Por tanto, para demostrar la desigualdad expresada en
(30), basta probar que:

@(m)

T dy+ p? Y > (do+dy)p T (32)
p

Simplificando, se tiene que (32) se cumple si y solo si:

P’ >dy+dpp. (33)
Se tiene que:
o) y2(p-1) 2 d,
p
=20,
oim) _p7p=1) .
3p 3

Entonces, para demostrar (33), basta probar:

pPp—1)
3

3p2 > (p—1)(p+3),
o, 1) 5
P=3) =74

Entonces, se concluye que el mdximo valor que puede

P> ptfz(p— 1)+ , y esto se cumple si y solo si,

alcanzar el cardinal del conjunto E en cualquier subcaso del

en: Caso 1.2 es siempre menor que el valor maximo que alcanza

en el Caso 1.1. Por lo cual, el problema de los reducidos

2p catalanes ha quedado resuelto cuando m no es primo.

Reduciendo algebraicamente, se obtiene que:

Teorema 21 El valor mdximo del cardinal del conjunto E

@(m)? para el Caso 1 es:

+ p2(tfl) > Sims

2p
S p P (p-17+2p7 > 3p P (p 1),
& (p—1)2+2p*>3p(p—1),
Sp+1>0.

Quedando asi demostrada la desigualdad (30) para este
caso.
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PR p(m)? _ P+ 1).

2 > (34)

Las condiciones necesarias y suficientes para alcanzar

dicho mdximo son:

1. ¢ =0(mod m).

2. min{a,b} >1.
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2.2 Caso2: mes primo (t = 1)

El caso m = 3 se deja como ejercicio al lector. Para el ana-
lisis del Caso 2 se utiliza la misma notacién que se introdujo
en el Caso 1, asi como no se desarrollan las demostraciones
que sean idénticas o andlogas a las realizadas en dicho caso.

Seam = qy p el mayor divisor primo de @(m). Como m
es primo se tiene que:

¢(m)=o(qg) =q—1.

De igual forma que el Caso 1, el Caso 2 se divide en dos
casos, pues los valores de maximo para el cardinal de E varian
dependiendo del término independiente c.

2.2.1 Caso 2.1: ¢ =0(mod gq)

Definicion 22 Sea g un niimero primo y p el mayor factor
primo de @(q). Se dice que q satisface la condicion de mdximo
si el menor divisor (d > p) de ©(q) cumple que:

2p>d. (35)

Aplicando razonamientos andlogos a los desarrollados en
el Caso 1.1, se obtiene la solucién para el Caso 2.1.

Teorema 23 Si el niimero primo q dado satisface la condi-
cion de mdximo entonces el mayor valor que puede alcanzar
el cardinal de E es:
2
¢(q)

——+1; 2p>d > py divisor de ¢(g).

y (36)

La condicion necesaria y suficiente para alcanzar el mdximo
en este caso es:

1. dy = ((g),b) = 2 = L.

En otro caso, el mdximo valor del cardinal de E es:
(37)

Y la condicion necesaria y suficiente para alcanzar el mdximo
es:

2. dy = (9la).b) = 5 = 50
2.2.2 Caso 2.2: (c,m)=1.

Se demuestra que el méximo valor de |E| es mayor en este
caso que en el Caso 2.1, asi como se obtienen las condiciones
necesarias y suficientes para alcanzar dicho valor, quedando
asi resuelto el problema de los reducidos catalanes cuando m
es primo. Para ello, se divide en dos subcasos el Caso 2.2 de
forma andloga a lo realizado para el Caso 1.2.
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Subcaso 2.2.1: x = 0(mod g).

Teorema 24 Si el niimero primo q dado satisface la condi-
cion de mdximo (existe d que satisface (35)), entonces la
mayor cantidad de (x,y) € E para este subcaso es:

?(q)

y (38)

Las condiciones necesarias y suficientes para alcanzar este
valor es:

1. —c es resto de ry-ésima potencia modulo q.

2. dy=(p(q),b) = 4P = 1.
En otro caso, el mdximo valor es:

0}

2 (39)

Y las condiciones necesarias y suficientes para alcanzar el
mdximo es:

3. —c es resto de rp-ésima potencia modulo q.

4. dy=(plq),b) = 2L = &)

Demostracién. Se puede notar que si (x,y) € E en este subca-
s0, entonces x es cero, ya que x € Z,. Para (x,y) € E en este
subcaso, y debe ser primo relativo con g, pues (¢,q) = 1. Por
tanto, andlogamente a las demostraciones realizadas previa-
mente, se trabaja con r;, en lugar de b.

El ndmero de (x,y) € E para este subcaso es igual al
nimero de soluciones de la ecuacién en congruencia:

y'? = —c(mod q). (40)

Para que la ecuacién (40) tenga solucién —c debe ser resto
de rp-ésima potencia en médulo g. Por el teorema 3, se tiene
que el nimero de soluciones de la ecuacién (40) es dp, y, por
tanto, se debe maximizar este valor. Se conoce que si el primo
dado g cumple la condicién de mdximo el mayor valor de dj,
es @ siendo d el menor divisor mayor que p de ¢(g) que
satisface (35). Por tanto, el nimero maximo de soluciones
de la ecuacion (40) es @, con las condiciones necesarias y
suficientes dadas en el teorema.

En el caso que el primo dado ¢ no satisface la condicién
de maximo se demuestra andlogamente que el maximo es
%}Z), con las condiciones suficientes y necesarias andlogas
para este caso del primo g. m
Subcaso 2.2.2: (x,q) = 1.

Del Caso 1 se conoce que:
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Por tanto, por los teoremas 2 y 3, se tiene que el niimero
de restos diferentes de r,-ésima potencia es h,, ya que es el
nimero de soluciones de la ecuacién en congruencia:

9(a)
fla == 1(mod q).

(41)

Entonces, sea R = {r,r2,...,ry, } ¢l conjunto de todos los
restos de r,-ésima potencia.

Teorema 25 El mdximo valor del cardinal de E para este
subcaso es:

0(q)*
Z.

(42)

1. si q satisface la condicion de mdximo y d el menor
divisor mayor que p (2p > d > p):

0(q)*
- @3

2. si g no satisface la condicion de mdximo.

Las condiciones necesarias y suficientes para alcanzar el
mdaximo son:

1. c no es resto de ry-ésima potencia en mod q.

2. hpy=0(mod ord 4(r—c¢)),Vr € R.

3. dy= # ody,= %Z), dependiendo si q satisface la

condicion de mdximo.

Demostracion. Para realizar la demostracién se divide el
cdlculo del valor maximo del cardinal de E en dos casos.

e ¢ resto de r,-ésima potencia en mod q.

Por el teorema 3, se tiene que la siguiente ecuacién tiene
exactamente d, soluciones en Zj:

X' = c(mod q). (44)

Se puede notar que (x,y) € E con x que satisface (44) si 'y
solo si:
y" = 0(mod g),

< y=0,puesy € Zy,.

Por tanto, se tienen d, pares ordenados (x,y) € E con x que
satisface (44).

Por otro lado, para maximizar la cantidad de pares ordena-
dos (x,y) € E con x que no satisface (44), se debe garantizar
que la expresién x'* — ¢ s6lo genere restos de r,-ésima poten-
cia en mod g. Se puede notar que la cantidad de valores de
x € Zg que no satisfacen (44) es ¢(q) —d,, ya que se trabaja
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dentro del Subcaso 2.2.2. Por tanto, aplicando el teorema 3 se
obtiene que la cantidad de pares ordenados (x,y) € E con x
que no satisface (44), es:

(¢(q) —da)dy.

Entonces, el valor mdximo de |E| para este primer caso
es:

(¢(q) — da)dp + da

Se puede notar que se maximiza para este caso con dp, > 1
y que se cumple que:

0(q)dp > (¢(q) —da)dp +d,. 45)

e ¢ no es resto de r,-ésima potencia en mod q.

Se puede notar que el valor méximo de |E| en este segun-
do caso se alcanza si para cada uno de los ¢(g) valores de
X, se obtiene un resto de r,-ésima potencia en la expresion
algebraica x™« — c. Por tanto, utilizando las propiedades del
orden [6] y el teorema 3, se obtiene que la condicién 2 es
una condicién necesaria para alcanzar el maximo. Ademas,
aplicando el teorema 3 se obtiene que el mdximo de |E| seré:

®(q)dp.

Por tanto, a partir de (45) se puede garantizar que el ma-
ximo de |E| para el Subcaso 2.2.2, se alcanza cuando ¢ no es
resto de r,-ésima potencia en mod g. S6lo queda maximizar
©(q)dp, pero se conoce que su mayor valor es:

o(q)®

p (46)

1. si g satisface la condicién de médximo y d el menor
divisor mayor que p 2p > d > p),

0(q)*
2p

(47)

2. si g no satisface la condicién de méaximo.

Se puede notar que:

(P(;I)2 . <P£lq) . <P(;1)2 i
99 9la) _ ¢l)’ o1

2p 2p 2p
Entonces, uniendo los teoremas 24 y 25 se obtiene la

solucién al problema de los reducidos catalanes para el Caso
2.
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Teorema 26 El valor mdximo del cardinal del conjunto E
para el Caso 2 es:

(48)

1. si q satisface la condicion de mdximo y d el menor
divisor mayor que p (2p > d > p):

(49)

2. si g no satisface la condicion de mdximo.

Las condiciones necesarias y suficientes para alcanzar el
mdximo son:

e (c,q)=1.

e —c resto de ry-ésima potencia mod q.
e c¢R.

e 1, =0(mod ord ,(r —c¢)),Vr € R.

° d,= @ od,= %Z), dependiendo de si q satisface la

condicion de mdximo.

3. Conclusiones

En este articulo se resolvié el problema de los reducidos
catalanes, tanto para m primo como para m no primo. Para
la solucién se desarrollé un método demostrativo basado en
la conexién de resultados de la teoria de nimeros, especi-
ficamente, el teorema de Euler, el teorema de Bézout y la
caracterizacion de los restos de k-€simas potencias en médu-
los que admiten raices primitivas. Por tanto, con este método
demostrativo, denominado método Bézout-Euler de las poten-
cias, se generalizé el método Bézout-Fermat, lo cual permitié
resolver ecuaciones en congruencia mds complejas, asi como
maximizar su cantidad de soluciones incongruentes.
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