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Solucion de la ecuacion diferencial fraccionaria de

Poisson en una juntura p-n

Solution of the fractional Poisson differential

equation at a p-n junction

Karla Gonzalez-Sanchez'*®, Diego Seuret-Jiménez?

Resumen Este trabajo brinda una solucién innovadora a la ecuacion de Poisson en una juntura p-n de tipo
CdS/CZTS, mediante el enfoque fraccionario. Primeramente, se analizan las definiciones existentes de derivada
fraccionaria y se selecciona la mas acorde al problema fisico en cuestion. Luego, se modela la ecuacion de
Poisson en términos de una ecuacion diferencial fraccionaria para un valor particular del grado fraccionario de
derivacién. Se procede a la comparacion entre los resultados obtenidos para las derivadas fraccionarias con
respecto a las derivadas clasicas. Los resultados muestran que con la aplicacion del célculo fraccionario se
logra una mejor aproximacion, con los modelos teoricos, a los datos experimentales de las curvas IV, sin la
adicion de términos extras a la ecuacion de Shockley, que modela un diodo de una celda solar ideal.

Palabras Clave: ecuaciones diferenciales, calculo fraccionario, ecuacién de Poisson, juntura p-n, semiconducto-
res.

Abstract This work provides an innovative solution to the Poisson equation in a CdS/CZTS p-n junction using
a fractional approach. First, the existing definitions of fractional derivatives are analyzed, and the most suitable
one for the physical problem at hand is selected. Then, the Poisson equation is modeled in terms of a fractional
differential equation for a particular value of the fractional derivation order. A comparison is made between the
results obtained for fractional derivatives and those for classical derivatives. The results show that by applying
fractional calculus, a better approximation to the experimental data of the IV curves is achieved, aligning more
closely with theoretical models ?without the need for additional terms in the Shockley equation, which models an
ideal solar cell diode.
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Introduccion

La creciente demanda de energias sustentables ha impul-
sado la investigacidn en tecnologias como la fotovoltaica [14].
En este contexto, el enfoque matemadtico juega un papel im-
portante. En el presente articulo se propone una herramienta
novedosa, el cdlculo diferencial fraccionario, para una inter-
pretacion alternativa a un problema clasico de la Fisica de

semiconductores: la ecuacién de Poisson.

La importancia de la bisqueda de nuevos métodos de
solucién para esta ecuacién radica en que, en la actualidad,
los modelos tedricos que describen el comportamiento de
las celdas solares difieren de los resultados experimentales
[2]. Al introducir un enfoque fraccionario se espera obtener
resultados mds proximos a la realidad, debido a que en la
literatura se reportan resultados satisfactorios en el uso del
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célculo fraccionario para algunos fendmenos fisicos donde se
desconoce la relacién causa-efecto [11, 15].

El célculo fraccionario, a pesar de ser considerado como
una herramienta novedosa, data de 1675, cuando Gottfried
Wilhelm Leibniz propuso una nocién de derivada de orden
no entero. Més tarde, Guillaume de 1’Hopital se cuestionaria
el significado de la derivada de orden n = 1/2 en una carta
a Leibniz, a lo que este responderia: “esta es una paradoja
aparente, pero en el futuro esta formulacién permitira extraer
consecuencias muy utiles” [1]. Muchos fueron los matema-
ticos que mads tarde contribuyeron a esta area, pero es en los
dltimos afios que se ha visto un auge en las aplicaciones del
calculo fraccionario [1].

Relevancia del estudio

En los dispositivos fotovoltaicos de tipo CdS/CZTS, existe
una brecha entre los modelos tedricos que describen su fun-
cionamiento y los datos experimentales. En estos modelos, la
ecuacion de Poisson juega un papel fundamental. Al emplear
dicha ecuacion en el modelo de Shockley, este necesita de
la incorporacién de factores de ajuste para lograr una coinci-
dencia con los datos experimentales. Con la reformulacién de
la ecuacién de Possion mediante derivadas fraccionarias se
pretende incorporar de forma intrinseca los efectos que tradi-
cionalmente se modelan con dichos factores, lo que simplifica
los modelos y disminuye la brecha tedrica-experimental. Este
trabajo representa un primer paso para identificar los mecanis-
mos que se pueden representar con cada orden fraccionario
de derivacidn.

1. Derivada fraccionaria

El célculo diferencial fraccionario es una generalizacién
del célculo diferencial cldsico, donde el grado de derivacién
puede ser no entero. Esto permite una mayor flexibilidad al
modelar problemas fisicos, pero atin es una herramienta que
carece de robustez matematica [6].

Precisamente por esto, no existe una definicion tinica pa-
ra el concepto de derivada fraccionaria. A continuacion se
resumen algunas de las definiciones mds relevantes de deri-
vada fraccionaria [7, 13], de las cuales se seleccionara la mas
acorde al problema de investigacion tratado en este articulo.

Derivada fraccionaria de Riemann-Liouville: Dada una
funcién f(t) : R — R,parac € [n —1,n)yn € N, la
a-derivada de f es:

f@

pw___ 1 d /t _ fl@)
¢ Th—-a)d” , (t—z)x 1™

donde I' denota la funcién Gamma, una generalizacién del
concepto de factorial.

La funcién Gamma se define para z € C de la siguiente
forma:

() = / F=le=tdt  paraRe(z) > 0, ¢ € (0,00),
0
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I'(n) =(n—1)! paran € N.

Derivada fraccionaria de Caputo: Dada una funcién f(¢) :
R = R,parac € [n— 1,n) yn € N, la a-derivada de f es:

app_ L oadr [t f()
Dar(t) = r(n—a)%/a (t—x)a*”“dx’

donde n = [a/] es el menor entero mayor o igual a o, f() ()
es la derivada ordinaria de orden n de f, I" es la funcién
Gamma, x es la variable de integracién y ¢ es la variable sobre
la cual se toma la derivada fraccionaria.

Derivada conformable: Dada una funcién f : [0,00) — R.
Entonces, la derivada fraccionaria conformable de orden o se
define como:
t+eth=) — f(t
Taf(t):h’mf( ) f(),

e—0 12

para todo ¢ > 0, a € (0, 1], donde ¢ representa un parametro
de incremento infinitesimal.

Derivada fraccionaria generalizada: Sea o € (n,n + 1]
un nimero fraccionarioy n € N, sea f : [0,00) = R, n + 1-
diferenciable. La derivada fraccionaria generalizada de orden
« esta definida como:

DO (1) — 1 L1 a0 — T

e—0 9

donde [«] es el menor entero mayor o igual a «, wy ,, s una
funcién que depende de ¢ y de o y € representa un pardmetro
de incremento infinitesimal.

Resulta notable la diferencia entre las dos primeras de-
finiciones y las dos tdltimas; las primeras pertenecen al con-
junto de las definiciones de derivada fraccionaria integro-
diferenciables, mientras que las dltimas son definiciones de
tipo algebraicas. Las primeras resultan mds complejas y, por
lo tanto, dificultan su aplicacién en problemas praicticos.

La definicion de Riemann-Liouville, ademas, no satisface
la propiedad D2 (1) = 0, para a ¢ N, ni las férmulas de deri-
vada del producto y divisién de dos funciones [5]. La derivada
conformable dio solucién a alguno de estos problemas que
presentan las integro-diferenciables, pero ain persisten otros,
como los problemas dimensionales para fendmenos fisicos.

Finalmente, la derivada fraccionaria generalizada logra
aprovechar todas las ventajas de la derivada conformable y
logra solucionar el problema dimensional. Ademds, de propor-
cionar una formalidad matematica en el contexto del dlgebra
diferencial [13]. Por estos motivos se decidi6 trabajar con la
definicién de derivada fraccionaria generalizada.

2. Ecuacion de Poisson

La ecuacién de Poisson es una ecuacién diferencial parcial
de segundo grado, que en el contexto del estudio de los semi-
conductores, describe como se distribuye la carga eléctrica en
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un semiconductor, relacionando la densidad de carga p con el
potencial eléctrico v [12].
Su expresién es la siguiente:

V2¢(35) = =P

donde V2 es el laplaciano, pero en la prictica se trabaja en una
sola dimensién debido a la simetria que presenta el problema,
pues el flujo de carga y el campo eléctrico en una celda solar
son dominantes en la direccién perpendicular al plano de
separacion de la zona n y la zona p [8].

El caso particular que se analiza en este trabajo es el de
una celda solar tipica de CdS/CZTS (kesterita con sulfuro de
cadmio) [3], en oscuridad, a temperatura ambiente. El tipo de
juntura p-n que se modela serd la juntura abrupta unilateral.

El sulfuro de cadmio es donor y su concentracién de 4to-
mos donores es inferior a la de atomos aceptores de la kes-
terita. Dada la relacion Npx,, = N4x,, donde x,, y x, son
la longitud de la regién de carga espacial tipo n y tipo p, res-
pectivamente; Np y N4 son la densidad de d&tomos donores
y aceptores, respectivamente. Entonces, z,, es mucho mayor
que .

Es por esta razén que toda la juntura crece hacia la zona
ny se describe en esta zona y no en la zona p, por lo que la
ecuacién de Poisson se expresa de la forma siguiente:

d*y

Y 4Np
dz? e’

donde q es la carga elemental y € es la permitividad del semi-
conductor.

Debido a la estructura de la juntura abrupta unilateral, el
potencial se toma como cero del lado p del semiconductor. Por
lo que se consideran las siguientes condiciones de contorno
de tipo Cauchy en el intervalo (0, z,,) = (0, W):

$(0) =0
¥'(0) = En, 7

donde W es el ancho de la zona de carga espacial, y £, es el
campo eléctrico maximo dado por la expresion [12]:

NW
B, =27
€

3. Ecuacion diferencial fraccionaria de
Poisson
La ecuacion de Poisson en términos de derivada fracciona-
ria, empleando la definicion de derivada fraccionaria generali-

zada y bajo las condiciones planteadas anteriormente, queda
expresada de la siguiente forma:

dl*ly — gNp
dzlel e’

[a]—a

Wy ol

para las mismas condiciones de contorno ya enunciadas.
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La funcién w, estd dada por la distancia caracteristica del
sistema, para el caso de los semiconductores, esta seria la
longitud de Debye, cuya expresion es [4]:

€]€BT
¢*N’

Lp =

donde T’ es la temperatura en Kelvins y kp es la constante de
Boltzmann. La expresién para la funcién w,, para no incurrir
en problemas dimensionales seria:

_ 1
PR

wIO{

5

De esta forma la ecuacién diferencial fraccionaria de Pois-
son quedara expresada de la siguiente manera:

x"a‘lia ] d[a]y 7_qND
Lfrﬂ—a dxﬁﬂ B €
D

4. Resultados

La solucién computacional de esta ecuacion diferencial
fraccionaria para valores tipicos de una celda solar de kesterita
con sulfuro de cadmio en oscuridad y a temperatura ambiente
se realiz6 con los datos de la Tabla 1. Esto se hizo mediante
un programa en Python y MATLAB creado por los autores;
dicho programa estd basado en el método de Runge-Kutta de
cuarto y quinto orden de precisién (RK45).

Tabla 1. Valores para una celda solar de kesterita con sulfuro
de cadmio [Values for a kesterite solar cell with cadmium
sulfidel].

Simbolo Valor Unidad de Medida
w 8,55 x 107 m

q 1,60218 x 1071 C

N 1019 m—3

5 6,64 x 10711 C2/Nm?

T 300 K

kp 1,38 x 10723 J/K

Los valores obtenidos de la solucién numérica de dicha
ecuacion diferencial fraccionaria se emplearon para visualizar
las curvas IV mediante la conocida ecuacién de Shockley,
pues la solucién de la ecuacién de Poisson por si sola no
brinda informacién significativa.

La curva IV es una grifica que muestra la relacion entre la
corriente eléctrica (I), que pasa a través de un dispositivo (en
este caso, una celda solar) y el voltaje (V) aplicado. Mediante
esta curva se caracteriza el comportamiento eléctrico de los
paneles solares. En el contexto de los semiconductores se
trabaja principalmente con las curvas I'V.

Por otra parte, el modelo de Shockley es un modelo ideali-
zado de un diodo PN (de una celda solar ideal) cuya ecuacién
(del diodo) es la ecuacién de Shockley.
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Figura 1. Representacion esquemadtica de una juntura p-n, mostrando las regiones tipo p (exceso de huecos) y tipo n (exceso de
electrones), junto con la zona de deplecién o agotamiento en el limite entre ambas regiones [Schematic representation of a p-n
Jjunction, showing the p-type region (excess of holes) and the n-type region (excess of electrons), along with the depletion region
at the boundary between both areas]. Tomado de: https://portalsolar.com.ar/enciclopedia/energia-s
olar/como-funcionan-las-celdas-fotovoltaicas—optoelectronica-para-salita-de-4

El valor de a que aport6 una mejor interpretacion fisica
fue oo = 1,9. La grafica resultante para este valor se muestra
en la Figura 2.

Curva IV de la Célula Solar alfa=1.9

10

10710

Corriente {l) (Escala Logaritmica)

10-15 " L L L
0 0.3 04 0.5 0.6
Voltaje (V)

Df1 DIZ 0.7
Figura 2. Representacion de la curva IV paraa = 1,9 [IV

Curve representation for o = 1,9].

En la Figura 3 una representacién grafica de la curva IV
para el caso clasico, « = 2. Puede notarse la diferencia en
el intervalo (0, 0,1] entre ambas gréficas. Al usar el modelo
clasico (o = 2), se obtiene una linea recta, lo cual no describe
el comportamiento real de las celdas solares. La linea recta
representa un comportamiento ideal, sin considerar los meca-
nismos de transporte que tipicamente aparecen en los andlisis
experimentales de las celdas solares.

El coeficiente de correlacién entre ambas graficas es el
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a3 0.4
Valtaje (V)

Figura 3. Representacion de la curva IV para o = 2 [IV
Curve Representation for o = 2].

o1 02 05 06

siguiente:

m Para 0 < v < 0,1, el coeficiente de correlacion es
0,2354.

= Para 0,1 < v < 0,7, el coeficiente de correlacién es 1.

Esto indica que la relacién lineal entre ambas graficas en
el intervalo (0, 0,1] es poco significativa, pero sigue siendo
positiva, lo cual tiene sentido dado el fenémeno fisico en cues-
tién. Por otra parte, en el intervalo (0,1, 0,7], las graficas estdn
perfectamente correlacionadas. De esta forma, se comprueba
que mediante el cambio de grado de derivacién no se pierde
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informacion significativa para la representacion de la curva
Iv.

Por otra parte, el factor de idealidad [10] es un pardmetro
adimensional que se puede determinar, entre otras formas, por
la pendiente de la parte exponencial de la curva In(I) vs. V.
Este aparece en la ecuacion de Shockley y determina, en un
diodo, la informacién sobre los procesos de conduccién de
corriente o recombinacién que ocurren dentro del dispositivo.

el valor del factor de idealidad obtenido es n = 2,10,
lo que indica que el mecanismo de transporte estaria entre
recombinacién-generacién (n = 2) y transporte por tinel
(n > 2)[9].

Conclusiones

En este trabajo se model6 y soluciond la ecuacion diferen-
cial fraccionaria de Poisson para el caso de la juntura abrupta
unilateral empleando la definicién de derivada fraccionaria
generalizada. Dada las gréficas y valores obtenidos se puede
afirmar que se obtuvieron resultados satisfactorios, pues se
logré una representacién mds cercana a la realidad, incorpo-
rando mecanismos de transporte sin la necesidad de afiadir
términos extras a la ecuacion de Shockley. Esto estrecha la
brecha existente entre los modelos tedricos y los resultados
experimentales para el caso de estudio en cuestion.
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