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Resumen

En este trabajo se presenta un conjunto de problemas, obser-
vaciones y preguntas para facilitar a los profesores la prepa-
racion de actividades para un proyecto de aprendizaje sobre
el establecimiento de un orden total para la extension del
concepto de media p-ésima en tres contextos: el geométrico
parap € {-2,-1,1,2}, el algebraico para p € Z y el del calculo di-
ferencial para p € R. Lo planteado para estos tres contextos
diferentes propicia el trabajo de articulacién vertical desde
la ensefianza secundaria hasta la universitaria, asi como el
de integracion de conocimientos en el caso de los dos prime-
ros contextos. Los resultados obtenidos utilizando técnicas
del calculo diferencial muestran la facilidad con que se gene-
ralizan los resultados alcanzados con técnicas de la geome-

tria sintética y del dlgebra basica.

Abstract

This paper presents a set of problems, comments and ques-
tions to make it easier for the teachers, the preparation of
activities, in order to perform a learning project on the es-
tablishment of a total order for the extension of the concept
of p-nth mean in three contexts: the geometric for p € {-2,-
1,1,2}, the algebraic for p € Z and the differential calculus for
p € R. The raised for these three different contexts, it facili-
tates the work of vertical link from secondary education to

university; as well as the integration of knowledge in the

case of the first two contexts. The results obtained using
the differential calculus techniques show the ease with
which it generalizes the results achieved with techniques

of synthetic geometry and basic algebra.

1. Introduccion

El proceso de ensefianza requiere la creacién de condicio-
nes para que se produzca la adquisicion de conocimientos
por parte de los estudiantes. Muchas de estas condiciones
pueden lograrse con la realizacién de un proyecto de apren-
dizaje basado en una organizacidn significativa de los con-
tenidos, mediante el cual se propicien las condiciones para
que el estudiante amplie, modifique o rechace, las estructu-
ras que posee a partir de la presentacion del nuevo conoci-
miento en forma significativa.

En este articulo se presenta un conjunto de problemas,
observaciones y preguntas que pueden facilitar a los pro-
fesores la preparacion de actividades para una poblaciéon
determinada de alumnos, con el fin de realizar un proyec-
to de aprendizaje con dos caracteristicas especificas sobre
el desarrollo del concepto de media p-ésima. Por una par-
te, el desarrollo de este concepto se hace a partir del esta-
blecimiento de una relaciéon de orden para la coleccién de

medias p-ésimas para p € {-2,-1,1,2} en el contexto geomé-
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trico, y las generalizaciones de esta relacion de orden a las
colecciones correspondientes a p € Z\{0} en el contexto al-
gebraico, y ap € R\{0} en el contexto del calculo diferencial.
Por otra parte, lo planteado para estos tres contextos dife-
rentes, propicia el trabajo de articulaciéon vertical desde la
ensefianza secundaria hasta la universitaria; asi como el de
integracién de conocimientos en el caso de los dos primeros
contextos.

Los contenidos se han organizado por medio del plan-
teamiento y la resoluciéon de problemas estructurados de
manera que cada uno de ellos vaya surgiendo como una
necesidad del propio desarrollo conceptual, algunos de los
cuales pueden ser planteados y resueltos por los propios es-
tudiantes, para lo cual se ofrecen sugerencias y observacio-
nes contenedoras de consejos didacticos oportunos para la
realizacién de un proyecto de aprendizaje.

En la asignatura “Resolucién de problemas” del primer
afio de la carrera de Licenciatura en Matematica de la Uni-
versidad Central de las Villas, Cuba y en asignaturas opta-
tivas de Matematica Educativa en la Universidad Auténoma
de Coahuila, México, se han aplicado proyectos de apren-
dizaje para el desarrollo del concepto de media p-ésima,
tomando como base la organizacion de los contenidos del
presente articulo han sido utilizados, con resultados satis-
factorios.

En la primera seccion de este trabajo se presentan algu-
nos resultados y definiciones necesarios para el desarrollo

de las secciones siguientes.

2. Resultados
y definiciones auxiliares

Todo concepto posee siempre dos caracteristicas logicas: el
contenido y la extension. El contenido de un concepto es un
conjunto de propiedades esenciales de objetos del mismo,
que es suficiente para distinguir sus nuevos objetos. La ex-
tension de un concepto es la clase (conjunto) de de los obje-
tos que dicho concepto abarca. Los objetos de la extension se
materializan mediante una de sus representaciones (grafica,

analitica, etc.) o una clase de representaciones equivalentes
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en el sentido de representar el mismo objeto. En Mederos y

Roldan (2014) se da la definicién siguiente de concepto:

Definicién 1.1
Se define un concepto como un par (E, C), donde por E se
indica la extensién del concepto y por C se denota su con-

tenido; es decir, un conjunto {Pi}. _, (I es un conjunto) de

i€l
modelos de propiedades esenciales del objeto, cuyo cumpli-
miento es suficiente para determinar si un objeto dado per-
tenece o no a la extension del concepto.

En Mederos y Martinez (2005) se ejemplifican, haciendo
uso de la resolucién de problemas y ejercicios, los procesos
de formacién de los conceptos de media p-ésima y media
numeérica que culminan con las definiciones 1.2y 1. 3, que a

continuacién se exponen:

Definicion 1.2
Se llama media numérica de dos niimeros reales positivos a 'y

b, a todo nimero M(a, b) que satisface las propiedades:

(i) La media numérica de dos nimeros reales positivos
toma un valor entre el menor y el mayor de los niime-
ros; i. e.,

min{a,b} < M(a,b) < mdx{a,b)}.

(ii) Laigualdad de la expresién anterior solo es valida para

a=b;i.e.,
min{a,b} = M(a,b) = mdx{a,b} < a =b.

(iii) La media numérica es invariante ante un cambio de es-
cala; i.e.,

M(ta,tb) = t.M(a,b) paratodo t € R.

En el articulo escrito por Nicolai (1977) se presenta esta defi-
nicién del concepto de media numérica. La extensién del con-
cepto de media numérica de dos nimeros reales se indica por

9 (a,b). El contenido de este concepto es {(i), (ii), (iii)}.

Definicién 1.3
Se denomina media p-ésima de dos niimeros reales positi-
vos ay b para p € R\{0} al nimero

La extensién del concepto de media p-ésima se denota

por Mp[a,b]. En Mederos y Martinez (2005) se demuestra
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que el concepto de media numérica es una generalizacion

del concepto de media p-ésima, ya que:

¢ Paratodo nimero real p se cumple que

min{a,b} < Mp(a,b] < mdx{a,b}
min{a,b} = M (a,b) = mdx{a,b} < a = b;
M (ta,th) = t-M (a,b)

e Pertenecen a 9 (a,b) | ﬂnp(a,b) la media geométrica
G(a,b) =vab" y los nimeros M, (ab) definidos, para

12
todo los numeros reales p, y p, tales que plp2 2 0 y

p, +p,# 0, por laigualdad

,‘ 1
a/l)l bPl —+ apz bPl )W

M, (a,b) = (203 (1)

Entre las medias p-ésimas resaltan los casos particulares p
€ {-2,-1,1,2}, a saber:

e Lamedia aritmética M, (a,b) =& —2'— b
2 + bZ
« Lamedia cuadratica M:(a,b) =4/ o)
-1 + —1\—1
e Lamediaarménica M (a,b) = (a D) b ) = fibb

ﬁab

. ;. srion Mo (a.b) = : .
e Lamediaarménica cuadratica M (a,b) m
En este trabajo se considera que un concepto ya formado se
ha desarrollado cuando se halogrado, entre otros, al menos

uno de los resultados siguientes:

1. La ampliacién de la clase de elementos conocidos de su
extension.

2. El establecimiento de isomorfismos entre su extension y
la extensién de otros conceptos u otros conjuntos.

3. La determinaciéon de nuevas propiedades de los elemen-
tos de su extension.

4. La generalizacion de una propiedad que cumplen los ele-
mentos de una coleccién de objetos de la extensién a una
coleccion mayor de objetos de su extensidn.

5. El establecimiento de relaciones significativas con otros

conceptos.

Mediante la colecciéon M, (a,b)} definida por la igualdad
(1) se desarrolla el concepto de media numérica con un re-

sultado de tipo 1.

Enlaseccion 3 de este trabajo se establece un orden para

la coleccion de medias numéricas

(M @b)},.., 11, U(G(@b)

utilizando herramientas geométricas. En la seccion 4 se ge-

neraliza esta relacion de orden ala coleccién

(M (@b)},.,, ,, U(G(a,b)}

utilizando herramientas algebraicas. En la seccién 5 se ge-
neraliza esta relacion de orden construida en la seccion 5 a

la coleccion

(M, (@)}, ., o, U(G(@b)}

De esta forma se desarrolla el concepto de media numérica
mediante un resultado de tipo 4.

Continda la seccién 6 con la construcciéon de un isomor-
fismo creciente entre la extensién del concepto de media
p-ésima de dos ndmeros reales positivos ay b (a < b), y el
intervalo (a,b), por lo que se logra el desarrollo del concepto
de media p-ésima por medio de un resultado del tipo 2. Cul-
mina esta seccién estableciendo un isomorfismo creciente
entre el eje real y el segmento (a,b), que es una relacion sig-
nificativa al asociar a cada punto del eje real (que corres-
ponde a un valor de p) un punto de (a,b) (qQue corresponde
a Mp[a,b). El intervalo (a, b) es una representacion grafica
de todas las medias p-ésimas y de la media geométrica, tal
que dados dos puntos de este intervalo el de la izquierda
representa la menor de las dos medias, por lo tanto se desa-
rrolla el concepto de media p-ésima mediante un resultado
del tipo 5.

3. Ordenamiento
de cinco medias numéricas

Segunideas de lles-Wilson (1977), Wei (1977) y de los propios
autores, en esta seccién se ordenan las medias geométrica,
aritmética, cuadratica, armdnica y armonica cuadratica, me-
diante construcciones y demostraciones geométricas senci-
llas. A través de cuatro problemas se prueban sucesivamente

lasrelaciones GsM,M,<G,M, <M,y M ,< M, que indicamos
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respectivamente por R,R,,R,y R,; es decir, se prueba la cade-
na de desigualdades M ,sM <G<M, <M,

Problema 1

Dados dos nimeros positivos a y b (a < b), pruebe, uti-
lizando una construcciéon geométrica adecuada, que su
media aritmética M (a,b) es mayor o igual que la media
geométrica G(a,b).

Sugerencia. Construya un semicirculo con diametro de
longitud a + b.

Solucion. Sean el semicirculo de la figura 1 con didmetro
AB = AC + CB, donde se tiene que |A_C| =gq, |§| =b yC_D es
perpendicular a AB. Por el teorema de Thales el triangulo
ABD es rectangulo en D y por el teorema de las alturas se
tiene que /E/Z = /A_C/- /@/. De esta dltima igualdad resulta
que|CD|=vab =G(a,b) .

Como 0D es un radio del semicirculo, su longitud cumple
obviamente la cadena de igualdades|OD | = 5" = M. (a,b) y
como, ademas, es la hipotenusa del tridngulo OCD, del cual

CD es un cateto, se cumple que |CD| < |0D|. Con ello se ha
probado que G(a,b) = vab < 3= M (a,b) Q.e.d.

D

A C 0 B

Fig. 1 Semicirculo con didmetro de longitud a = b.
Observacién 1

Resulta importante mediar para que los estudiantes

sientan la necesidad de averiguar qué sucede:
e Sia=>b (enlafigura 1 se tendria |R| = |5| y se alcanza-
riala igualdad G(a,b) = M,(a,b).

e Sia<b (bastaria considerar en la figura 1, |A_C| =by |§| =aq).

Una vez que sientan esa necesidad, resulta muy util ofrecer
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impulsos para que planteen y traten de probar o refutar, las

conjeturas que consideren.

Problema 2

Dados dos numeros reales positivos a y b, (a < b), prue-
be, utilizando una construccién geométrica adecuada, que
su media armonica M (a,b) es menor o igual que su media

geométrica G(a,b).

Solucién

A partir de la figura 1, construyendo CP perpendicular a
0D, se obtiene la figura 2.

De la semejanza de los tridngulos COD y PCD resulta que
|DP| - |DO| = |CD|2 Pero OD es un radio de la circunferencia
y |CD | = ab, por tanto | DP | = 24 = M., (a,b). Puesto que
cD y DP son las longitudes de la hipotenusa y un cateto del
triangulo PCD, respectivamente; resulta la desigualdad
M- (a,b) = < Vab=G(a.0) geq.

Observacién 2
Siguiendo la idea de la observacidn 1, puede lograrse que
los alumnos participen en la demostracién de las proposicio-

nes de la doble implicacion: M_(a,b) = G(a,b) siy solosia = b.

Problema 3

Realice una construccién geométrica que le permita pro-
bar que para dos nimeros reales positivos a y b, (a < b), la
media aritmética M, es menor o igual que la media cuadrati-

ca M, y que laigualdad solo se alcanza cuando a = b.

Sugerencia

Construya un nuevo rectangulo en la figura 2.

D

A C 0 B

Fig. 2 Construccion auxiliar para el problema 2.
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Solucién
La figura 3 se ha formado construyendo OF en la figura 2,

perpendicular a oD y tal que |ﬁ| = |ﬁ|.

D
P E
A C 0 B
Fig. 3 Construccion auxiliar para el problema 3.
Puesto que
|0C |=|BC |-|0B|=b— 25t =07t
se tiene que| OF |=+3 . Por el teorema de Pitagoras, resulta

que se cumple la igualdad [EDJ? = JOD/? + [OE/?. Sustituyendo

|@| y |ﬁ| por sus valores respectivos y despejando |E| se

. —=_ [a*+b _ .
obtiene | ED | =1/~ = M-.(a,b) . Por tanto, como se tie-

~=1_a +b _ — .
ne que|OD | = 5= Mi(a,b) y|0D] es la longitud de un
cateto del triangulo ODE, del cual |@| es la hipotenusa, que-

da probado que si a < b entonces M,(a,b) < M,(a,b). Q.e.d.

Observacion 3
De manera analoga a la observacién 2, debe hacerse notar a

los estudiantes que M, (a,b) = M,(a,b) siy solosia = b.

Problema 4
Pruebe, utilizando una construccién geométrica, que la media
armonica M (a,b) de dos numeros reales positivos a y b, (a <

b), es mayor o igual que la media armdnica cuadratica M (a,b).

Solucion
La figura 4 se ha formado construyendo en la figura 3 el
segmento PF perpendicular a ED con F sobre ED.

De la semejanza de los tridangulos DOE y DFP se obtiene
| DF | = T
del miembro derecho por sus valores respectivos se prueba

que |W|: v2ab

a’+b?

Como |ﬁ| =M (ab)y |ﬁ| =M ,(a,b) son la hipotenusa y un

. Sustituyendo los elementos conocidos

es lamedia armdnica cuadraticadeay b.

D
F
p E
A C 0 B

Fig. 4 Construccion auxiliar para el problema 4.

cateto del tridngulo DFP respectivamente, queda probado
que M (a,b) <M (a,b)sia<b.Q.e.d.

Observacion 4
Siguiendo ideas similares a las utilizadas en las tres obser-
vaciones anteriores se prueba que M ,(a,b) = M ,(a,b) siy solo

sia=h.

Conclusion 1

Se ha probado que se cumple la cadena de desigualdades

siguiente:
M ,(a,b) M, (ab) G(a,b) M, (a,b) M, (a,b)
Media < Media < Media < Media < Media
Armonica Armonica Geométrica Aritmética Cuadratica
Cuadratica
Observaciones:

1. Este resultado puede utilizarse para instar a los estu-
diantes a la demostracién de esta cadena, utilizando
solo herramientas algebraicas.

2. Laescritura de esta cadena en la forma
M_pz < M_pl <G< Mpl < Mpz parap, y p, tales que p, <p,y
p,€{1,2},i = 1,2 y la observacion por parte del profesor
sobre que el establecimiento de esta cadena con res-
pecto a la coleccién de todas las medias p-ésimas ha
sido un resultado muy limitado; puede contribuir a la
participacion activa de los alumnos en el planteamien-
to de diferentes conjeturas sobre su generalizacion a
dominios mayores para p, por ejemplo, parap, € N, pi €
Q' op.€Q.

3. Siguiendo las mismas ideas geométricas, también pudo
haberse probado la cadenaM , <M ,<G<M, <M, en el

orden R, » R,»> R,—> R, pues R, y R, pueden probarse,
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indistintamente, en cualquier orden (ya que una no ne-
cesita de elementos obtenidos en la otra), a diferencia
de cualquier otro intento de intercambiar R, con R (i, =
1:4,i #j); enlas que R, y R, necesitan elementos proba-

dos en Ry finalmente, R, necesita elementos de R,.

4. Orden total para la coleccion
de las medias p-ésimas con p en-
tero y la media geométrica

Como parte del desarrollo del concepto de media numérica
de dos nimeros reales positivos, en esta seccién se genera-
liza larelacién de orden construida en la seccién 3 ala colec-
cion {Mp(a, b)}pez\{o}
un conjunto de problemas y observaciones que facilitan la

U{G(a,b)}. Con este objetivo se presenta

generalizacion utilizando solo herramientas del 4dlgebra; es
decir, se prueba que M, <M <GsM <M parapy p,tales
quep<p,yp,p,EN,i=12.

Problema 5

Pruebe con herramientas del algebra la cadena de des-
igualdades M (a,b) < G(a,b) < M (a,b) y pruebe que las igual-
dades solo se cumple sia = b.

Al analizar las diferentes vias de solucién que hayan utili-
zado los estudiantes, el profesor puede guiarlos para que de-
terminen un método de demostracién que sirva para probar
ambas desigualdades y que ademas sea generalizable. Por
ejemplo, puede conducir a los estudiantes para que prueben
las desigualdades G(a,b) < M,(a,b) y M (a,b) < G(a,b) a partir
de las desigualdades (b¥? - a¥?)? 2 0 y (b*/? - a¥/?)* = 0 res-
pectivamente. De aqui se puede orientar la demostracion
de ambas desigualdades a partir de la desigualdad general
(@-B)=0cona=a”?yp =a"? para probar que G(a,b) <
M, (a,b) y con a = a'? 'y § = a¥/? para probar que M _(a,b) <
G(a,b). El andlisis de cuando se tienen las igualdades, resulta
trivial con esta forma de probar la cadena de desigualdades.

Existen muchas formas, que dejamos al estilo y creativi-
dad de los profesores, de guiar a los estudiantes para que
generalicen el procedimiento anterior a un p real cualquie-

ra, y planteen y den soluci6n al problema 6.
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Problema 6

Pruebe que M_p(a,b) < G(a,b) < Mp(a,b) para todo p ente-
ro positivo; y que la igualdad se cumple solamente para los
elementos (a,b) de R? tales que a = b.

Si se procede como se ha indicado en la solucién del pro-
blema 5; pero tomando a = a¥? y f = a¥? se prueba que
G(a,b) < M (a,b) y sise tomaa =a'?y B =a'’ se tiene que
M (a,b) < G(a,b).

Para establecer un orden total para las medias p-ésimas
cuando p es un numero natural, resulta muy ttil probar an-
tes, las desigualdades que se presentan en los problemas 7y 8.

Las demostraciones de estas desigualdades, utilizando
solo herramientas del algebra elemental resultan algo ex-
tensas e ingeniosas. Consecuentemente, por un problema
de espacio no se desarrollaran en este articulo; no obstante,

se ofrecen sugerencias en cada caso.

Problema 7
Pruebe que para py g naturales con p > qy a real diferen-
te de 1 se cumple la desigualdad

a’'—1

a—1_a—-1
> (2)

D
Demostracion

La desigualdad (2) es equivalente a la desigualdad
q(@’-1)-p(a-1)>0
Se tiene que,

A=q(ar-1)-p(@’-1)
=(a-Dfglar-'+ar?+..a+l)-par’+ar?+..a+1)}

(3)

es decir,
A=(a-1){qr'+ar?+.a+1)-

. ) (4)
-lp-qg)ar '+ i+ .a+ 1))

La demostracién continda diferenciando los casosa>1y

a <1, enlos problemas 7.1y 7.2.

Problema 7.1

Pruebe que si a > 1 se cumple que 4 > 0

Sugerencias
Tenga presente que se cumple la desigualdad

)

al+rar i+ at>(p-q)al
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Utilice esta desigualdad y la cadena de igualdades (4)

para probar que 4 > 0.

A=(a-1){q(p-q)a*-(p-q)qa® '} =qa’ '(p-q)(a-1)*>0

Problema 7.2

Pruebe que si @ < 1 se cumplen que 4 > 0.

Sugerencias

Utilice las desigualdades

@+t +al<(p-q)al, (6)
atl+at?+ L +a+1>qatt (7)
para probar que

A<q(p-q)a’’(a-1) (8)

De (8) y (4) se obtiene la cadena de desigualdades
4>q(p—q) a(a-1)*>0.

El planteamiento del problema 7 y el proceso de soluciéon
han sido tomados del problema 49 del capitulo 8 (desigual-
dades) pagina 100 y soluciones del capitulo 8, pagina 433
del libro escrito por Krechmar (1974).

Problema 8

Pruebe que se cumple la desigualdad de Bernoulli (1 + x)*
> 1 + Ax para todo x real mayor que -1 y para todo nimero
fraccionario 4 = p/q mayor que 1, y que la igualdad se cum-

ple siy solosix=0.

Sugerencias

Sustituya a por (1+ fv)é parax > -1 en la desigualdad (4).

Problema 9
Pruebe que para todo par de nimeros reales positi-
vos @ y f y todo nimero fraccionario 4 2 1 se cumple que

(“£Y <« y]aigualdad se tiene siy solo si a = B.

Sugerencias

Demuestre la desigualdad (%) + (2% )A > 2, transfor-
mando sus sumandos de manera que se pueda aplicar la
desigualdad de Bernoulli a cada uno de ellos, y deduzca la

desigualdad que se desea demostrar.

Proposicién 3.1:

Si n, y n,son numeros naturales tales que n, < n, cumplen
las desigualdades Mn1 (ab) < an(a,b] y Mn1 (ab) < M"Z(a,b)
para todo par de niimeros reales positivos (a,b) y la igual-

dad se tiene siy solo sia =b.

Demostracién
Haciendo a = a", f =b"y A=n,/n, en la desigualdad del pro-
blema 9 resulta

n

(am _2|_ b )T\) < a” _2+_ b

Esta desigualdad es equivalente a

= b" )L - (a b )L

Queda asi probado que Mnl(a,b) < an(a,b], paran, n, € Z+
con n, < n,. La otra parte de la demostracion se realiza de
manera analoga para ¢ = a™, § = b™ y considerando A =
(-n,)/(-n) = n,/n, teniendo en cuenta que se invierte la rela-
cion de orden al elevar ambos miembros positivos a un ex-

ponente negativo. Q.e.d.

Observaciones:
8. Como se cumple la relacién G =vM-.M,

n € N, se puede afirmar que G ocupa el punto central

para todo

de la subsucesion geométrica {M ,G,M } con razén
q=+/M./M.,

9. La proposiciéon 3.1 pudo enunciarse de la forma si-
guiente: Para todo par de elementos diferentes ay b de
(0,+%0) la funcion F,, definida sobre Z\{0} por la rela-
cion F  (n) = M (a,b) es creciente. Cuando a = b, la fun-
cion F, es constante.

10. Si se considera G =M,y F _(0) = M, entonces F , es cre-

ciente sobre Z.

Conclusion 2

A partir de los resultados obtenidos en el problema 6 y la pro-
posicién 3.1; asi como de la propia definicién del concepto de
media numérica obtenida en la primera parte de este articu-
lo, ha quedado probada la cadena de desigualdades a < - <
5M-m,+1) SwsM,sM, sM, sM sM,s-- _<Mn1 SMn1+1 << h,
si 0 < a < b, donde n, es cualquier nimero natural mayor

que 2.
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5. Orden total de la coleccion
de las medias p-ésimas cuando
p es un numero real cualquiera

Utilizando herramientas del calculo diferencial continua-
mos en esta seccién el desarrollo del concepto de media
numeérica, generalizando los resultados de la seccién 4 a do-

minios mas amplios.

Problema 10

(Generalizacion del problema 8). Pruebe que se cumple la
desigualdad de Bernoulli (1 + x)*= 1 + Ax para todo x real
mayor que -1 y para todo nimero real A mayor que 1, y que

laigualdad se cumple siy solo six = 0.

Demostracion
Como la funcién g definida por g(x) = (1 + x)* es infinita-
mente derivable en (-1,+00), por el teorema de Taylor
existe un c entre 0 y x tal que para la funcién g se tiene

')

9(3«"):9(0)4'#374‘ 2
(1+2)'=1+Az+3(1+¢)"2", y de aqui se tiene, obvia-

z’ para todo x de (-1,+o). Luego,

mente, que (1 +x)* > 1 + Ax, para todo x > -1 y x # 0. Para

x = 0 se cumple, trivialmente, la igualdad. Q.e.d.

Observacion 11

La utilizacion de herramientas del calculo diferencial per-
miti6 obtener esta generalizacién con una demostracion
mucho mas sencilla que la realizada con herramientas del

Algebra, para dar solucién al problema 8.

Problema 11
(Generalizacion del problema 9). Pruebe que para todo par
de nimeros reales positivos @ y f y todo nimero real 1 = 1

o'+

se cumple que (%) <5

y la igualdad se tiene si y solo

sia=p.

Sugerencia
Proceda similarmente a como se resolvio el problema 9, uti-

lizando la desigualdad establecida en el problema 10.
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Proposicién 4.1

La funcion F , es creciente sobre R\{0}.

Demostracién

Considerando F ,(0) = M, utilizando los problemas 10y 11y
siguiendo la idea de la demostracién de la proposicion 3.1,
se prueba que F, es creciente sobre R. Q.e.d.

La potencialidad de las herramientas del calculo diferencial
permite probar un conjunto de propiedades de las medias
numéricas, que resultaria muy dificil plantearse y respon-
der con herramientas del algebra y con un pensamiento
algebraico. Tres de estas propiedades se enuncian y de-

muestran en las proposiciones 4.2- 4.5.

Proposiciéon 4.2

La funcién F, es continua sobre R\{0}.

Demostracion

La continuidad de F,, sobre R\{0} es una consecuencia di-
recta de la continuidad de las funciones potenciales y de la
funcién definida por A — & sobre R\{0}; asi como de los
teoremas que garantizan la continuidad de la composicion

y la suma de funciones continuas. Q.e.d.

Proposicién 4.3
La funcién F, es derivable sobre R\{0}.

Demostracion
Sigalaidea esbozada en la demostracion de la proposicion 4.2,

sustituyendo la palabra continuidad por derivabilidad. Q.e.d.

Proposicion 4.4
El limite de F,, cuando 4 tiende a 0 es G(a,b).

Demostracion

at+bt

Considerando InF.,(4) =7 1In“;
L'Hospital se tiene que

d‘ z/;rbA‘
lim InF, () = lim -4 (h; ) i
A-0 A-0 -
dA

_ lna-2|-1nb :lnm

y aplicando la regla de

2( a’Ina+b'Inb )
2 _
a'+bt
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Pero el logaritmo es una funcién continua e inyectiva sobre
R\{0}, por tanto resulta que I}EI.}ELZ)(A) =G(a,b).Q.e.d.

Corolario 4.1
La funcion F, definida sobre R, considerando que F,,(0) =

M (a,b) = G(a,b), es una funcién continua sobre R.

Proposicion 4.5
Si 0 <a <bse cumple que Alirgoﬂb(ﬁ) =ay Alifgolcﬂb(/i) =b,
Demostracion

Obviamente se cumple que

: _ . a’lna+b'lnb _
fiminF(4) = lim = e
Ina+(£)Inb _
1+
Andlogamente se tiene

a‘lna+b'Inb _
a’+b’

= lim Ina

A-—o

(“YIna+1nb _
() +1

lim

A—+oo

limIn £, (A1) = lim Inb

A=+too A=+t

De la continuidad de la funcién logaritmo resultan las igual-
dades ln(}irgﬂb(ﬂ)) =lna y ln(}ir}oloﬂb(/l)) =Inb .

De la inyectividad de la funcién logaritmo se deduce que
}i{nElb(/i) =Ina y}ilgﬂb(ﬂ) =Inb .

Conclusion 3

La funcion F,, transforma de manera creciente y continua el
ejereal en el intervalo (a,b). Especificamente, transforma el
0 en G(a,b) y contrae los intervalos (-0,0) y (0,) en los in-

tervalos (a,G(a,b)) y (G(a,b),b) respectivamente.

6. Conclusiones

La belleza, generalidad y facilidad con que se estableci6 el

peryoU1G(a,0)}
justifica la utilizacién de las herramientas del calculo dife-

orden para la coleccién de medias {Mp(a, b)}

rencial, teniendo presente que no se requieren ideas nue-
vas con respecto a los resultados que ya se tenian para p
entero.

Laaplicacion de herramientas de la geometriay el algebra
no tan potentes como las del calculo, no solo limita sus gene-

ralizaciones, sino también complica las demostraciones.

Las técnicas del calculo relativas a su objeto de estudio,
las funciones reales, permiten obtener resultados globales,
como los relativos a la continuidad y el crecimiento globales
de las funciones utilizadas y sus imagenes.

Los resultados obtenidos hasta ahora sugieren, entre

otras las preguntas siguientes:

« ¢Existe una construccion geométrica sencilla que permi-
ta darle significado geométrico a cada una de las medias
Mp para peR?

o ¢(Es posible probar geométricamente la relacion

G=yM, M-, paracadap de R\{0}?

« ;Se pueden generalizar los resultados obtenidos en el tra-
bajo sobre las medias numéricas de dos niimeros reales po-
sitivos a medias numéricas de n nimeros reales positivos?

o ¢Cudles son las aplicaciones de estos resultados?

Realmente estas preguntas parecen muy audaces; sin em-
bargo, con técnicas similares a las aqui usadas, se respon-

den afirmativamente.
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