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RESUMEN
En este articulo presentamos una familia de distribuciones discretas de Pearson generada por la funcién

hipergeométrica p+1Fp, extension univariante de la funcion de Gauss. Esto nos permite generalizar el
estudio de este tipo de distribuciones, para cualquiera que sea el orden de la funcién hipergeométrica
considerada de este tipo. Nosotros estudiamos las propiedades que presentan, como la relacion de
recurrencia que verifican los momentos, a partir de la cual se puede utilizar el método de los momentos
para estimar los parametros. Asimismo se ha encontrado un resultado de sumacién mediante el cual se
puede calcular la funcién masa de probabilidad y los momentos de una amplia clase de distribuciones.
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ABSTRACT
In this paper we present a family of Peraron's discrete distributions which are generated by the

hypergeometric function p+1Fp, an univariate extension of the Gaussian hypergeometric function. It
allows us to generalize the study of this type of distributions, whatever the order of the hypergeometric
function which is considered. We study the propertie sthat they present, like a recurrencerelation that
the moments verify, from which we can use the moment’s method to estimate the parameters. Also we
have obtained a summation result through which we can calculate the probability mass function and the
moments of a wide class of distributions.
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1. INTRODUCCION

En general la familia de distribuciones discretas de Pearson verifican la siguiente ecuacion en diferencias:
G(r)fra - L(1) f =0 (1)

donde L y G son funciones en principio cualesquiera. En el caso en que dichas funciones sean polinomios,
las soluciones a la ecuacioén (1) pueden expresarse en términos de funciones hipergeométricas.

El caso mas estudiado es aquel en el que ambos polinomios son de segundo grado y ademas una de las
raices de G es -1, en el que la solucién viene dada en término de la funcion hipergeométrica de Gauss. Esto
se debe, entre otras consideraciones, a que es la version discreta de la solucion de la ecuacion diferencial
que verifica, por ejemplo, la distribucién Normal (Pearson, 1895). A esta familia pertenecen la mayoria de las
distribuciones discretas mas usuales como la Binomial, la Hipergeométrica, la Binomial Negativa, la
Distribucién Univariante Generalizada de Waring (Irwing, 1975; Xekalaki, 1983) y en general la familia de
Ord. (Ord, 1972)

Se han considerado extensiones sucesivas de dicha familia de distribuciones, tomando bien polinomios de
orden 3, de forma que se obtiene la familia de distribuciones generada por la ;F, (Gutiérrez y Rodriguez,
1997), bien polinomios de orden 4, con la familia generada por la 4F; (Rodriguez et al. 1999).

Nuestra intencion es generalizar el estudio de estas familias partiendo de polinomios de orden
cualesquiera p + 1 con p > 1, como coeficientes de la ecuacion en diferencias (1). De esta forma las familias
de distribuciones anteriores quedan incluidas en esta y aplicando la metodologia general podemos estudiar
estas distribuciones.
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2. RESULTADOS GENERALES
Consideremos L y G los polinomios siguientes:
Gr)=(1+r) ... (rptr)(r+1)
_ @)
L(r) = (o + 1) ... (aps1 + 1A
conaoy, i=1,...,p+1; v, j=1,...,p y A reales, en principio, cualesquiera.

La solucion de la ecuacién en diferencias (1) viene dada por:

((11 )r'--(ap+1 )rkr
f=fyp— P T 3
()T ©)

Para que la funcién (3) sea una funcién masa de probabilidad, debe verificar las siguientes condiciones,
1.Condicion de positividad. Esta condicion va a imponer restricciones a los parametros o, y;, A, de forma que:
L(r)G(r) >0

2.Condicion de convergencia. En este caso,

(a‘l)r"'(apﬂ )r7‘r
S0 (1) rp) T

que es la funcion fo {p+1Fp(01,...,0p41; v1,..,7p; A) - 1}, la cual converge para |A| < 1, mientras que para |A| = 1
los parametros han de cumplir las siguientes restricciones:

(a) si >0, entonces es absolutamente convergente.
(b) si-1< <0, es condicionalmente convergente.
(c) siw<-1, es divergente.

p+1

donde o = ZYJ ZOL
i=

3.Condicion de normalizacion

fo = pr1Fp(0t, ., 0415 Y15ee Y 7»)'1

Podemos observar que es necesario conocer el valor de la funcién hipergeométrica ,.1F, para obtener las
probabilidades exactas de estas distribuciones.

2.1. Funciones generatrices

La funcién generatriz de probabilidad para las distribuciones con funcién de probabilidad (3) es:

r- + 7\‘t '

esto es,

olt) = p1Fp (O 0p 45 Y4y Vs M)
p+1Fp (00 43 V4o Y3 A)

(4)
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que existe si es convergente para |t| < 1, lo cual se verifica atendiendo a las condiciones anteriores. En

concreto, o |A| < 1, lo cual implica que |At| < 1 para |t <1;0|A| =1y ® > 0. De ahi el nombre de esta familia
de distribuciones.

Dichas funciones generatrices de probabilidad se pueden caracterizar a través de la ecuacion diferencial

que verifican, que se obtiene siguiendo la metodologia presentada en Gutiérrez y Rodriguez (1997). Para ello
es necesario expresar G en funcién der + 1, esto es,

+1
G(r) = pri(r +1)

i=0

por lo que los coeficientes b; seran:

P
by = > (i, =1 (v =) o
igip=1

14#ly

P

b= D (v, =V (i =)

y el polinomio L de la siguiente forma:

(6)

116



ao 27»0(1...0(‘”1

Asi, la funcién generatriz de probabilidad verifica la ecuacion diferencial,

Moy...opg(t) = (1 - A)ePg(t) +

p p+1
+ Z(Yu —1)—76(2:@i1 0°g(t)+...+
| ig=1 ip=1
(7)
p+1
=D (= D=2 D" 0 o |0g(t)
4,00 ip =1
L iy # 2
De igual forma, la funcién generatriz de momentos verifica la siguiente ecuacion diferencial,
Ae'oy...0puM(t) = (1 - 1e)DP'M(t) +
[ p p+1
+ Z(yh —1)—Xet2ai1 DPM(t) +...+
| ig=1 iy=1
(8)
p+1
(=N (rp-D-2et D> ay ay, [DM(t)
ifeeip =1
L (PR
y la funcién caracteristica verificaria:
A€o0 d(t) = (1 - 1e") 0P (L) +
[ p _p+1
1D, =) -2etD ay |OPH(t)+..+
| ig=1 i=1
9)
) p+1
=N =D =26t D ayay [60(t)
iy =1
L Ii11 #. .I.p¢ip

2.2. Relacion de recurrencia entre los momentos

A partir de la ecuacion diferencial (7) se obtiene la relacion de recurrencia que verifican los momentos, que
en este caso viene dada por la siguiente expresion:

h

’ ’ ’ h ! ’ ’
bp+1up+1+h + bpup+h +...+ b1u1+h = Z(mJ{ ap+1up+1+m + apl“lp+m +...+ aO“m} (1 0)

m=0
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donde a; y b; son los coeficientes polinomiales de L(r) y G(r + 1) respectivamente, y que es Unicamente de
momentos al ser by = 0.

Asi, para distintos valores de h se obtienen relaciones como la siguiente enque h=0y A =1;
(bp-ap)pp +...+(b1-aj)u-a,=0

de forma que si se conocen los p - 1 primeros momentos, se puede obtener el momento de orden p a partir
de la expresion anterior, y de ahi los siguientes momentos. En ese sentido, el momento de orden r se define
como:

w = 0g(t)

de donde las expresiones de la media y del momento no centrado de orden 2 son:

p+1
_ kgoq p+1Fp(“1+1’---’0‘p+1+1?y1+1’---’Yp+1;7»)
P : -
EYi p+1Fp(a1""’O°p+1’Y1"'"yp’k
2p+1
W :u+}h i131(0ci)2 p+1Fp(oc1+2,...,ocp+1+2;y1+2,...,yp+2;x)
2 g Fo(0ly e O3 Yse e Yo A (11)
I1(y;), p+1" p\tM p+11 11 p

i=1

También, mediante las derivadas de la funcion generatriz de probabilidad, se obtienen los momentos
factoriales, cuya expresion general es:

p+1

i
i :k TT(06) (0 +E,e O g T3+ Y +15A) (12
17" p Fo (0 e O 45 Vs« 0 Y M)

E(Yi)r gt

y mediante los que se pueden obtener los momentos no centrados a través de las relaciones que ligan los
dos tipos de momentos (Kendall y Stuart, 1967).

El problema es que no existe un resultado general que nos permita obtener el valor de esa funcion
hipergeométrica, por lo que no se pueden calcular los valores explicitos de (11) o de (12), ni de la constante
fo. No obstante, se ha conseguido un resultado que se puede aplicar a una amplia clase de distribuciones
dentro de esta familia, el cual veremos a continuacion.

3.RESULTADO PARCIAL DE SUMACION

Vamos a enunciar ahora un teorema que nos permite obtener la suma de una amplia clase de funciones
hipergeométricas

p+1Fp(a1v---yap1 Yp + n! Y1a---1Yp; 7\')

en donde n es un numer? natural y siempre que y, + n no sea el mayor valor entero negativo de los
parametros del numerador.

Teorema 1. Sea la funcién hipergeométrica p.1Fp(as,...,0p, ¥p + N; v1,...,7p; A) €N la que la diferencia entre uno
de los parametros de numerador y uno del denominador es un nimero natural n. Para aquellos casos en que
la serie es infinita, esto es, ningln parametro del numerador es entero negativo, se verifica que:

'En este caso, al ser la suma finita, se puede obtener el resultado de manera exacta por el ordernador.
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N (n\JMX pr_1((X,1+ i,...,ap+ |, Y1 + i,..., 'Yp-1+ I! ?\’) (13)

+1F ((X"]v'--!a 1’Y + n! ’Y'])HH’Y ) ?\') = .
e PP P ; (Y1)i-~-(Yp)i

Demostracién: Vamos a demostrarlo por induccion. Empecemos con el caso n = 1, en el que la igualdad a
comprobar es:

1 i

1) (ovq )i ... (o A . ) ) )

o 1Fp(001, 0, Yo + 15 Y1, 1) = (.JApr-KOW fyeees O 15 71+ sy Yt 1 )
i) (r)i---(vp)h

lo cual es facil teniendo en cuenta que,

Gpt T _1ptr 4 v

(Yp )r Tp Yo

por lo que:

2 (0 (0 ) & (g0t ) g A
pr1F (0,0, Yp + 15 Y1, A) = z - P Tt = Adhs T =
r=0 (Y1 )r --'(Yp—1 )r r r=0 ('Y1 )r+1 '-'(Yp—1 )r+1 Ypr-

Oy... Oph
= pr.1((11,...,(1p; Y1seeer Yp-15 7\‘) + ﬁ pr_1(O(1 + 1,...,0Lp +1; v1 t 1,...,'}/p +1; 7\.)
1--- p

Ahora lo suponemos cierto para n y lo probamos para n + 1. Como

(vp +N)r
(fp+ N+ 1) = (p+ n) +——
Yp+N
la serie hipergeométrica se expresa:
(aq)r (0 ) (vp + 1), = (o p)r(Yp + 1) A
p+1F (O, Yo+ +1; 4,0, ¥ps A) = Z ) P ' +Z ) P =
=0 (Y1) (vp)e! =0 p +N) (Y1) ~(yq)er!

. e e (X'I"'ap}\’ . .
= p+1Fp((I1,...,(Ip, ’Yp+ n, Y15--+3Yps 7\.) + 7 p+1Fp((X1 + 1,...,(Ip + 1, Yp +n+ 1, Y1 + 1,..., Yp + 1, 7\.)
1-.: p

en donde en ambos términos se puede aplicar el principio de induccién, y sumando y agrupando términos se
obtiene el resultado deseado. 17

El resultado anterior tiene utilidad practica cuando se puede calcular el valor de la funcién hipergeométrica
p1, por lo que nos interesan funciones del tipo puFp(ay, a2, v2 + Nq,....vp + Npa; Y1, Ya,--Yp; A) CON N,

J = 1,...,p-1 nimeros naturales, de forma que se llega al siguiente corolario, aplicando el teorema 1
recurrentemente

Corolario 1. En las condiciones del teorema anterior se tiene que:

pr1Fp(0tr, Oz, Y2 + Ny Yo + Npat; Y15 Y2,eeps A) =

n

= i(nqu (cur), (02);, (2 + 1)y (Vo1 +1p 2 ), V! x
(V4 )i1 (72)i1 "'(Yp)h
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n

) pzz(np_zj (oug +in) (0t +in)y, (va 411 +00), oo (rpp +ir +0p3), 2
(vq+g)i, (v2 +i)i, - (vpog +ip),

i—o\ 2

Ip,
(Y4 Hyto i )ip,1 (v2 +ig+... +ip2);

X

, . . : iy
N, [”1 J(oc1+|1 +otipa) (g +ip o i o) AT
i

ip_4=0\ 'P~1 o1

X 2F1(OL1 +iy +..+ ip_1, op +ig +.t ip_1; 1t i1 +...+ ip_1; 7\,) (14)

Realmente este resultado es aplicable para funciones hipergeométricas cuya serie sea finita, Unicamente
habra que tener cuidado en que el parametro mayor entero negativo sea a4 6 a,.

Se obtienen asi resultados parciales de sumacion al considerar L = 1y A = %2, haciendo uso en el corolario 1
del Teorema de Gauss y del 2° Teorema de Gauss. Dichos resultados han sido implementados en Matlab
consiguiendo de esta forma una herramienta bastante potente en el estudio de distribuciones generadas por
funciones del tipo ,.1F,, puesto que nos permite calcular las probabilidades y los momentos de dichas
distribuciones. Mostramos a continuacion algunos graficos con sus poligonales de frecuencias.

La Figura 1 muestra los poligonos de frecuencias de distribuciones generadas por la funcién hiper-
geométrica 3F, con A = 1, y todos los demas parametros positivos. Se observa que los perfiles que presentan
son de J traspuesta o forma acampanada, que son en general los perfiles que nos podemos encontrar.

Poligono de Frecuencias

0.16
| — 5 5 5 15 4
\ -=15 1 20 35 10
0.14 H -==15 15 30 70 20
‘\ — 15 15 30 70 10
0.12 |-\
\
= \
«
= 0l
=
«
=
> 0.08
[-™
0.04
0.02

~.[.~~—|———'F--ﬂn-l—-i'--
0 5 10 15 20 25 30 35
Valores de la Variable

Figura 1. Distribuciones generadas por la ;F, (A = 1).

No obstante, a medida que aparecen parametros negativos, los perfiles se van haciendo mas variados,

como se puede comprobar en la Figura 2, que corresponde a distribuciones generadas por la 4F3 con (A = 1).
En ella se observan las siguientes pautas:

e Cuando hay una pareja de parametros negativos no enteros con la misma parte entera, uno en el numerador
y otro en el denominador, dentro del rango de valores que toma la distribucion, es posible encontrar un
maximo o un minimo relativo en el punto siguiente en valor absoluto a dichos parametros negativos.
El maximo relativo aparece cuando para esa pareja de parametros negativos el del numerador es mayor
en valor absoluto que el del denominador y en el caso contrario aparece un minimo. Esto sucede en las
dos ultimas distribuciones representas. Existen entonces distribuciones con hasta p modas locales siA =1, o
p+1sii=Y.
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¢ *Si hay dos parejas de parametros negativos no enteros, una en el numerador y otra en el denominador,
con estos mayores en valor absoluto, dentro del rango de valores que toma la distribucion, puede aparecer
un intervalo donde las probabilidades son practicamente nulas, determinado precisamente por los puntos
cuyos valores son los siguientes en valor absoluto a los que presentan las parejas de parametros
negativos. Tenemos asi distribuciones con dos trozos separados como las dos primeras de la Figura 2.

¢ En la situacioén anterior, si por el contrario la pareja de parametros negativos mayor en valor absoluto es la

del numerador, entonces en el intervalo que determinan dichas parejas de parametros se concentra toda la
masa de probabilidad.

e Al aumentar el valor de uno de los parametros del numerador (en valor absoluto) la distribucion se
desplaza hacia la derecha.

e Lo mismo ocurre si se disminuye el valor de uno de los parametros del denominador (en valor absoluto).

Poligono de Frecuencias

0.45 |
225 -30.8 -5.5 -5.7 40 -10.2 -10.7
04 = - ——.25.30.8 -5.5 -5.7 20 -15.2 -15.7
----- 225 -15.8 -10.5 -50 45 -15.2 -10.7
035 |— ——— .25 -15.8 -10.5 -50 65 -15.2 -10.7
0.3
=}
<
= 025
=
<
= 0.2
(=]
t =
[-™
0.15
0.1
0.05
0 5 10 15 20 25

Valores de la Variable

Figura 2. Distribuciones generadas por la 4F3 (A = 1).

Esto ultimo se puede comprobar analiticamente. Para simplificar, supongamos que los parametros son
positivos y que se aumenta o4 en una unidad. Entonces llamamos f, y ] a las probabilidades:

_ (a1+1)r -'-(ap+1 )r;“r
' (Y1)r"'(Yp)rr!

P (o) - (Gpyq ) N
r=To
(V)r---(yp)e!

donde
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o= i O(‘1"'1)r p+1) 7\'r
0=
p—r e (yp)e!

f! Z‘O: (11),. p+1) N
0
= (e (rp)er!

y hacemos el cociente:

Ebtt by 0
i fo (o) T

Ol

Como f, < f/, el cociente anterior para r = 0 es menor que 1, por lo que la probabilidad en dicho punto es
menor para la distribuciéon en la que hemos tomado o = 1. Al ir aumentando r llegara un momento que el
cociente se haga mayor que 1 y las probabilidades de dicha distribucion estén por encima. De ahi que la
distribucién se desplace a la derecha. Esto mismo se puede comprobar si o; es negativo y se aumenta en
valor absoluto. De igual forma se puede observar que si incrementamos un parametro del denominador se
obtiene el efecto contrario.

En la Figura 3 se representan distribuciones generadas por la funcion hipergeométrica ;Fs. En ella se
observan algunas de las pautas expuestas anteriormente. La primera distribucion con todos los parametros
positivos tiene una forma acampanada que no presenta irregularidades. Sin embargo, la segunda
distribucién que ya tiene varios parametros negativos presenta maximos locales en los puntos 6, 11 y 16
minimos locales en los puntos 13 y 23, atendiendo a las relaciones referidas previamente. Similar
comportamiento se observa en las otras dos distribuciones.

Poligono de Frecuencias

5 10 15 20 25 30 35 50 12 22 27 32 1
—_——-———-22.5 2 28 -5.5 -10.8 -12.3 -15-7 20 -5.2-12.8 -15.3 -22.7 1
025 L |------- -22.5 12 22.8 5.5 5.2 -2.3 -12.7 50 12.8 -2.8 -12.3 -22.71
’ -25 2 28 -5.5 -10.8 -12.3 -15.7 20 -5.2-12.8 -15.3 -30.7 1
0.2
=
<
=]
s 015
=
=}
S
[-¥
0.1
0.05
o Figura 3.
0 5 10 15 20 Distribuciones generadas
Valores de la Variable por la 7Fg (A = 1).

La Figura 4 muestra poligonos de frecuencias de dos distribuciones generadas por la funcién hiper-
geométrica gF5 con A = 1, y en las que se vuelve a poner de manifiesto el comportamiento ya sefialado
anteriormente. Presentan como vemos tres trozos separados con intervalos donde las probabilidades son
practicamente nulas, en concreto los determinados por los puntos 6 y 11, y 18 y 23.
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Poligono de Frecuencias
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= 015
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~ A
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1 \
1 \
0.05 R
] \
] \
1 \
1 A .
I AN Figura 4.
7 . . .
> Distribuciones generadas
0 5 10 15 20 25 30 35 40 por lagFs (A =1).

Valores de la Variable

No obstante, es preciso sefialar que no siempre se consiguen distribuciones de esta forma ni de las
anteriores, aun cuando los parametros tengan las caracteristicas ya sefialados en cada caso.

Este teorema también permite obtener el correspondiente valor de la esperanza y del momento de orden 2
de las distribuciones asi generadas, ya que en las expresiones (11) aparecen funciones hipergeométricas de
las consideradas en el teorema 1.

4. ESTIMACION

A partir de la relacion de recurrencia (10) es teéricamente facil estimar los parametros mediante el método
de los momentos. En general, el proceso de estimacioén para la familia ,.1F, con A = 1 se realiza en dos
pasos:

¢ Planteamiento de un sistema lineal con 2p + 1 ecuaciones (numero de parametros estimables), dadas por
las 2p + 1 primeras relaciones (10), en donde las incognitas son los coeficientes de los polinomios L(r)
y G(r+1).

e Obtencion de los parametros a través de las relaciones (5) y (6) con los coeficientes hallados
anteriormente. De esta forma los parametros v, - 1 se obtienen como raices del polinomio de grado
X° - bpxP" +... + (-1)”'box + (-1)°by y a4 son las raices del polinomio x**" + ax” +...+ (-1)°ax + (-1)*"a.

El problema es que cuanto mayor sea el numero de parametros a estimar, mayor es el orden de los
momentos que aparecen, y que es necesario que existan, lo cual limita el uso de este método. Una posible
alternativa consiste en considerar la ecuacién en diferencia de partida, que puede ser expresada de esta
forma:

g _ (0 40) (o +1)A (15)
o (g +r)(yp +0)(r+1)

en donde se relacionan los parametros con las pendientes de la curva observada. Dichas relaciones también
se pueden expresar como ecuaciones de un sistema lineal, que es mas facil de implementar, de la siguiente
forma:

[(r+ 1)+ bor® +..+ by(r + 1)Ifrrq - (@peat™" + @ +...4+ @y, + A)f, = 0 (16)
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El inconveniente principal es que no se tiene en cuenta toda la informacion muestral, por lo que se han
considerado sistemas compuestos por algunas ecuaciones que relacionan los momentos menor orden, y
otras con las probabilidades, de forma que tenemos en cuenta todas las observaciones y se necesita la
existencia de momentos de menor orden.
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