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The Lotka-Volterra model

Jorge Estrada Hernandez', Ana Isis Toledo Marrero!

Resumen En este trabajo se analiza un modelo de Lotka-Volterra, o presa-depredador, con dos ecuaciones
en derivadas parciales. Se hace una primera aproximaciéon mediante el Método de Diferencias Finitas, y luego
se demuestra que el problema simplificado esta bien planteado y se puede resolver mediante el Método
de Elementos Finitos. Por ultimo, se resuelve numéricamnte el problema con el software FreeFem++ y se
experimenta con diversos parametros, regiones y condiciones iniciales.

Abstract In this paper we analyze a Lotka-Volterra, or predator-prey model of two partial differential equations.
A first approximation using the Finite Differences Method is made. Then it is proved that the simplified problem is
well-posed and can be solved using the Finite Elements Method. Finally, the problem is solved numerically using
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the FreeFem++ software and experiments are made varying the parameters, regions and initial conditions.
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1. Introduccion

El modelo matematico de Lotka-Volterra, también co-
nocido como presa-depredador, fue propuesto inicialmente
por Alfred J. Lotka en “teoria de las reacciones quimicas
autocataliticas”, en 1910. Esta era efectivamente la ecuacion
logistica, que debe su origen a Pierre Frangois Verhulst. En
1920, a través de Kolmogorov, Lotka extendi6 el modelo a
“sistemas ecoldgicos”, con una especie de planta y una es-
pecie de animales herbivoros como ejemplo, y es en 1925
cuando utiliza las ecuaciones para analizar las interacciones
depredador-presa en su libro sobre biomatematicas, donde se
llega a las ecuaciones que hoy se conocen. De manera casi
simultanea, en 1926, Vito Volterra en un analisis estadistico de
las capturas de peces en el mar Adridtico, investigd de forma
independiente, estas mismas ecuaciones; es por tal motivo que
el modelo es reconocido en la actualidad por el nombre de
ambos. [GonMa]

Este modelo describe la lucha constante por la superviven-
cia entre dos especies:
En un hébitat en el que hay abundantes recursos naturales
se deja evolucionar dos especies, una depredadora y la otra
presa. Se designara por v (z,x,y) al nimero de individuos de
la especie depredadora en el instante ¢ en la ubicacién de coor-
denadas (x,y) y por u(t,x,y) a la cantidad de presas en ese
instante en el mismo lugar.

Se sabe que la especie depredadora se extinguiria en ausen-
cia de presas y que a su vez la poblacién de presas creceria sin
la presencia de los depredadores, se asume este crecimiento
de forma exponencial. Sin embargo, al compartir las dos po-

blaciones el mismo habitat, aumentara la tasa de crecimiento
de los depredadores en una cantidad proporcional al nimero
de presas existentes en ese momento, a la vez que las presas
experimentarian una disminucién en su tasa de crecimiento
proporcional al nimero de depredadores en ese instante.

Asumiendo las condiciones anteriormente descritas, el
modelo de Lotka-Volterra explica la evolucién conjunta de las
dos especies en el tiempo y el espacio mediante el sistema:

{ ou = D1Au— aquv

v = DrAv+ couv M

donde Dy, D,, o) y o son constantes positivas, dy¢ repre-
senta la derivada parcial con respecto al tiempo de la funcién
¢ (t,x,y) y A es el operador Laplaciano definido como

%, 9
dx2  0y?

En lo que sigue se consideraran condiciones de frontera
tipo Dirichlet, no homegeneas, o sea

A =

u(taxv)’) :gu(t,x,y),v(t,x,y) :gv(t,x,y), V(x,y) €dQ,te [OaT]

y condiciones iniciales

u(O,x,y) = uo(x,y),v(O,x7y) = vO(xvy)v V()C,y) €Q

donde Q es una region del plano abierta, conexa y acotada.

En este informe se analizard el comportamiento de las
soluciones del sistema (1) por medio de la utilizacién del
Meétodo de los Elementos Finitos combinado con una dis-
cretizacién previa del problema utilizando el Método de las
Diferencias Finitas para aproximar la derivada parcial con
respecto al tiempo.
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2. Una aproximacion al problema desde
el Método de las Diferencias Finitas

Si analizamos el problema desde el enfoque de las diferen-
cias finitas, estamos en presencia de un sistema de ecuaciones
en derivadas parciales bidimensional, para el cual es impor-
tante seleccionar convenientemente un esquema adecuado en
diferencias, de manera que la resolucién del sistema corres-
pondiente no sea muy costosa computacionalmente y ademds
que se pueda garantizar la consistencia y estabilidad del mis-
mo.

A este andlisis seria importante agregar que el sistema de
ecuaciones diferenciales a estudiar no es lineal y por tanto,
aunque se utilizara un esquema de discretizacién econémico
(en direcciones alternadas) que garantizara disminuir el costo
computacional, la no linealidad del mismo implicaria compli-
caciones tedricas y practicas considerablemente altas para la
demostracién de la estabilidad o consistencia del esquema, as{
como para el cdlculo numérico de las soluciones.

Suponiendo que todos los obsticulos anteriormente men-
cionados fueran eficientemente salvados, limitarnos al Método
de las Diferencias Finitas implicarfa limitaciones relacionadas
con la regién Q de estudio del problema, pues usualmente se
utilizan mallas regulares o rectangulares y no resulta sencillo
discretizar una region arbitraria con este tipo de mallado.

Aunque el método de las Diferencias Finitas no es ade-
cuado para resolver completamente el problema planteado
anteriormente, si serd de gran ayuda para transformar el siste-
ma en un nuevo sistema lineal que puede ser iterativamente
resuelto por medio del Método de los Elementos Finitos.

En efecto, considérese que el tiempo varia en el intervalo
I=1[0,T]ysea

1,1—{t,,—n-At, n=0...N, N—}

Sea
Op ~ ¢(tnax7y)

una aproximacién de ¢ en los momentos #,. Usando la discre-
tizacién de Euler para aproximar la derivada con respecto al
tiempo, se tiene

910 (tni1,x,y) ~ %Hw)A - n(x,)

se obtiene la siguiente discretizacion del problema planteado
en (1) con respecto al tiempo:

Upt1 — Up
————— = D1Aupy 1 — rupvy,

ANt )
Vn+1 = Vn

= DrAv, 1+ Opuy v
IN] 28Va+1 2Un+1Vn

Reescribiendo el sistema anterior, se tiene:

*Aun+l +Cl Upi1 = un(Cl *CZVn) (2a1)
—Avy 1 +Cvpy = Vn(CS +C4un+1) (2a2)
1 o 1 (05
dondeCi=—,C=—,C3=——yCs4 = —.
e =AD" T by T A, Y T b,

Nétese que en cada iteracion, conociendo u,, v, y resol-
viendo (2,1) para u,+ entonces se podria calcular v, por
medio de (2,2). Los valores up y vp se tienen de las condi-
ciones iniciales del problema, por tanto de forma iterativa
se obtendrian los vectores soluciones u = (ug,u1,...,uy) y
v=(V0,V1,..-, VN)-

Faltaria solamente definir la manera en que sera resuelta
cada ecuacidn para pasar del nivel n al nivel n+ 1.

3. Resolucion del problema por el
Método de los Elementos Finitos

En esta seccién se demuestra que cada una de las ecua-
ciones del sistema anteriormente planteado para un nivel n
dado, se puede resolver aplicando el Método de los Elementos
Finitos.

Astmanse conocidos u, y v, la cuestion serd entonces
encontrar la solucion u, del siguiente problema eliptico con
condiciones de frontera tipo Dirichlet:

Y(x,y) € Q
V(x,y) € 0Q
3)
Para resolver (3) es importante obtener la formulacién va-
riacional del mismo y demostrar que es un problema bien
planteado.

—Aup +Crupy) = Mn(cl - CZMnVn)a
Mn+1(x7)’) = gu(tn+17-xay)7

Notese que, como las condiciones de frontera de Diri-
chlet no son homogéneas, u no pertenece al espacio H(}; sin
embargo,

1
Sun+1 = gu(tnvxay) € Hi(a'Q)

luego, existe un operador de extension (en inglés, ift
operator) Ro(gun+1) : H? (Q) — H'(Q) tal que su traza en
9dQ es g, »+1. Luego, la nueva variable serfa @ = u— Ro(gun+1)
la cual estd en H} (Q).

Introduciendo la funcién de prueba ¢ € H} (Q) y por me-
dio de la integracion por partes, se obtiene la siguiente formu-
lacion variacional del problema (3)

7/Qvun+lv¢+cl/gu”+1¢:/Qun(Cl—szn)¢ 4)

A continuacién se enuncia el teorema de Lax-Milgram,
que serd utilizado para demostrar que el problema variacional
(4) estd bien planteado, esto es, que tiene una solucién unica
y que esta depende continuamente de los datos.
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Teorema de Lax-Milgram
Sea H un espacio de Hilbert, a(-,-) una forma bilineal y L una
forma lineal. Si se cumplen las siguientes condiciones

i) a(-,-) es continua, esto es V(u, ) € H,

la(u, )] < llal[[ullz]|lm

ii) a(-,-) es coerciva, esto es Jor > 0:
Vu € H,a(u,u) > alul%

iii) L es continua, esto es Vu € H, |L(u)| < ||L||||u|lz
Entonces el problema

buscaru € H : a(u,¢) =L(¢),Vo € H

admite una dnica solucién u y esta solucion satisface ademés

L
que ullw < 21

Por la linealidad de la integral y del operador V (gradien-
te), se tiene claramente que

) == [ VuVo+Cr [ ung

es una forma bilineal en H'(Q), veamos ademds que es conti-
nua.

la(un, )] < \/g;wnwhcl\/guml

< Ly [ivoren/ [u /[ o
< max(@ 0y [ (val-vdn [ (19012 +62)

= mdx(Cr, D||un|lg1 (@)l 11|51 (o)

(En la segunda desigualdad usamos Cauchy-Schwarz.)
Ademds se cumple que

v, 2 I 2
antn) = [ Y+ [ w2 = min(Cy. D)l By g
con lo cual también se tiene que a(-, ) es coerciva.
Notese por ultimo que la forma lineal

L(9) = [oun(C1 — Cavy,) ¢ es continua

L) = | [ mc—cangl

Cl’/un¢’+c2‘/unvn¢‘
Q Q
Cllun|| 211912 + Colfun| |4 ][val[ 21|01 2

Cillunl| 12110111 + Collun] |4 [Val |41 [ @]
M|9]]z

ININCIN A

donde M = C||up||;2 +Ca||un| |14 ||Vn|| 4. Para las desigual-
dades anteriores se ha utilizado la desigualdad triangular, la
desigualdad de Cauchy-Schwarz para el producto usual u,¢ y
la desigualdad de Holder para u,v,@.

Como se han verificado las hipétesis del teorema de Lax-
Milgram para el problema (4) en el espacio de Hilbert H' (Q),
se puede asegurar la existencia y unicidad de la solucién y
la dependencia continua de esta con respecto a los datos del
problema; es decir, el problema estd bien planteado.

4. Resolucion numérica del problema
utilizando FreeFEM++

A continuacién se expone un seudocédigo para resolver
nuestro problema con el software FreeFem++
procedure RESOLUCION DEL PROBLEMA USANDO FREE-
FEM++
(1) Declarar la frontera de la region, el espacio de ele-
mentos finitos (en este caso P2) y los valores de los pardme-
tros.
(2) Plantear los problemas en su formulacién variacio-
nal y las condiciones de frontera.
(3) Resolver los problemas.
(4) Graficar las soluciones.
(5) Actualizar las condiciones iniciales.
(6) Repetir (3)-(5) en el intervalo de tiempo deseado.
end procedure

Se experimentd con diversos valores de los pardmetros
D1,D;, 0, 0, diversas condiciones iniciales y dos regiones
distintas: La circunferencia unitaria y el cuadrado de lado
2, ambos con centro en (3,4). La siguiente lista resume los
resultados de la experimentacién numérica:

= Para valores pequeios de o1, @ respecto a Dy, D>, las
soluciones convergen en el tiempo.

= Para valores un poco mayores de ¢, 0 las soluciones
son periddicas, como es tipico de los sistemas de EDOs
de presa-depredador.

= Para valores grandes de o, 0, sin embargo, las so-
luciones explotan en tiempo finito en el centro de la
region.

= No hubo diferencias significativas entre el comporta-
miento dentro del cuadrado y de la circunferencia.
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Figura 2. Poblacion de la presa en un cuadrado
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