Ciencias Matematicas, Vol. 36, No. Unico, 2022-2023, Pag. 71-78
Recibido (Received): 23-05-2024, Revisado (Reviewed): 22-07-2024
Aceptado (Accepted): 16-10-2024, En linea (Online): 21-10-2024

| Articulo Original / Original Research |

Piramides instrumentales en la ensenanza y
aprendizaje del limite funcional

Instrumental pyramids in the teaching and learning of
the functional limit

Adriana Diaz Cordero'*®, Valentina Badia Albanés?

Resumen El uso de mapas conceptuales ha sido efectivo en la ensefianza y aprendizaje de diversas ramas
de la ciencia. En el presente trabajo se muestra la utilizacion de las piramides instrumentales en la Matematica,
especificamente en el estudio del limite funcional. El concepto de limite funcional es fundamental en la asignatura
“Calculo de una sola variable”, ya que el resto de los conceptos basicos, tales como la continuidad de una
funcién en un punto, la derivada y la integral definida se apoyan en la definicion local de limite, dado que el
método de estudio de esta rama de la Matematica es el analisis infinitesimal y de ahi la importancia de que el
estudiante alcance una adecuada comprension del referido concepto. La propuesta metodoldgica esta basada
especificamente en el uso de piramides instrumentales, derivadas de los mapas conceptuales y consta de
varias fases. Aqui se expone lo relacionado a la fase de diagnéstico y de disefio de estas piramides.

Palabras Clave: dificultades de aprendizaje, limite funcional, piramides instrumentales.

Abstract The use of concept maps has been effective in the teaching and learning of various branches of
science. This paper shows the use of instrumental pyramids in Mathematics, specifically in the study of the
functional limit. The concept of functional limit is fundamental in the subject “Calculus of a single variable”, since
the rest of the basic concepts, such as the continuity of a function at a point, the derivative and the definite
integral are supported by the local definition of limit, since the method of study of this branch of Mathematics is
the infinitesimal analysis and hence the importance for the student to reach an adequate understanding of the
referred concept. The methodological proposal is specifically based on the use of instrumental pyramids, derived
from concept maps, and consists of several phases. The following is related to the diagnostic and design phase
of these pyramids.
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Introduccion

La idea del uso de mapas conceptuales en el proceso
de ensefianza-aprendizaje del concepto limite funcional sur-
gi6 relacionada con las inquietudes de la primera autora del
trabajo ante las dificultades que percibia en los estudiantes
para la comprensidn de este concepto. Estas dificultades es-
tdn motivadas por la complejidad del propio concepto, por el

tratamiento tedrico que implica, que es algo novedoso para
ellos y por las exigencias cognitivas que conlleva, entre las
que se encuentran: la novedad del simbolismo, la operacién
del “paso limite”, el trabajo con magnitudes infinitesimales e
infinitamente grandes, la resolucién de indeterminaciones, la
necesidad del transito de lo algebraico a lo grafico, entre otras.
Se requiere que el estudiante en poco tiempo comprenda gran
cantidad de conceptos tedricos, adquiera habilidades para la
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correcta manipulacion del trabajo algebraico y logre las nece-
sarias conexiones entre los conceptos y las formas de trabajo,
todo lo cual hace que el estudiante se sienta abrumado y no
pueda avanzar.

El presente trabajo contiene una propuesta metodoldgi-
ca que estd basada especificamente en el uso de pirdmides
conceptuales e instrumentales, derivadas de los mapas concep-
tuales. Como es una investigacion en curso, aqui se expone lo
relacionado a la fase de diagnéstico, en la cual se analizaron e
identificaron las dificultades que presentan los estudiantes de
Quimica de la Universidad de La Habana en la manipulacién
del concepto de limite, a partir de observaciones realizadas en
clase y de evaluaciones sistemdticas y parciales de la asigna-
tura.

Fueron sistematizados los tipos de dificultades que apare-
cen cuando los estudiantes se enfrentan al estudio del concepto
para, a partir de un andlisis critico, efectuar una mejora de
las categorizaciones encontradas. De modo que la categoriza-
cién propuesta fue tenida en cuenta en la elaboracién de una
detallada lista de verificacion a modo de guia de observacion.

Los resultados son evidencia de las dificultades concep-
tuales del limite de funciones de una variable real y marcaron
el punto de partida para definir las acciones a llevar a cabo
durante la fase de disefio, en la cual se proponen las diferentes
pirdmides que podrian ser usadas durante la imparticién de la
asignatura.

Relevancia del estudio

Los conceptos de limite y continuidad de funciones han
sido ampliamente estudiados, lo cual se explica por su com-
plejidad, tanto para ser aprendidos, como para ser ensefiados.
Esta investigacion aporta al estudio de las dificultades en
el proceso de ensefianza-aprendizaje de tales conceptos, al
proponer una nueva categorizacion y caracterizacioén de las
dificultades, contextualizadas a los estudiantes de la carrera de
Quimica, que se acompafia de una metodologia para realizar
estudios similares en otros dmbitos educativos.

En el 4ambito de la practica pedagdgica, el uso de pirdmides
conceptuales e instrumentales, acompafiado de la metodologia
para su disefio y utilizacion, constituye una herramienta que
ayuda al aprendizaje significativo en el estudio y manipulacién
de conceptos del Andlisis Matemadtico.

1. Generalidades acerca de la propuesta
metodoldgica

El concepto de propuesta metodolégica es controversial.
Para este trabajo las autoras asumen como propuesta meto-
dolégica aquel “sistema de conocimientos, procedimientos y
técnicas, que, condicionados por determinados requerimien-
tos, permiten ordenar mejor el pensamiento y los modos de
actuacion para responder a una problemadtica y dar respuesta a
determinados objetivos propuestos en una investigacion” [6].

La propuesta metodolégica para el uso de las pirdmides
conceptuales e instrumentales en la ensefianza y el aprendizaje
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del concepto de limite funcional en los estudiantes de primer
afio de Quimica en la Universidad de La Habana consta de 4
etapas: 1) el diagndstico para conocer el campo especifico de
actuacion de la propuesta, 2) el disefio de la metodologia para
la ensefianza del concepto de limite funcional mediante pira-
mides conceptuales e instrumentales, 3) la aplicacién de dicha
metodologia y 4) la evaluacién de la propuesta metodolédgica.
Previo a la concrecién de la primera fase se realizé un
estudio profundo de las dificultades y los obstdculos episte-
moldgicos, lo que se expone sintéticamente en el préximo
apartado. Esta sistematizacion permitié realizar la categori-
zacion de las dificultades que se presentan en el estudio del
limite funcional, la que fue utilizada para la etapa del diagnés-
tico, por lo que también se presenta en un epigrafe aparte.

1.1 Obstaculos epistemoldgicos y dificultades en la
comprension del concepto de limite

Los obsticulos epistemoldgicos fueron definidos por Ba-
chelard como “aquel conocimiento presente que pone trabas
al acceso a un conocimiento nuevo” (citado por [2]). Este
autor también sefial6 que “la aparicién de obsticulos tiene
un cardcter inevitable, son obstidculos que no tiene sentido
investigar cémo evitarlos, sino conocerlos para vencerlos y
desarrollar el saber”(Bachelard (1938), citado por [8]).

Cornu [4] en su tesis doctoral sefiala algunos obstaculos
epistemolégicos que afrontan los estudiantes al estudiar el
limite funcional; el primero relacionado con el sentido comtn
de la palabra limite, que induce a concepciones relacionadas
a una barrera insuperable, por lo que les crea la duda de si el
limite se alcanza o no; segundo, la nocién del infinito, la cual
induce una nueva manera de razonamiento; y, finalmente, los
conceptos de cantidades infinitamente grandes e infinitamente
pequeias. Basdndose en el trabajo de Cornu y en el estudio de
la evolucion histérica del concepto de limite, Sierpinska [8], p.
37, propone una ampliacioén de obstdculos epistemoldgicos re-
lativos al concepto del limite funcional, entre los cuales estan
los ligados a la nocién de funcidn, el cual estd muy presente
en los estudiantes cubanos que no dominan correctamente el
concepto de funcidn, y el obstiaculo del simbolo, relativo a
que la operacién de limite fue simbolizada de una manera
que subraya demasiado las analogfas con respecto al Algebra,
esconde las diferencias y puede conducir a una pérdida de
significacion.

Por otra parte, las dificultades en la comprensién del con-
cepto de limite funcional si podemos intentar evitarlas. Las
investigaciones relacionadas con este tema son extensas, en
este trabajo se presenta un resumen de las dificultades encon-
tradas. Tall [9], p. 14 se refiere a las dificultades cognitivas
que presentan los estudiantes respecto al concepto de limite
de una funcién:

= Dificultades incorporadas en el lenguaje: términos co-
mo “limite”, “tiende a”, “tan pequefio como se quiera”,
tienen un poderoso significado coloquial que entra en

conflicto con los conceptos formales.
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= El proceso de limite no se realiza por simple aritmética
o dlgebra, surge el concepto de infinito y todo se vuelve
“rodeado de un misterio”.

= El proceso de encontrar “una variable cada vez mas
pequeiia” es muy cominmente interpretado como “una
cantidad variable arbitrariamente pequefa”, que sugiere
implicitamente conceptos infinitesimales, incluso cuan-
do estos no se ensefian explicitamente.

= Laidea de “obtener un N arbitrariamente grande”, su-
giere implicitamente concepciones de nimeros infini-
tos.

= Los estudiantes a menudo tienen dificultades acerca de
si el limite puede ser realmente alcanzado.

= Hay confusién sobre la comprensién del paso de limite
finito al infinito, es decir, en interpretar “lo que sucede
en el infinito”.

En las investigaciones de Herndndez, Prada y Ramirez
[5] se reporta que los estudiantes suelen tener dificultades al
comprender los conceptos abstractos de limite y continuidad,
que no se pueden visualizar de manera directa, tienden a
confundir el limite de una funcién con el valor de la funcién en
un punto, como también confunden los conceptos de limite y
continuidad, porque asumen que los dos representan la misma
idea.

En una investigacién similar, Quesada y Padilla [7] encon-
traron que los estudiantes tienen problemas para interpretar
y utilizar correctamente los simbolos y la notacién matemati-
ca que se utilizan en la definicién formal de limite. Ademas,
tienen dificultades en el trabajo algebraico para el cdlculo de
limites.

1.2 Categorizacion de las dificultades en el concep-
to de limite

En los trabajos revisados se encontrd una categorizacion
hecha por Quesada y Padilla, la cual consta de tres categorias
de dificultades: conceptual, de argumentacion y en el uso de
simbologia ([7], p. 5). Aunque esta categorizacion sirvié de
punto de partida, como consecuencia del estudio bibliografico,
la reflexidn y el andlisis realizado, se proponen en este trabajo
cuatro categorias, pues se considera apropiado contabilizar
por separado las dificultades relacionadas con la manipulacién
algebraica, debido a la importancia que se le concede en los
planes de estudio en Cuba al “saber hacer”.

De modo que para profundizar en las dificultades que
enfrentan los estudiantes en el concepto de limite, estas que-
daron divididas en cuatro categorias: conceptual, de trabajo
algebraico, de argumentacién y de formalismo simbélico.

Una dificultad conceptual es aquella que se manifiesta
debido al dominio incorrecto o insuficiente por el estudiante
de la definicion de limite y continuidad de una funcién en un
punto. Algunos ejemplos de esta son: no diferenciar para qué
tipos de funciones y en cudles puntos es necesario hallar los
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limites laterales, no identificar el tipo de indeterminacién que
se presenta, en caso de existir, confundir una indeterminacién
con una forma indefinida, entre otras.

Una dificultad de trabajo algebraico es aquella que se
manifiesta por el estudiante en la realizacion del trabajo al-
gebraico, encaminado a la eliminacién o transformacién de
la indeterminacidn presente en el cdlculo del limite. El estu-
diante comete errores, tales como factorizar incorrectamente,
simplificar expresiones fraccionarias con sumas y restas sin
extraer factor comiin previamente, no dominar el trabajo al-
gebraico relacionado con la factorizacién o simplificacién
cuando las expresiones contienen raices, asi como la realiza-
cién de transformaciones que no conduzcan a la eliminacién
de la indeterminacion dada.

Una dificultad de argumentacién se manifiesta cuando el
estudiante es incapaz de explicar correctamente la realizacién
de determinadas acciones o de justificar la estrategia seguida
en la solucién. Algunos ejemplos de esta dificultad son: la
incomprension del por qué se tiene una indeterminacién, no
justificar el tipo de indeterminacion presente, el desconoci-
miento de qué tipo de manipulacién algebraica transforma
una indeterminacién en otra (por ejemplo, hallar denominador
comun en la resta de dos fracciones transforma la indeter-
minacién oo — oo en oo /o0), y la falta de argumentacion al
multiplicar por la expresién conjugada en una indetermina-
cién oo — oo,

Una dificultad de formalismo simbélico se manifiesta
cuando el estudiante hace un uso inadecuado de la simbo-
logia correspondiente al limite y la continuidad, como puede
ser: omitir el simbolo de limite cuando ain no lo ha calculado,
sino que solo se han realizado transformaciones algebraicas;
escribir 1im f(x) = ¢, /e = 0 o similares, escribir lim = f(a)

X—a X—a
para indicar que el limite es igual a la funcién evaluada en el
punto, omitir el punto en el cual se desea hallar el limite de
una funcién y el uso incorrecto o inexistente de la simbologia
aceptada para los limites laterales.

2. Diagnéstico de las dificultades de los
estudiantes

2.1 Metodologia para el diagnostico

Se realizé un estudio de caracter descriptivo para la ex-
ploracién del estado actual que presentan los estudiantes al
enfrentarse a los conceptos de limite y continuidad de funcio-
nes de variable real. El objetivo del estudio es el andlisis de
las dificultades presentes en los estudiantes de la asignatura
“Calculo de una sola variable” en la carrera de Quimica de
la Universidad de La Habana, por lo cual se decidi6 realizar
un muestreo no probabilistico, especificamente un muestreo
intencional homogéneo. De la matricula de la asignatura de
82 estudiantes, se decidi6 contar para el estudio con 55 estu-
diantes que tuvieran los mismos profesores (la profesora de
conferencias y la primera autora de esta investigacién como
profesora de clase practica).
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Entre los métodos de investigacion empiricos usados se
encuentra la observacion de los modos de actuacién de los
estudiantes en clases précticas, que permitié obtener infor-
macién sobre la cantidad de estudiantes que llegan con una
preparacion previa a la clase y la calidad de esa preparacidn,
asi como la cantidad de ejercicios que son capaces de resolver
en clases pricticas y cudnta ayuda necesitan del profesor.

También se utilizo el andlisis documental de las respuestas
a las preguntas escritas y del examen parcial realizado por los
estudiantes. Estos métodos, unidos a los métodos de caracter
tedrico, como el andlisis-sintesis, el método histérico-16gico y
la abstraccién permitieron describir las relaciones esenciales
del objeto de estudio para proponer una categorizacién de las
dificultades que presentan los estudiantes al utilizar el concep-
to de limite, y en base a la misma elaborar un instrumento que
fue aplicado durante el proceso investigativo.

2.2 Descripcion del instrumento

A partir de las categorias establecidas se elaboré un instru-
mento para la identificacién de las dificultades de los estudian-
tes de la carrera de Quimica en la comprensién y manipulacién
de los conceptos de limite y continuidad. El instrumento ela-
borado consiste en un banco de preguntas (ver el enlace de
la informacidén suplementaria) con ejercicios parecidos a los
presentes en el texto basico de la asignatura o en otras biblio-
graffas complementarias, ejercicios modificados o concebidos
que permiten establecer la presencia o no de las dificultades
segln la clasificacion realizada. Este instrumento es dindmi-
co, es decir, que puede ser actualizado a medida que avanza
la investigacidn, o sea, se puede incrementar la cantidad de
preguntas, modificar las preguntas para revelar las evidencias
de las dificultades y errores con mas claridad y precision, o
poner nuevos tipos de preguntas.

El instrumento realizado consta de un banco de ejercicios
donde existen distintos tipos de preguntas, las cuales se clasi-
fican como: de calculo de limites con trabajo algebraico, de
argumentacién usando el significado conceptual del limite,
de relacién de limite y continuidad de una funcién de una
variable real en un punto, y de cambios de contexto para me-
dir como el estudiante cambia de lo algebraico-analitico a lo
sintético-geométrico y viceversa.

Con el objetivo de verificar la validez del instrumento
realizado se confeccioné una encuesta que se aplicé a 22 pro-
fesores de Matematica, los cuales cuentan con un promedio de
30,7 afios de experiencia docente. Ante el enunciado “el ins-
trumento disefiado logra el diagnéstico de las dificultades™, 16
profesores estuvieron totalmente conformes, para un 72,7 %,
mientras que ningtin profesor lo encontré inadecuado. Por lo
que se concluy6 que el instrumento utilizado es valido para
diagnosticar las dificultades presentes en los estudiantes de
primer semestre de la carrera de Quimica de la Universidad
de La Habana.

Al considerar los objetivos de las preguntas que confor-
man el instrumento y la categorizacién de las dificultades
descrita, se diseiié una guia de observacién basada en una
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lista constituida por 16 rubros o preguntas, que se usaron pa-
ra calificar las respuestas de los estudiantes en cada examen
aplicado. La lista de verificacién permite tabular y evaluar
las respuestas de los estudiantes a cada ejercicio del banco
de ejercicios, con el objetivo de identificar las dificultades
presentes en la comprension y la manipulacion del concepto
limite funcional.

El criterio utilizado para analizar las respuestas de los
estudiantes es establecer la presencia o ausencia de cada ru-
bro de la lista de verificacién, queddndonos con el nimero
de comportamientos presentes y calculando asi el porcentaje
de estos. Antes de usar la lista de verificacién para identifi-
car las dificultades presentes en los estudiantes, se valoré la
confiabilidad del instrumento en si, y para ello se procedi6 a
efectuar un test de confiabilidad de la lista de verificacién. Por
confiabilidad se entiende, la estabilidad de los resultados que
expresen los evaluadores usando la lista de verificacién, lo que
presupone que las respuestas dadas no sean significativamente
dependientes del evaluador.

Para la realizacion del test de confiabilidad, se convocaron
a 10 profesores que imparten o han impartido estos temas en
sus respectivos programas y se les pidi6 evaluar determinadas
respuestas a preguntas del banco de ejercicios de algunos
estudiantes, usando la lista de verificacion. Para el test de
confiabilidad se usaron las preguntas 5 inciso a, 6 y 8 del
banco de preguntas.

Posteriormente se procesaron las evaluaciones de los pro-
fesores desde dos puntos de vista: cuantitativo, para cada celda
de cada examen de un estudiante y cualitativo, para la gene-
ralidad de la lista de verificacién. Con el objetivo de contar
con un criterio de estabilidad en el analisis de los datos, se
consideré que una pregunta de la lista de verificacién es es-
table si se obtiene un 70 % de coincidencia. Como resultado
se tuvo que 12 preguntas de la lista tienen mds del 70 % de
coincidencia, para un total de 75 % de preguntas estables de
la lista de verificacion. Por lo que se concluy6 que el test de
estabilidad resulté favorable.

Ademds, se les pidi6 a los profesores que opinaran con
respecto a la correspondencia de la lista de verificaciéon con
la categorizacién asumida y a la redaccién de los rubros de
la lista. Los resultados fueron positivos y se usaron en el
perfeccionamiento de la lista de verificacion.

2.3 Resultados y discusion del diagnostico de las
dificultades

El instrumento se aplicé en el primer semestre del afio
2023 en dos momentos del curso y para dos tipos de evaluacio-
nes parciales diferentes. Un primer momento fue una pregunta
escrita y un segundo momento fue la prueba parcial.

La pregunta escrita se realizé con el objetivo de obser-
var los métodos que usan los estudiantes para resolver las
indeterminaciones, mientras la prueba parcial, donde hay mas
preguntas relacionadas al concepto de limite, permite tener
mayor informacion de otras representaciones semiéticas del
concepto.
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Al procesar la lista de verificacién observamos un am-
plio nimero de estudiantes en los cuales se evidencia que no
conocen el procedimiento para resolver los ejercicios, especi-
ficamente, en las preguntas de anélisis de la continuidad de
una funcién en un punto, se precisé que la intentaron resol-
ver el 76 % de los estudiantes y solamente el 7 % la resuelve
correctamente.

El 86 % de los estudiantes presentan errores en el trabajo
algebraico y un 75% de los estudiantes ni siquiera saben
qué tipo de trabajo algebraico pueden realizar para seguir
resolviendo el ejercicio. Ademads, un 24 % de los estudiantes
comete errores de tipo simbdlico al realizar algin célculo de
limite.

Un 87% de los estudiantes es capaz de identificar una
indeterminacién cuando estdn en presencia de preguntas de
célculo de limite, pero, solamente el 20 % es capaz de iden-
tificarla en un ejercicio de andlisis de continuidad. Lo cual
indica dos graves errores: uno es que los estudiantes buscan la
indeterminacién de forma mecdnica en ejercicios de cdlculo
de limite y el otro, que los estudiantes consideran el andlisis
de continuidad como una simple evaluacién y no como un
proceso en el cual interviene el concepto de limite funcional.

También es preocupante el hecho de que solamente el
11% de los estudiantes logra relacionar el resultado de un
limite con el comportamiento grifico de la funcién alrededor
del punto o en el infinito. Este dato demuestra que existen
lagunas en el entendimiento de los estudiantes con respecto al
concepto de limite.

Los resultados evidencian que los estudiantes tienen erro-
res de tipos simbdlicos, algebraicos, de interpretaciéon geomé-
trica, conceptuales y, sobre todo, que no tienen incorporados
algoritmos correctos para resolver ejercicios relacionados con
el andlisis de continuidad de funciones.

3. Diseno de las piramides conceptuales e
instrumentales

3.1 Base tedrica del disefio

Los mapas conceptuales son “herramientas graficas para
organizar y representar el conocimiento. Incluyen conceptos y
relaciones entre conceptos indicados por una linea conectiva
que enlaza los dos conceptos” [3]. Los mapas conceptuales
deben tener una estructura proposicional, “un mapa concep-
tual consiste de una representacién grafica de un conjunto
de proposiciones sobre un tema”. Los mapas conceptuales
responden a una jerarquia, aunque puede no ser rigida, en
dependencia de la Pregunta de Enfoque, se pueden obtener
mapas conceptuales declarativos, explicativos o ciclicos, pero
siempre mantienen una jerarquia natural entre conceptos [3].

Los mapas conceptuales permiten sistematizar e interrela-
cionar los conocimientos tedricos con el objetivo de organizar
el pensamiento, pero son usados principalmente para sistema-
tizar contenido previamente tratado. Al utilizarlos en Matema-
tica, y especificamente para la enseflanza del limite funcional,
necesitamos mds, es necesario organizar métodos de trabajo,
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crear en los estudiantes una interrelacion de conceptos e ins-
trumentar el cdlculo algebraico de limites de funciones, pues
los estudiantes deben tomar conciencia de la amplia variedad
de posibilidades y métodos de resolucién para las indetermi-
naciones. Necesitamos ensefiar un contenido y una forma de
trabajo totalmente nueva para el estudiante, por lo que surge la
pregunta: ;serd posible ensefiar el cdlculo de limite funcional
usando mapas conceptuales?

Después de una investigacion bibliografica se decidi6 que
el recurso mds apropiado para lo que se pretende lograr es la
pirdmide conceptual e instrumental. En la investigacién hecha
por Bermidez y Rodriguez [1], se plantea que estas pirdmides
“reflejan una estructura jerdrquica estricta, ademads, no sélo han
de constreiiirse a la representacion de estructuras cognitivas,
sino también han de configurar estructuras instrumentales, en
las que la subordinacién y concomitancia de los elementos que
se organizan constituyen su propiedad conspicua”. Por lo que
permiten dirigir el aprendizaje mediante la organizacién 16gica
de los conceptos, determinando “una trayectoria inalterable
con respecto al criterio de clasificacién fijado en el primer
nivel de analogia” ([1], p. 18).

Una pirdmide conceptual va dirigida a la sistematizacién
y comprension de los aspectos tedricos de un tema, a lograr
un entendimiento de las relaciones esenciales entre conceptos.
Una pirdmide instrumental va encaminada a la apropiacién de
algoritmos de trabajo, al logro de habilidades en la solucién
de problemas de diversa indole.

3.2 Metodologia para el disefio y utilizacion de las
piramides

Para la conformacién de las pirdmides conceptuales e
instrumentales primero se debe organizar la secuencia de
actividades del tema, de forma tal que esta secuencia se refleje
en la organizacion jerdrquica de la pirdmide.

Las clases de corte tedrico deben ser aprovechadas para
la construccidn, en el aula y con la participacidn activa de los
estudiantes, de las pirdmides conceptuales, que basadas en las
definiciones y conceptos del tema y sus relaciones, permitan
alcanzar cada rama y definir el orden jerdrquico.

Mientras que durante el planteamiento, la resolucién y
discusién de los ejemplos que se realizan en las actividades
précticas, se va conformando la pirdmide instrumental. Esta
pirdmide se debe ir construyendo en clase con el estudiante.
Se debe presentar un ejemplo, resolverlo usando el método
adecuado de solucién y una vez que se comprende que el mé-
todo es valido, incorporar ese método de trabajo a la pirdmide,
que debe estar en una seccion de la pizarra o irse elaborando
en formato digital.

El estudiante debe usar la pirdmide instrumental para la
resolucion de los ejercicios de las clases précticas y el profesor
asi lo debe orientar. Cuando un estudiante cometa un error, el
profesor debe sefialar la zona de la pirdmide que no sigui6 o
que saltd, de forma tal que el pensamiento del estudiante se
vaya organizando segun la pirdmide instrumental.
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Con base en esa teoria y la metodologia para la construc-
cién de pirdmides expuestas por Bermudez y Rodriguez ([1],
p. 19), se elaboraron pirdmides conceptuales e instrumentales
para la ensefianza del concepto de limite funcional de una
variable real. Aqui se pondrd como ejemplo una de ellas y se
explicard su contenido y forma de utilizacién en clase, donde
se podrd apreciar la relacién entre la secuencia de actividades
y la pirdmide instrumental.

3.3 Ejemplo de piramide instrumental
En la Tabla 1 se muestra la secuencia de actividades pro-
puesta para la ensefianza del tema de limite de funciones.

Tabla 1. Secuencia de actividades. Tema: Limite Funcional
[Sequence of activities for the Topic: Functional Limit].

Act.

C-4 Funcién. Conceptos afines. Funcién real de una
variable independiente. Representacion de funciones.
Propiedades de las funciones bdsicas y funcién
elemental. Funciones definidas por secciones.
Funciones exponenciales de base e y su inversa.

C-5 Limite de una funcién (solamente andlisis grafico y

tedrico) en un punto (segin Cauchy - Weierstrass).

Limites laterales. Continuidad de una funcién en un

punto. Tipos de discontinuidades. Asintotas verticales.

Limites infinitos, limites al infinito

y limites en el infinito. Asintotas no verticales.

Ejercitacion sobre funciones y limites con andlisis

gréfico.

C-6 Célculo de limites. Leyes de los limites. Formas

indefinidas que no conllevan a indeterminacion

y formas indeterminadas. Teorema del emparedado.

Limites fundamentales.

Ejercitacion sobre cdlculo de limites.

Ejercitacién sobre célculo de limites y

cambios de contextos.

Contenido

CP-4

CP-5
CP-6

Es posible desarrollar piramides conceptuales para el con-
cepto de limite, para el andlisis de la continuidad de una
funcién en un punto o la clasificacion de los tipos de disconti-
nuidades, mediante el estudio de su comportamiento alrededor
de un punto.

En el caso ideal de que se pueda desarrollar una actividad
préctica del concepto de limite y su relaciéon con el comporta-
miento grafico de la funcién en un punto, se propone realizarla
antes de la clase dedicada al célculo algebraico del limite fun-
cional, es decir, evitar los métodos analiticos y enfocarse en
comportamientos graficos y andlisis cualitativo. De esta forma
el concepto se afianza mejor en el estudiante, pues este se
trabaja de forma visual y se relaciona asi con el contenido
precedente que los estudiantes tienen, el cual es funciones
y representacion de funciones. Esta manera de ensefiar el
limite funcional trabaja sobre las dificultades conceptuales
que los estudiantes presentan y los ayuda a transitar entre los
contextos graficos y analiticos, y viceversa.
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Por ejemplo, para usar la pirdmide instrumental que se
presenta en la Figura 1, previamente se realiza una clase expli-
cando el concepto limite funcional segin Cauchy y la relacion
entre el valor del limite y el comportamiento grafico de la
funcién alrededor del punto, también se tocan los temas de
continuidad y discontinuidad de las funciones y los ejemplos
de tipos de discontinuidad, separando asi el concepto de limite,
del célculo algebraico de los limites.

Para la secuencia de actividades propuesta en la Tabla 1 se
disefia la piramide instrumental que se presenta en la Figura
1, dedicada al cdlculo algebraico del limite de una funcién
real de una variable y que trabaja especificamente sobre la
organizacién de los métodos de trabajo.

Como se observa en la Figura 1, en la pirdmide se en-
cuentra: resolucion de indeterminaciones, formas indefinidas
o concluyentes que no constituyen una indeterminacion, teo-
rema relacionado con las funciones acotadas, y la estructura
de trabajo general para el cdlculo de limite.

Noétese que la pirdmide es ciclica en la seccién de tra-
bajo con las formas indeterminadas, lo que garantiza que el
estudiante evalde si la técnica empleada fue efectiva para la
eliminacién de las indeterminaciones.

La importancia de esta evaluacién viene dada, por ejemplo,
para evitar que el estudiante utilice la Regla de L"Hopital
cuando ya ha eliminado la indeterminacion.

Los ejemplos deben seguir el orden propuesto en la pira-
mide, para cada una de las formas de trabajo usuales en la
eliminacidn de las indeterminaciones. Es importante escoger
bien los ejemplos a resolver en clase y la secuencia de los
mismos, de modo que se vayan introduciendo paulatinamente
los métodos de trabajo, que permitan explicar cada paso del
trabajo algebraico y lo que se logra al realizar determinadas
transformaciones. Esta organizacion y concientizacion de los
métodos para el célculo de limites de funciones, permitird ir
eliminando los errores usuales que los estudiantes cometen.

Conclusiones

En este trabajo se describen las dos primeras fases de una
propuesta metodoldgica, basada en el uso de mapas concep-
tuales, para el estudio del limite funcional de funciones de
una variable en estudiantes de Licenciatura en Quimica.

Se profundizé en los obstaculos epistemoldgicos y especi-
ficamente los vinculados al concepto de limite funcional. Se
realiz6 una exposicion exhaustiva de las dificultades relativas
a este concepto.

Se propuso una categorizacion propia, con definiciones y
algunas de sus manifestaciones, que resulta apropiada a los
objetivos investigativos de este trabajo.

Se disefié una lista de verificacién para medir las difi-
cultades que pueden tener los estudiantes, que fue validada
mediante un test de confiabilidad y se discutieron los resulta-
dos obtenidos de la aplicacion de la lista de verificacion. Se
fundament? el uso de las pirdmides conceptuales e instrumen-
tales y se ilustr6 un ejemplo de esta tiltima para su uso en la
ensefianza del concepto de limite funcional.
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Calculo de Limite en un punto
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Figura 1. Pirdmide instrumental para el cdlculo de limite [Instrumental pyramid for the calculation of limit].
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