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Generalizaciones de la integral definida hasta la
integral de Riemann

Generalizations of the definite integral until the
Riemann integral
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Resumen En este trabajo se define el concepto de generalizacion de un funcional y se plantean ocho tareas
didacticas para llevar a cabo el proceso de generalizacién correspondiente. Se ejemplifican estas tareas en
el proceso de generalizacion del funcional integral definida sobre la clase de funciones escalonadas definidas
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sobre un intervalo cerrado, a la clase de las funciones regladas.

In this work is defined the concept of generalization of a functional and raised eight learning tasks to
carry out the process of generalization corresponding. It exemplify these tasks in the process of generalization of
the integral functional defined on the class of step functions defined over a closed interval, to the class of the
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Introduction

En este articulo consideramos que un concepto es un mo-
delo mental generalizado de determinados rasgos o propieda-
des de objetos, o relaciones entre objetos, agrupados en una
clase; asi como de los objetos con esas caracteristicas agru-
pados en otra clase. Se denominan propiedades esenciales de
un concepto a caracteristicas de los objetos modelados en el
mismo, cada una de las cuales es necesaria y todas en conjun-
to suficientes para distinguir los objetos que corresponden al
concepto de los demas.

Un conjunto de propiedades esenciales de los objetos
conocidos del concepto, que sea suficiente para distinguir
los nuevos objetos del concepto, constituye su contenido. El
contenido es un factor indispensable de todo concepto, por lo
que no puede existir un concepto carente de contenido, en el
que consecuentemente no se conciba propiedad alguna.

La extensién de un concepto es la clase (conjunto) de
los objetos que dicho concepto abarca. La extension es una
caracteristica 16gica del concepto tan indispensable como su
contenido. Consideramos que un objeto de cualquier concepto
subordinado al concepto de funcidén real de variable real es
una coleccidn, que puede ser unitaria, de representaciones
equivalentes de una funcién que satisfacen las propiedades
del contenido del concepto subordinado.

En este trabajo se indican los conceptos por un par (E,C),
donde por E y C se denotan la extensién y el contenido res-

pectivamente, del concepto de que se trate, o simplemente
por E cuando no haya dudas de cudl es el contenido. Pueden
encontrarse diferentes colecciones C de propiedades que sdlo
cumplen los elementos (objetos) de E, por lo que es usual
indicar el contenido por la coleccién de propiedades {p;}ics
que se haya escogido, donde I es un conjunto de indices.

Tanto en la matematica disciplinar como en la escolar se
pasa frecuentemente de un concepto con una extension de-
terminada a otro con una extension diferente, mediante las
operaciones logicas llamadas definicién, generalizacion, res-
triccién y clasificacion. Estas cuatro operaciones conceptuales
tienen el doble cardcter de proceso y resultado. La palabra ge-
neralizacién aparece con diferentes acepciones en la literatura
psicopedagégica; entre ellas las siguientes:

La generalizacion como subproceso del proceso complejo de
formacion conceptual

Vygotski, (([17]), desde finales de la década del veinte
del siglo pasado hasta su muerte en 1938, trabajé en la deter-
minacién de un enfoque de la estructura, las funciones y el
proceso formativo de la generalizacion, en particular de los
procesos de generalizacidon que intervienen en la formacién
de conceptos.

En Mederos, Roldéan y otros, ([12], p.74-78), se consi-
dera que el proceso de formacién conceptual por la via in-
ductiva lo integran los subprocesos de comparacion, anélisis,
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abstraccion, sintesis y generalizaciéon. Los cuatro primeros
subprocesos permiten agrupar en una clase los rasgos esen-
ciales particulares. El subproceso de generalizacion consiste
en agrupar en otra clase a todos los objetos que cumplan los
rasgos esenciales. Obsérvese que esta clase incluye no sélo
a los objetos particulares analizados que cumplan los rasgos
esenciales; sino también a todo nuevo objeto que los cumpla.

Para Kondakov la generalizacién en la formacién con-
ceptual consta de dos subprocesos. El primero consiste en
la determinacién de una clase de atributos que cumplen los
objetos de cierta clase. El segundo es la ampliacion de la clase
de objetos que cumplen los atributos.

“Generalizacion es un desgaje mental de ciertos atributos

comunes pertenecientes a toda una clase de objetos y el

acto de formular una deduccién extensiva a cada objeto

suelto de la clase dada.” ([9], p. 457.)

Strogdvich considera que la generalizacion es el proceso
mental que va desde la determinacién de indicios particulares
de los objetos, hasta el encuentro de indicios que pertenecen
a grupos de objetos, sin aclarar las caracteristicas de estos
grupos.

“Generalizar es efectuar el transito mental desde los indi-

cios aislados y singulares de los objetos hasta los indicios

pertenecientes a grupos enteros de dichos objetos”, ([14],

p. 82.)

La generalizacion como sinonimo de concepto

En la literatura psicopedagdgica es frecuente encontrar
la utilizacién de la palabra generalizacion como equivalente
al proceso de formacién conceptual, y no como uno de sus
subprocesos. En esta direcciéon Davydov sefiala lo siguiente:

“En la literatura psicolégico-didactica y metodoldgica

es muy frecuente que los procesos de generalizacion se

caractericen como la via principal formativa de conceptos

... El término generalizacion se emplea a menudo como

sinénimo de concepto.’([5], p.14.)

Del planteamiento de Smirnov, que aparece a continua-
cién, podemos observar la coincidencia entre generalizacion
y formacién del concepto.

“Al generalizar, revelamos lo comin en los objetos y

fenémenos de la realidad individualizados”. “Destacan-

do lo comun, el hombre lo designa con la palabra, vin-
culdndolo en los objetos y fenémenos dotados de ese
indicio comiin. El término arbol estd relacionado con to-
dos los arboles, cualesquiera que sean las familias a que
pertenezcan, y las peculiaridades distintivas de cada una
de ellas, ya que todos ellos poseen ciertos rasgos comu-
nes. .. La palabra es una sefial de muchos objetos distintos

pero que tiene entre si algo comun.” ([13], p. 242-43).

Para Clauss la generalizacion es el proceso cuyo resultado
es el concepto.

“Generalizar es el método con ayuda del cual agrupamos

en clases los objetos sueltos, sobre la base de propieda-

des iguales inherentes a los mismos. Resultado de ese

agrupamiento es el concepto”. ([4], p. 59.)

La generalizacion de conceptos ya formados

Existen diferentes vias para generalizar conceptos ya for-
mados, segin Davydov:

“En el proceso ...de transito de una extensién menor a
otra mayor, se substrae del concepto especifico dado un
cierto nimero de rasgos y se forma el concepto genérico,
en virtud de lo cual resulta més pobre el contenido que el
especifico.” ([5], p. 51).

El proceso de ampliacién de la extension del concepto de
partida mediante la eliminacién de propiedades de su conteni-
do, hasta formar un concepto con una extensién mds amplia y
un contenido mas reducido recibe el nombre de operacién de
generalizacion por algunos autores como Chelpanov, ([3], p.
17), Asmus, ([1]), p.60), Gorski, ([8], p. 68).

La generalizacion en la matemdtica escolar y disciplinar

Dado un concepto ya formado (E,Cj) que se ha definido
a partir del concepto (E,C), en Mederos y Rolddn ([10], p. 28)
se define el concepto (Fi,D) de generalizacion de (E1,Cy)
subordinada a (E,C) mediante eliminacién de propiedades
del contenido C; y se proponen tereas didacticas para que los
estudiantes participen en el aprendizaje de este tipo de genera-
lizacién. En este trabajo se proponen dos conjuntos de tareas
didécticas necesarias, a juicio de los autores, para que los
estudiantes participen en el aprendizaje de los conceptos de
caracterizacidn y generalizacion conceptual, respectivamente.

En Mederos y Roldan ([11]) se define y aplica el concepto
de criterio de generalizacion de un concepto eliminando pro-
piedades de su contenido, y se obtienen 16 generalizaciones
del concepto de métrica.

El capitulo VI del libro escrito por Mederos, Roldan y
otros ([12]) se construyen veintitrés generalizaciones del con-
cepto de derivada puntual de una funcién f, subordinadas al
concepto de funcion real de una variable real; tomando como
criterio de generalizacién el debilitamiento sucesivo de las
exigencias sobre la existencia del 1imite de la funcién definida
por F.(h) = [(f(c+h) — f(c)]/h, h # 0, cuando h tiende a
cero, o de las caracteristicas topoldgicas de ¢ con respecto al
dominio de f.

En este trabajo nos ocupamos de estudiar las caracteristi-
cas de las generalizaciones de un funcional muy importante
en el Andlisis Matematico, la integral definida. Para ello defi-
nimos la integral definida sobre el R-espacio vectorial de las
funciones escalonadas y estudiamos sus propiedades funda-
mentales en la seccion 3. El resto de las secciones se dedican
a analizar tres vias de generalizacién que conducen a la inte-
gral de Cauchy-Riemann. La presentacion de los resultados se
organiza de manera tal que facilite el disefio de herramientas
para el aprendizaje significativo activo y mediado, y se cons-
truye dando solucién a un conjunto de tareas didacticas que
se presentan en la seccién 3.
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1. Definiciones y resultados auxiliares

Definicion 1. Se denomina operador lineal a toda aplicacién

lineal f de un espacio vectorial V| en un espacio vectorial V5.

Cuando V; es el R-espacio vectorial de los nimeros reales la
funcién f se denomina funcional.

El concepto de reticulo juega un papel importante para
el desarrollo y comprensiéon de las generalizaciones que se
realizan en este articulo.

Definicion 2. Sea R un conjunto no vacio, sobre el cual se
definen dos operaciones internas V y A por

V:RXR—R,(a,b)—»aVbyAN:RxR—R,(a,b)— alb.

Se dice que la terna (R, V, A) es un reticulo si se cumplen los
axiomas siguientes:

r1) Las operaciones V y A son conmutativas.
ry) Paratodo ade R se cumplequeaVa=ayalha=a.

r3) Para cualesquiera a y b de R se cumplen las leyes de
absorcién aV (aAb) =ayaA(aVb)=a.

En todo reticulo (R, V,A) se define una relacién de orden
parcial < pora < bsiy sélosiaVb=b.Lacoleccién F(A,R)
de todas las funciones reales definidas sobre un subconjunto
A de R es un reticulo con las operaciones V y A definidas por

(fVe)(x) =méax{f(x),g(x)} y (fAg)(x) = min{f(x),g(x)}.

A continuacién se presentan definiciones y relaciones entre
elementos de este tipo de reticulos.

rs) A toda funcioén f de .7 (A,R) se asocian las funciones
no negativas 1y f~ elementos de .Z (A,R) definidas
por las igualdades f™ = fVOy f~ = (—f) V0. Esas
funciones se conocen respectivamente como parte posi-
tiva y parte negativa de f.

rs) Las funciones f, |f|, fT y f~ estén relacionadas por

las igualdades f = f+ — f~, |f| = f* +f, asf como
f+= lfI+f = lfI=f
2 7

re¢) Se cumplen las relaciones [V g = —[(—f)A(—g)] y
fAg==[(=)V(=g)l
r7) Es cierta la relacién fV g = f# + \f%gl

_ fts _ |f+dl
fhg="7"—"5"

y la relaciéon

De estas propiedades y relaciones se deduce la proposicién
siguiente:

Proposicion 1. Un espacio vectorial de funciones es un reticulo
si y sélo si es cerrado con cualesquiera de las dos operaciones
binarias fV g, f A gy las tres operaciones unarias | f|, f1y

f.

Definicion 3. Una funcion real f definida sobre un intervalo
real finito / se llama débilmente regular si para cada x de su
dominio existen sus limites laterales.

La extensién R(I) del concepto de funcién débilmente
regular es un R-espacio vectorial con las operaciones de adi-
ci6én y multiplicacién por un escalar que hereda del conjuntoR.
Si se considera, ademads, la multiplicacién heredada de la
multiplicacién de R es un dlgebra conmutativa unitaria. Las
funciones débilmente regulares también reciben el nombre de
funciones regladas Viloria y Cardenas (Ver (15), p.49).

Sea F el subconjunto de / en cuyos elementos f tiene dis-
continuidad de salto finito. De la definicién 3 se deduce que f
solo puede tener discontinuidades de salto finito o evitables,
por lo que R(I) = [C(I\ F) N Ay (F)]UC(I), donde por C(I),
C(I\F)y As(F) se indican las extensiones de los conceptos
de funcidn real continua sobre I, continua sobre I\ F' y dis-
continua de salto finito o evitable sobre F', respectivamente.
En la figura 1 se muestran los mapas graficos y simbdlicos de
estas extensiones.

R(I) =CM U [CU\F)
C(D n[CUNF) n A (F)]

1.1. Mapa simbdlico

CUNF) N A (F) [>R(U)

cin

1.2. Mapa grifico
Figura 1. Mapas de extensiones

2. Sobre el aprendizaje significativo

Para que un estudiante integre el conocimiento nuevo que
se le presenta a los conocimientos que tiene en sus estructuras
mentales, debe establecer conexiones entre estos dos tipos de
conocimientos. Surge entonces la pregunta:

(Qué se requiere para que el estudiante establezca las
conexiones?
Para establecer las conexiones se requiere actividad mental

y para que se produzca la actividad mental en el estudiante,
debe:

= Hacer algo con el conocimiento nuevo, debe manipular-
lo y construir conocimiento.

= Establecer interaccién entre lo que ya conoce y las
interpretaciones de los otros, (profesores, compaiieros,
etc.).

Ante una situacion de aprendizaje nuevo, cada estudiante
relaciona alguna idea que surge de sus estructuras menta-
les con la situacién de aprendizaje del conocimiento nuevo.
Entonces el estudiante trata de establecer conexiones, compa-
rando sus teorias con sus observaciones basadas en el conoci-
miento nuevo. Si las observaciones del estudiante respecto a la
situacién de aprendizaje, no pueden ser explicadas por el pro-
pio estudiante, entonces sus modelos internos son rechazados,
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modificados, reemplazados, ampliados o s6lo temporalmente
aceptados. Cuando esto ocurre se dice que se ha producido
aprendizaje activo.

Al aceptar que se produce actividad mental en el estu-
diante cuando establece interacciones entre lo que ya conoce
y las interpretaciones de los otros, se estd aceptando que el
aprendizaje es un proceso socialmente mediado.

Si las interacciones entre lo que ya conoce el estudian-
te y las interpretaciones de otros se materializan mediante
observaciones de los otros, respecto a la situacién de aprendi-
zaje; y si estas observaciones no pueden ser explicadas por el
propio estudiante, entonces su modelos internos también son
rechazados, modificado, etc. El proceso de modificaciones
de los modelos mentales para llegar a una comprensién de la
situacién de aprendizaje y una nueva comprension de lo que
antes sabia, es lo que se llama aprendizaje significativo.

Para Ausubel lo més importante de todo este proceso es la
determinacion de lo que el estudiante conoce.

“Si tuviese que reducir toda la psicologia educativa a un

solo principio, enunciaria éste: el factor mds importante

que influye en el aprendizaje es lo que el alumno ya sabe.

Averigiiese esto, y enséiiese consecuentemente.” Ausubel

y otros (ver [2], p.1)

Para disefiar actividades de aprendizaje activo y mediado
significativos es necesario construir una organizacion signi-
ficativa del conocimiento que queremos que se aprenda. El
propdsito de este trabajo es presentar una construccion signifi-
cativa del conocimiento relativa a tres vias de generalizacién
a la integral de Cauchy-Riemann como funcional y como
resultado de manera tal que facilite;

» El disefio de herramientas de aprendizaje activo y me-
diado significativas para la adquisicién de conocimien-
tos relativos a tres vias de generalizacion que conducen
a la integral de Cauchy-Riemann.

= La construccién de una organizacion significativa de la
generalizacién de la integral de Cauchy-Riemann a la
integral de Lebesgue.

3. Tareas didacticas que facilitan la
generalizacion de funcionales

Comenzamos esta seccion definiendo el concepto de gene-
ralizacién de un funcional y posteriormente se plantean ocho
tareas diddcticas relativas a la generalizacién de un funcional.

Definicion 4. Dado un funcional g : V — R se llama gene-
ralizacion de g a todo funcional £ : Vi — R que cumpla las
propiedades:

p1:VCv
p2: Paratodo x € V se cumple que A(x) = g(x).

El proceso de construcciéon de & se denomina proceso
de generalizacién y la operacién que asocia h a g recibe el
nombre de generalizacién. En la matemética escolar se pueden

presentar distintos tipos de tareas didacticas relativas a la
generalizacion de funcionales, entre ellas las siguientes:

1. Utilizar estructuras de V para organizar sus elementos.

2. Establecer relaciones entre elementos de V; y coleccio-
nes de V.

3. Construir funcionales y operadores relacionados con g
cuya composicion sea un funcional 2 : V| — R , donde
vV CV.

4. Probar que h(x) = g(x) paratodox € V.
5. Determinar subclases infinitas de V.

6. Determinar caracterizaciones del concepto cuya exten-
siébnes V.

7. Construir otras generalizaciones de g.
8. Dadas dos generalizacionesh; y h; de g determinar;

8.1. Siuna es generalizacion de la otra.
8.2. Sih; =hy.

El resto de las secciones se ejemplifica como dar cumpli-
miento a las tareas anteriores.

4. Reticulos de las particiones de un
intervalo cerrado

Definicion 5. Se denomina particién de [a,b] a toda sucesion
finita y estrictamente creciente {x;}}_, de elementos de [a, b]
tal que xop = a y x,, = b; es decir, que

a=x0<x1<...<xi<Xip1<...<x,=>b.

Sean J = [a,b] y II(J) la extensién del concepto de particion
de [a,b]. A cada elemento g = {x,x1,...,x,} de II(J) se aso-
cia un ndmero positivo A(g), que denominamos norma de ¢
y que estd definido por la igualdad A(g) = 111<1f1<>(nAxi, donde

Ax,' =Xj —Xi—1-

Para p,q € TI(J) se definen las operaciones A y V por
pAg=pNqy pVg= pUgq. Resulta sencillo comprobar que
la terna (TI(J), V, A) es un reticulo. Si se considera el conjunto

b—a

M00) = {4 = {u)ieo €TI0+ A=, i= T

las operaciones V y A anteriormente definidas se expresan, a
partir del orden dado por la inclusién de conjuntos, mediante
las igualdades

min{g, €I11(J) : gk € gnyqm € qu},
méx{qn S HI(J) C gk :_) qnYqm :_> Qn}

G Ngm =
(’Ik\/('Im =

Para la norma de las particiones de este conjunto se cumple
que A(g,) = bf“. Nétese que, a causa de la simetria de los
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elementos de IT; (J), se tiene que g; C gy, si y s6lo si m es
multiplo de k. De ello se deduce que gy V g, es la menor de
las particiones g, € IT;(J) tal que n es multiplo de k y de m,
mientras que g A gn, €s la mayor de las particiones simétricas
qn € I1; (J) tal que k y m son miiltiplos de n; por lo tanto se
tiene que

qk NGm = Amem{k,my Y 4k Vgm = Gmed{k,m} -

Es obvio que también la terna (IT;(J),V,A) constituye un
reticulo. En la figura 2 se presenta un diagrama con las ocho
primeras particiones del reticulo (I1;(J),V,A) y sus relacio-
nes de inclusidén estricta, las cuales son representadas por
flechas. En este diagrama se observa que se cumple

44V 46 = Gmed{4,6} = 492y 92 Nq3 = Gmem{2,3} = 96-

EuII:

I ﬂ

qi

'

Figura 2. Las particiones g;, i = 1 : 8, y sus relaciones de
inclusién

Con esta seccioén se da cumplimiento parcial a la tarea
didéctica 1. Para la integraciéon de conocimientos juega un
papel esencial la relacion entre los reticulos de las particiones
y de las funciones escalonadas. En la seccién 5 dedicamos
especial atencion al reticulo de las funciones escalonadas y su
relacién con los reticulos de las particiones, y de esta forma
se completa el cumplimiento de la tarea 1.

5. Reticulos de funciones escalonadas

Definicion 6. Dado un subconjunto A de R se denomina fun-
cidén caracteristica o indicadora de A a la funcién real yu
definida sobre R por la igualdad

(x) = 1 x€eA
XX =10 xeR\A

Definicién 7. Se dice que una funcién real s : [a,b] — R es
escalonada si existe una particién {x;}?_, de [a,b] tal que s:

= Tiene una discontinuidad de salto finito o evitable en
cadavalorde x;,i=1:n.

= Toma en cada sub-intervalo (x;,x;+]) un valor constante
Si.

La extension del concepto de funcién escalonada real
sobre el intervalo J = [a, b], se denota en este trabajo por E(J).
Segun la definicién 7 a cada funcién escalonada s corresponde
una y sélo una particién {x;}} , que se llama en este trabajo

particion asociada a s y se denota por ¢;. Las funciones carac-
teristicas permiten representar a los elementos s de E(J) en la
forma

n
s(x) = Zs,-)a[(x), Ip = [xo,x1] e i = (xi—1,xi], i=1:n.
i=1

Sobre el conjunto E(J) se define de manera natural la adicién
(4+) y la multiplicacién (x) de funciones escalonadas; asi
como el producto (-) de un escalar real y una funcién esca-
lonada. Se prueba sin dificultad que (E(J),+) es un grupo
conmutativo, (E(J),+, X) es un dlgebra conmutativa unitaria
y (E(J),+,") es un espacio vectorial real.

Atencion especial merecen las operaciones binarias, maxi-
mo y minimo; ya que hacen de E(J) un reticulo. Sean s y ¢
dos elementos cualesquiera de E(J) y sean p; y p; las parti-
ciones asociadas a s y 7 respectivamente. Entonces su maximo
y su minimo definidos, de manera natural como funciones real
sobre [a, b], por

(s Vi) (x) = max{s(x),t(x)} y (s A1) (x) = min{s(x),#(x)},

son funciones escalonadas que tienen a p; U p; como particion
asociada. Resulta sencillo comprobar que (E(J),V,A) es un
reticulo. El conjunto E(J) se utiliza como el dominio del
operador g que se generaliza en este trabajo.

Pasamos a establecer una relacion entre los reticulos de las
ternas (I1(J),V,A) y (E(J),V,A) que permite integrarlos en
una sola estructura. Considerando que S(N,) es la extension
del concepto de sucesién real definidas sobre el conjunto
N,=0,1,...,n,setiene S: II(J) — E(J), que es un operador
multiforme definido para toda particion g € I1(J), g = {x; }}_,,,
por

S(q) = {isim (x)}

Este operador es compatible con las operaciones de los dos
reticulos ya que se comprueba facilmente que

{Si}?:()€s(Nn>

S(pUq) =
S(png) =

S(p)VS(q) = {sp V' 5q}(s.s,)e5(p)xS(q)
S(p)NS(q) = {sp NSq}(s,.5,)€5(p)xS(a)-

Proposicion 2. Una funcion real f definida sobre un intervalo
real cerrado J = [a, b], es reglada, si y sélo si es el limite de
una sucesién de funciones escalonadas {e, },cn) que converge
uniformemente a f sobre J.

El enunciado y la demostracion de una proposiciéon mas
general que la proposicién 2 puede verse en Dieudonné, (ver
[6], p.143-144).

6. Las funciones acotadas y su relacion
con reticulos de funciones escalonadas
de Darboux

En esta seccién se da cumplimiento a una tarea del tipo 2.
Para ello consideremos que B(J) es la extensién del concepto
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de funcién real acotada definida sobre [a, b]. Se consideran, pa-

ra cada f € B(J), las colecciones {S. ¢} geris) ¥ {Sq.1 Fgeni)
definidas por

Sq.r(x) = i;,) (m;pf(x)) x1;(x), )]
sas() = ¥ (0700 ) 0. @

donde g = {x;}!"_, Io = [x0,x1] y I; = (xi—1,x;], i =1 : n. Estas
funciones se denominan funciones escalonadas de Darboux y
satisfacen las propiedades siguientes:

1. Para todo ¢ de I1(J) se tiene que s, r < f < S, 1.

2. Siq1 y g2 son elementos cualesquiera de I1(J) tales que
q1 C ¢2; entonces

2.1 8q,.f < Sq.f
2.2, S4r.f < Sqr.f

3. Sig1y g son elementos cualesquiera de I1(J), entonces
Sqi.f S = Sqp.f

Se tienen los operadores
S:B(J)— S(J) y s:B(J) = s(J), 3)

donde
S(U) = {{Sq.r}gen) : FE€BU)}
s(J) = {{s%f}qu(J) . feBU)},

definidos por las aplicaciones

F S ={Sqrtyengy ¥ £ 50 = {50, } yen

respectivamente.

Las relaciones que se construyen a continuacion tienen un
objetivo didéactico, ya que facilitan la construccion por parte
de los profesores de herramientas para que los estudiantes
puedan formarse una estructura mental significativa, de las
particiones de IT; (J) y de las sumas inferiores y superiores de
E1(J) que corresponden a cada elemento f de B(J). A todo f
de B(J) estdn asociadas las colecciones

{S‘]ruf}qner[l(]) y {S‘Imf}qnenl(]) ’ qn = {xi}?=07

definidas por las expresiones (1) y (2).
Se tienen los operadores multiformes

S B(J) — El(.,) y st B(J) — E (])
definidos por las aplicaciones

S8 ) = {Sanst b germ oy ¥

f=s1(f)= {sqn’f}qnenl(‘]) ’

respectivamente. El conjunto s; (f) con las operaciones V y A
que hereda de E(J) y que satisfacen las igualdades

S%mf \/Sqnvf = S‘]mcd{m.n}vf y sqmvf /\sqnvf = sqmcm{mgl}'f

es un reticulo.

La restriccién sy ¢ del operador s : IT(J) — E(J) al reticulo
(ITy (J), v, A) definido por s1,£(gy) = s,,,f toma valores en el
reticulo (s1(f),V,A) y cumple las igualdades

Slvf(qm \ qn) = Sl,f(qmcd{m.,n}) = Sqmcd{m,n}!f = sqn’hf v s’[mf’
81 ,f(qm A Qn) =51 ,f(('Imcm{m,n}) = Sqm(:m{m,n} S = S‘bmf A S(h S

En la figura 3 se muestran los ocho primeros elementos
de IT; (J), sus relaciones de inclusién y sus imagenes s1 7(g;),
i =1:8 por el operador 51 , que se indican por s; para faci-
litar la construccién del diagrama correspondiente, con sus
relaciones de inclusién.

f
% g

| 2

Figura 3. Representacion de las g;, i = 1 : 8, sus relaciones
de inclusi6én y sus imagenes por sy, ¢

De manera andloga se tiene que el conjunto S;(f) es un
reticulo con las operaciones V y A que hereda de E(J) y que
satisfacen las igualdades

Sam NV Sant = Sameaimmyf Y Samf NSaunst = Stempmny f -

La restriccion Sy ¢ del operador S : TI(J) — E(J) al reticulo
(ITy (J), v, A) definido por Sy r(gn) = Sg, s toma valores en el
reticulo (S1(f),V,A) y satisface las igualdades

S1.£(@nV qm) = St (@meaimny) = Sapeapmnyf = Sanst V Sam.f>
SLf(‘]n Ngm) = Sl.f(chm{m,n}) = Sqmcm{m,n}ﬁf = Squ.t NSqu.f-
Por lo tanto, la terna (S;(f), V,A) es un reticulo con las ope-
raciones V' y A heredadas de E(J). En la figura 4 se muestran
los ocho primeros elementos de I (J) con sus relaciones de

inclusién y sus imdgenes por el operador Sy y, que se indican
por S;, con sus relaciones de inclusion.

7. La integral definida de las funciones
escalonadas

En esta seccidn se define el funcional que va a ser objeto
de generalizacién y se enuncian algunas de sus propiedades.

Definicion 8. Dada una funcién escalonada cualquiera s de
E(J) con representacion

n
s(x) = Zsill,-(x)a Iy = [xo,x1], I = (xi—1,xi], i=1:n
i=1
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Figura 4. Representacion de las g;, i = 1 : 8, sus relaciones
de inclusion y sus imdgenes por Sy, ¢

y particién asociada py = {x;}_, se llama integral definida
de s desde a hasta b, y se denota por | f s(x)dx, al nimero
Y si(xi —xi—1). Por lo tanto,

/abs(x)dx: isi(xi —Xi_1)-

i=1

La funcién de E(J) en R, que a cada s de E(J) le asocia
su integral definida desde a hasta b se denomina funcional
. b .

integral desde a hasta b y se denota por [;. En consecuencia

/ab:(E(J)—>R, s»—>/abs(x)dx.

El intervalo [a,b] se denomina intervalo de integracién.
De la unicidad de las sucesiones {x;}7_,y {s;}"_, se tiene que
este funcional estd bien definido. A continuacion se enuncian
siete propiedades del funcional |, ab .

Propiedad 1. |, f es una transformacion lineal del R-espacio
vectorial (E(J),+,) en el espacio vectorial (R,+,).

Propiedad 2. fab es estrictamente creciente de (E(J), <)
en (R, <).

Sea A el conjunto

{a,- eR: g = /absi(x)dx, si(x) = s1,7(qi), qi € T (J)} .

Este conjunto con las operaciones internas V, A definidas por
am N an = Aped{mp} Y Gm N\ an = Qpemim,n) €8 un reticulo.

Propiedad 3. |, ab es un operador de (E(J),V,A) sobre
(A,V,A) que respeta las operaciones V y A.

Los nimeros a;, i € N, corresponden a las dreas de la
regiones limitadas por [a,b], las rectas x =ay x = b y la re-
presentacion grafica de los s;. En la figura 5 se presentan los
ocho primeros elementos de E (J) con sus relaciones de de-
sigualdad y sus imagenes a; con sus relaciones de desigualdad
por el operador | ab.

Sea

b
B= {Ai :/ Si(x)dx: Si(x) = S1,¢(4:), gi € HI(J))}
a
con las operaciones internas V, A definidas por
An VA, = Amcd{m,n} y AnNAp = Amcm{m,n}

que hacen de (B,V,A) un reticulo.

oy
i

@ as &

/]
N

i

. & S Sk b
-1 v
"fﬁ/ J r
8
5

Figura 5. Representacion de las s;, i = 1 : 8, sus relaciones de
inclusi6n y sus imdgenes por [ f

Propiedad 4. jab es un operador de (E;(J),V,A) sobre
(B,V, ) que respeta las operaciones V' y A.

Los niimeros A;, i € N, corresponden a las 4reas de la
regiones limitadas por [a,b], las rectasx =ay x=b y lare-
presentacion grafica de S;. En la figura 6 se presentan los ocho
primeros elementos de Ej(J) con sus relaciones de inclusién
y sus imagenes A; con sus relaciones de desigualdad por el
operador [”.

s

S
0% ! ¥
L\
§ * & /

Figura 6. Representacion de las S;, i = 1 : 8, sus relaciones
de inclusién y sus imédgenes por jf

Propiedad 5. fab es invariante por traslaciones, lo que
significa que para todo nimero real ¢ se cumple la igualdad
2 s(x)dx = fabjccs(x —c)dx.

Propiedad 6. Si el intervalo de integracion [a,b] se mul-
tiplica por un factor u (se contrae cuando i < 1y se dilata
cuando p > 1), entonces el valor de la integral se reduce

(aumenta) mediante el factor U, es decir,

/:s (Z) dy = ,u/a.bs(x)dx.

Propiedad 7. |, : es aditivo con respecto al intervalo de
integracion; es decir, si se presenta la relacion a < ¢ < b,
entonces ffs(x)dx = [ s(x)dx+ fcbs(x)dx.

Para toda funcién f de B(J) los elementos de las coleccio-

b b

S,/ (x)d } { d }
nes {7 Sps@dxf oy {[sas(dep
nan integrales definidas de sumas inferiores y superiores de

Darboux asociadas a f, respectivamente.
Asi resultan los operadores

) se denomi-

[:S(J)—72(J) e

I() = {{/absq,f} :feB(J)} e
= {{ [ surfirenn}.

i:S(J) —i(J),

donde
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definidos por

Surk = [(sur} s fsurk = { (s}

Se demuestran sin dificultad los dos corolarios de la pro-
posicion 2 que se enuncian a continuacion.

Corolario 1. La sucesién { 1) f en (x)dx} & de Cauchy.
ne

Corolario 2. Si {ry }nen ¥ {Sn }nen son sucesiones de funcio-
nes escalonadas que convergen uniformemente a f, entonces
{rn — su}nen converge uniformemente a la funcién 0 y, por
tanto, convergen a un mismo valor las sucesiones

Uno) v (o

8. Generalizaciones de la integral
definida a una coleccion de funciones
acotadas

Cauchy defini6 el concepto de integral definida para los
elementos de C(J), J = [a,b]. Posteriormente extendid este
concepto a la coleccién C(J\ F) NAgs(F).

Segun Dieudonné [6], Cauchy defini6 la integral para las
funciones débilmente regulares o regladas a partir de conside-
rar a tales funciones como limite de sucesiones de funciones
escalonadas. Tal forma de definir la integral tiene la ventaja
desde el punto de vista didéactico de que el estudiante puede
visualizar mejor el proceso de reduccién del problema a casos
muy simples para luego retornar el caso general a través del
Iimite.

8.1 Laintegral definida utilizando integrales inferio-
resy superiores

En este epigrafe generalizamos el concepto de integral de-
finida a una sub-clase de la extension del concepto de funcién
acotada, utilizando sumas inferiores y superiores de Darboux,
con lo cual damos cumplimiento a una tarea del tipo 3.

La propiedad 3 de las funciones escalonadas de Darboux
que se enuncia en la seccioén 5, nos permite asegurar todo

elemento de la coleccién y { Ibs, f(x)dx} o) es una cota
qe

inferior de coleccion { Ibs, f(x)dx} y que todo ele-
q€TI(J)

mento de esta coleccion es una cota superior de la primera
coleccion.

Definicion 9. Se denomina integral definida inferior (superior)

de fy se denota por I(f)(I(f)) al extremo superior (infe-

rior) de { s, f(x)dx}qen(]) ({ s, f'(x)dx}qenu)). Por

lotanto, [(f) = sup [’s, r(x)dxel(f)=
q€ll(J)

Consecuentemente, se tienen los operadores

inf: 1(J) >Ry sup:i(J) = R, €]

inf (28, r(x)dx.
qelpw)fa .7 (x)dx

definidos por

b b
{/ Sq~f(x)dx} = 1(f) = inf Sq.r(x)dx
a - geTI(J)) qell(J)Ja "
b

b
{/ sq_,f(x)dx} — I(f)= sup Sq.f(x)dx
a q€ll(J) qell(J)/a

Componiendo los operadores (3)—(4) se obtiene el diagra-
ma de la figura 7 que sintetiza los procesos de formacion de
los funcionales integral superior e integral inferior para todo
elemento f de B(J).

Los funcionales (inf) o/ oSy (sup) oios se indican por

Iyl,opor | ab dx (/. ab dx) y se denominan funcional integral
definida superior e inferior, respectivamente.
Para cada f de B(J,R) el nimero I(f) (I(f)) se denomina

integral superior (inferior) de f y se denota por | ; f(x)dx
( f; f(x)dx). Para todo f de B(J,R) se cumple que

I(f) = (sup)oios < (inf)oloS =I(f). 5)

Obsérvese que los operadores S, I, s e i son multiformes, y
como inf y sup son uniformes (inf) oo Sy (sup)oios son
funcionales.

Pasamos a definir los conceptos de funcién integrable y
de integral de Cauchy-Riemann utilizando las imagenes de
los funcionales integral inferior e integral superior.

Definicion 10. Se dice que un elemento f de B(J) es integrable
Cauchy-Riemann sobre J si y s6lo si se cumple que

1(f) =1(f). (6)

La extensién del concepto de funcidn integrable Cauchy-Rie-
mann sobre J se indica por /(J). La funcién de Dirichlet,
definida por f(x) =1six€Qy f(x) =0six € R\ Q, es ob-
viamente una funcién acotada; pero no es integrable Cauchy-
Riemann. Consecuentemente, se cumple que 1(J) C B(J).

Definicion 11. Si f € I(J), se denomina integral de Cauchy-
Riemann de f desde a hasta b a uno cualquiera de los nimeros

1(f) yI(f) y se indica por [ f(x)dx.

De la definicién 11 se tiene el funcional jab I(J) =R
definido por f — fab f(x)dx. Este funcional se denomina tam-
bién integral de Cauchy-Riemann; por lo tanto; la integral
de Cauchy-Riemann tiene el doble cardcter de funcional e
imagen del funcional. De esta forma se da cumplimiento a
una tarea del tipo 3.

Pasamos a dar cumplimiento a una tarea del tipo 4.

Proposicion 3. Las funciones escalonadas s € E(J) cumplen
la igualdad (6) y su integral definida satisface la cadena de
igualdades

b —
/a s(x)dx =1I(s) =I(s).

Demostracion. Sea s una funcion escalonada definida sobre J
con representacion

n
s(x) =Y sixp(x), Io=[xo,x1] e Li=(x1,x],i=1:n
i=1
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Figura 7. Diagrama del proceso de formacién del concepto de la integral definida

y sea py = {x;}}_, la particién asociada a s. Se tiene que

/ahs(x)dxz zn:si(xi —Xi—1)-

i=1

Si g es una particién cualquiera de I1(J), formamos la nueva
particién p = qU py, la cual contiene a ¢ y a p,. Los subinter-
valos de esta nueva particién se pueden agrupar en bloques a
partir de los subintervalos de la particién p;, y en cada uno
de esos sub-intervalos de p el infimo (supremo) de la funcién
escalonada no serd menor (mayor) que el infimo (supremo) de
la funcién escalonada en el correspondiente sub-intervalo de
ps. Entonces en las sumas de Darboux s,,(s) y S, (s) se pueden
reagrupar los sumandos segun la particion p; y, factorizando
los correspondientes m; y M;, se obtiene que
Sp(s) = sp,(5) y Sp(s) =Sp(s).

De esta manera todas las sumas de Darboux de una funcién es-
calonada se reducen a las sumas de Darboux correspondientes
a la particion asociada a la funcidn, y por tanto, obviamente
se cumple que

I(s)= sup sp(s5) =sp,(s)yI(s)= Mnf S,(s)=
q€I1(J) q€ll(J)

Sp(8).
Pero como la funcién escalonada s es constante en cada sub-
intervalo de py, entonces coinciden m; y M; para todo valor
de i. De modo que s, (s) = Sy, (s) y por tanto se cumple la
igualdad (2). Q.e.d.

En consecuencia E(J) C I(J), lo que nos permite afirmar
la integral de Cauchy-Riemann es una generalizacion de la
integral definida de funciones escalonadas.

8.2 Definicidn de integral utilizando limite de suce-
siones de funciones escalonadas

Se presenta a continuacién otro procedimiento para gene-
ralizar el funcional integral definida de funciones escalonadas,
que conduce al mismo funcional construido en el epigrafe 8.1.

Sean S(N,E(J)) y S—=(N,E(J)), f € R(J), las extensio-
nes de los conceptos de sucesion de funciones escalonadas y
de sucesioén de funciones escalonada convergente uniforme-
mente a f, respectivamente. Por lo tanto,

S=p(N,E(J)) = {{en}nen € S(N.E(J))|en = f)}.
Considerando que

S=(NE(J) ={S(= IIN,E(J)): fE€RU)}

se tiene el operador multiforme,
S=:R(J) = S=(N,E(J)) (N
definido por f — S— = S—(N,E(J)).

Sea el operador

[ 5= nE@) 5, 00R) ®)

donde ijbf (N,R) es el conjunto de las sucesiones de inte-

grales {j en(x )dx}neN
S, (NE()) = {SﬂW(N R): fER(U )}, definido por la
relacmn S=p(N,E(J)) — S= s (N,R).

Otro operador necesario para definir la integral de Cauchy-
Riemann utilizando sucesiones de funciones escalonadas es

tales que {e,} € S=¢(N,E(J)) con

lim : Sj » (N,R) = S(N,R) ©)

n—oo
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. —
definido por Sjj ” (N,R) — {,}B}Q I en (x)dx}

Componiendo los operadores (7)—(9) se obtiene el operador

(10)

n—oo

<h’m o/ah osj> “R(J) — S(N,R)

definido por

b
f— {lim/ en(x)dx} ’
n—eo J, {en}eS—p(NE(T))

Para dar cumplimiento a tareas del tipo 5 y 6 puede verse
Viloria y Cérdenas ([15] y [16]), donde se demuestran los
resultados relativos a las funciones regladas siguientes:

Proposicion 3. Toda funcién de variacién acotada sobre [a, b]
es reglada sobre este intervalo.

Proposicién 4. Una funcién f : [a,b] — R es reglada si, y sélo
si, existe una sucesion {e, } de E(J) que converge uniforme-
mente a f sobre [a,b].

Proposicion 5. El conjunto de puntos de discontinuidad de
una funcién reglada f : [a,b] — R es numerable.

Proposicion 6. Toda aplicacién continua o monétona de un
intervalo real J en un espacio de Banach es reglada. (([6]), p.
144).

Basandonos en la proposicién 4 y teniendo en cuenta
que la imagen del operador (10) para cada f de R(J) es una
sucesion constante de numeros reales, se da la definicidn si-
guiente.

Definicion 12. La integral de Cauchy-Riemann desde a hasta b
de un elemento f de R(J) es uno cualquiera de los elementos

de la sucesién constante (h’m ofah on) (f); o sea, tomando
n—oo

un elemento cualquiera {e, },cn de S—¢(N,E(J)) se define la
integral de f mediante la igualdad

b b
/ f(x)dx=1lim | e,(x)dx.
a n—e Jq
Esta es otra forma de definir el operador integral definida
desde a hasta b.

8.3 Definicidn de integral utilizando otro tipo de su-
mas finitas
En este epigrafe se da cumplimiento a tareas del tipo
7 y 8 siguiendo procedimientos diferentes a los realizados
en los epigrafes 8.1 y 8.2; utilizando otra definicién usual
de la integral definida, que presentamos a continuacion para
funciones f de B(J).

Definicion 13. Una sucesion de particiones {q, e € I1(J),
J = [a,b] se denomina fundamental (ver ([7], p. 346) si las
sucesion de sus normas {4, },cn tiende a cero.

A cada particion {g, }nen € I1(J) estd asociada la colec-
cién &(q) de todas las sucesiones numéricas & = {&;}" ,
tales que x(i—1) < & < x, i =1:n. Toda suma del tipo

{en} €S s (N.E())

Y f(&)Ax; se denota por 6(f,q,&) y se conoce como suma
i=1

de Riemann de f respecto a la particién g y a la sucesion de
puntos & = {&;}" ;. Si denotamos por &(g) a la coleccién
de todas las sucesiones {&;}" | anteriormente descritas, se
observa que existen tantas sumas del tipo o(f,q,&) como
elementos tiene el conjunto  |J  &(q).
g€ja,b)

A continuacidn se define el concepto limite de la coleccién
o(f,q,&) utilizando el concepto de sucesién fundamental de
particiones de I1(J) y utilizando el lenguaje € — J.

Definicion 14. Se dice que el limite de las sumas o(f,q,&)
cuando A — 0 es el niimero /, si para todo nimero real po-
sitivo € existe un nimero real positivo 0 tales que cuando
A(q) < & setiene |o(f,q,§) —1| < €, independientemente de
la sucesion {&;} ;| de &(g) que se considere.

Definicion 15. Se dice que el limite de las sumas o (f,q,&)
cuando A — 0 es el nimero I, si para toda sucesién fundamen-
tal de particiones {gn }nen € II(J) toda sucesién de sumas
{o(f,q,&) }nen tiende al limite I independientemente de la
sucesion {&;}"_, de £(q) que se considere.

El limite 7 se indica por

1= lim o(f.q.8) = lim /(&)Ax.

Proposicion 7. Las definiciones 14 y 15 son equivalentes.

Demostracion. Probemos primeramente que si se satisface
la definicion 14, entonces se satisface la definicion 15. Si
{qn }nen es una sucesién fundamental de I1(J), entonces pa-
ra todo nimero real positivo € existe un nimero real posi-
tivo K tal que cuando n > K se tiene que 4, < 8 siendo
A = A({qn }nen). Por la definicién 15 es |6 (f,q,&) — 1] < €.
Queda asi probada la convergencia a I de {o(f,q,&) }ren-

Pasemos a probar por contraposicién que si f cumple las
condiciones de la definicién 15, también cumple las condicio-
nes de la definicién 14. Supongamos que se puede encontrar
un ndmero real positivo € para el que no exista un nimero
real positivo § tal que cuando A < J se tenga la acotacién
|o(f,q,&) —1] < €. En ese caso se puede afirmar que existen
una sucesion infinitesimal {8, },cn de nimeros reales posi-
tivos y una sucesion {g, tnen de II(J) con A, = A ({gn }nen)
tales que

A <8y ‘G(qu»é)fl‘ > E.

Pero esto contradice la definicion 15, pues se concluye que
{gn }nen es una sucesién fundamental de TI(J) y la sucesion
correspondiente {0 (f,q,&) ey no tiende a 1. Qed.
Las sumas de Riemann de una funcién acotada f de
B(J,R) se relacionan obviamente con las sumas de Darboux
de la misma funcién a través de la siguiente propiedad:
Para toda particién g de T1(J) y toda seleccién de puntos
intermedios & = {&;}"_, de &(g) se cumple que s(q, f) <
o(f.an,) < S(q. f).
Esta propiedad permite establecer la siguiente proposicion,
cuya demostracion se puede encontrar en casi cualquier texto
de Andlisis Matematico:
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Proposicién 8. Una funcién acotada f de B(J,R) es integrable
si y sélo si existe el limite / de las limite de las sumas de
Riemann o(f,q,&) si la norma de la particién A — 0. Tal
limite es precisamente el valor de la integral desde a hasta b
de f; es decir,

b
| = im o(£,0.8).

Proposicién 9. Una funcién real acotada f definida sobre [a, b]
cumple la igualdad (6) si y s6lo si satisface las condiciones de
la definicién 15.

La validez de esta proposicion se deduce directamente de
la equivalencia de las definiciones 14 y 15.

Resulta entonces evidente que esta nueva definicién de
la integral es también una generalizacion de la integral de
funciones escalonadas.

9. Conclusiones

Se define el concepto de generalizacién de un funcional
y se presentan ocho tareas diddcticas que facilitan el proceso
de generalizacion hasta obtener un nuevo funcional que lo
generaliza.

Se aplican las tareas didéacticas en el desarrollo de tres
procesos de generalizacion del funcional integral definida de
funciones escalonadas hasta obtener un mismo resultado el
funcional integral de Riemann sobre la coleccién de funciones
regladas. Estos tres procesos utilizan respectivamente integra-
les inferiores y superiores, el limite de funciones escalonadas
y un tipo de sumas finitas diferentes al que corresponde a las
funciones escalonadas.

Los procesos de generalizacidon se presentan mediante
una organizacion significativa del conocimiento utilizando
la composicién de operadores y funcionales, que puede ser
utilizada por los docentes para que los estudiantes participen
en su construccién y para la generalizacion del funcional
integral de Riemann.
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