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Cohomología de Hochschild del Álgebra de Matrices
Triangulares
Hochschild Cohomology of Triangular Matrix
Algebras
Beatriz de Rancell Montero Deus1*, José Fidel Hernández Advíncula 1

Resumen El objetivo de este trabajo es estudiar la cohomología de Hochschild del álgebra de matrices
triangulares. Se define la cohomología de Hochschild de una K−álgebra A de dimensión finita con coeficientes
en el A−bimódulo M para el caso en el que K es un cuerpo. Se demuestra la existencia de una sucesión exacta

larga para el caso de la extensión por un punto B =

(
A AM
0 K

)
que relaciona las cohomologías de Hochschild de

A y B y sus aplicaciones para álgebras de tipo representación dirigida. Se generaliza esta sucesión para el caso

B =

(
A AMB
0 R

)
.

Abstract The aim of this paper is to study the Hochschild cohomology of the triangular matrix algebra. We
define the Hochschild cohomology of a finite-dimensional K−algebra A with coefficients in the A−bimodule M,
where K denote a field. We demonstrate the existence of a long exact sequence for the one-point extension

B =

(
A AM
0 K

)
, which relate the Hochschild cohomologies of A and B and its applications to representation-

directed algebras. This long exact sequence is generalized to the case B =

(
A AMB
0 R

)
.
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Introducción
Las técnica homológicas tienen su origen en topología a

finales del siglo 19. No fue hasta la década de 1940 que se
manifiestan en el álgebra cuando Gerhard Hochschild introdu-
ce la (co)homología de álgebras (1945) y Samuel Eilenberg y
Mac Lane introducen la (co)homología de grupos (1947). Esta
herramienta se ha vuelto indispensable en álgebra abstracta,
topología algebraica, teoría de representaciones, entre otros
campos.

La cohomología de Hochschild, en particular, es una he-
rramienta homológica para álgebras asociativas sobre anillos.
Fue introducida por primera vez en 1945 por Gerhard Hochs-
child en su artículo On the cohomology groups of an asso-
ciative algebra para el caso de álgebras sobre un cuerpo y
posteriormente generalizado al caso de álgebras sobre un ani-
llo por Henri Cartan y Samuel Eilenberg en 1956 en su libro
Homological algebra. En su artículo, Hochschild define la
cohomología de Hochschild a partir de resoluciones proyecti-

vas del álgebra A y de grupos de cohomología con valores en
un A−bimódulo arbitrario. En este mismo trabajo Hochschild
da una interpretación del segundo grupo de cohomología en
términos de las extensiones del álgebra A.

La cohomología de Hochschild, al guardar una significati-
va información sobre anillos y álgebras, es usada para estudiar
sus estructuras y deformaciones, así como para identificar
elementos esenciales sobre sus representaciones. Nuestro in-
terés se centra en las álgebras A finito-dimensionales sobre un
cuerpo K, donde tenemos como resultado la invarianza bajo
equivalencias Morita.

El objetivo fundamental de esta investigación es el estudio
de la cohomología de Hochschild del álgebra de matrices trian-

gulares B =

(
A AMR
0 R

)
, donde A y R son dos K− álgebras

y AMR es un (A−R)− bimódulo. Específicamente, encontrar
una forma general de describir la cohomología de Hochschild
del álgebra B, a partir de las de A y R.
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1. Cohomología de Hochschild de un
álgebra

En esta sección desarrollaremos las nociones básicas acer-
ca de la cohomología de Hochschild de una K−álgebra A
donde K es un cuerpo y con coeficientes en un bimódulo M.
En general, la cohomología de Hochschild se puede definir en
el caso en que K sea un anillo conmutativo y unitario.

Definición 1 Sean A y B dos K−álgebras. Un (A−B)− bi-
módulo es una terna AMB =(M,∗, ·) donde AM =(M,∗) es un
A−módulo izquierdo y MB = (M, ·) es un B−módulo derecho
y :

(a∗m) ·b = a∗ (m ·b) ∀ m ∈M, a ∈ A, b ∈ B

Para todo (A−B) bimódulo AMB y todo B−módulo XB, el K−
espacio vectorial HomB(AMB,XB) de todos los B− módulos
homomorfismos de MB a XB es un A− módulo derecho con
respecto a la multiplicación por A− escalares:

( f ,a) f ·a dada por ( f a)(m) = f (am)

Si M y X son de K− dimensión finita, entonces HomB(AMB,XB)
también lo es.

Definición 2 Llamamos álgebra envolvente de A al K−espacio
vectorial Ae = A⊗Aop, donde Aop denota el álgebra opuesta
de A, con la multiplicación definida como sigue:

(a1⊗b1) · (a2⊗b2) = a1a2⊗b2b1

Con esta definición todo A−bimódulo M puede conside-
rarse como un Ae−módulo izquierdo, donde la acción está
dada por

(a⊗b) ·m = amb, ∀a,b ∈ A and m ∈M.

Cabe aclarar, que de forma análoga, la categoría de A−
bimódulos también es naturalmente isomorfa a la categoría de
Ae− módulos derechos, definiendo la acción como m · (a⊗
b) = bma.

Notemos que A es ella misma un Ae−módulo. En general
A⊗n = A⊗·· ·⊗A (n factores) es un Ae− módulo definiendo

(a⊗b)·(c1⊗c2⊗·· ·⊗cn−1⊗cn)= ac1⊗c2⊗·· ·⊗cn−1⊗cnb.

1.1 Complejo de Hochschild
Consideremos la sucesión de A− bimódulos

· · ·
d3 // A⊗4 d2 // A⊗3 d1 // A⊗A π // A // 0

(1)
donde π es la multiplicación en A y para n> 1 definimos

dn(a0⊗a1⊗·· ·⊗an+1)=
n

∑
i=0

(−1)ia0⊗·· ·⊗aiai+1⊗·· ·⊗an+1

(2)

Se puede chequear que (1) define un complejo de cadena, es
decir, dn−1dn = 0. Además existe una homotopía contractante
dada por:

sn(a0⊗·· ·⊗an+1) = 1⊗a0⊗·· ·⊗an+1 (3)

con lo cual la sucesión anterior es exacta.
Producto de los isomorfismos de Ae− bimódulos:

A⊗(n+2) ∼= Ae⊗A⊗n ∼=
⊕
i∈I

Ae(1⊗1⊗ai), (4)

donde {ai}i∈I es una base de A⊗n como K−espacio vectorial
y el primer isomorfismo está dado por

a0⊗a1⊗·· ·⊗an⊗an+1 7→ (a0⊗an+1)⊗ (a1⊗·· ·⊗an)

el complejo anterior es una resolución libre de A como Ae−
módulo, llamada resolución de Hochschild de A.

Si aplicamos el funtor HomAe( ,M) al complejo (1), don-
de M es un A - bimódulo, obtenemos el complejo de K−
módulos:

0 // HomAe(A,M)
b∗0 // HomAe(A⊗2,M)

b∗1 //

HomAe(A⊗3,M)
b∗2 // · · ·

(5)
con diferenciales definidos por b∗n( f ) = f dn para toda

aplicación f ∈HomAe(A⊗(n+1),M). Podemos usar para n> 0
el isomorfismo de K−módulos

HomAe(A⊗(n+2),M)∼= HomK(A⊗n,M) (6)

dado por

n = 0 : g 7→ (1 7→ g(1⊗1))
n> 1 : g 7→ (a1⊗·· ·⊗an 7→ g(1⊗a1⊗·· ·⊗an⊗1))

Luego podemos reescribir el complejo (5) como

C∗(A,M) : 0 // M
d∗1 // HomK(A,M)

d∗2 //

HomK(A⊗A,M)
d∗3 // · · ·

(7)
Identificando las funciones que se corresponden por el

isomorfismo (6) podemos reescribir

d∗n( f )(a1⊗·· ·⊗an) =a1 f (a2⊗·· ·an))+

+
n−1

∑
i=1

(−1)i f (a1⊗·· ·⊗aiai+1⊗·· ·⊗an)

+(−1)n f (a1⊗·· ·⊗an−1)an

(8)

para toda aplicación f ∈ HomK(A⊗(n−1),M), donde un pro-
ducto tensorial vacío se identifica con 1 ∈ K.
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Definición 3 Llamamos complejo de cocadenas de Hochs-
child al complejo (7) con diferenciales d∗n dados por (8) para
n> 1 y d∗0 es la aplicación nula.

Definición 4 La Cohomología de Hochschild HH∗(A,M) de
A con coeficientes en M, es la cohomología del complejo
C∗(A,M) (7):

HHn(A,M) = Hn(HomK(A⊗∗,M))

esto es, HHn(A,M) =
Kerd∗n+1

Imgd∗n
con n> 0.

Los elementos en Kerd∗n+1 se llaman n−cociclos de Hochs-
child y los de Imgd∗n se llaman n−colímites de Hochschild.
En lo adelante consideremos HH∗(A,M) =

⊕
n>0

HHn(A,M)

como K− módulo Z+−graduado.

Particularmente si M = A, es usual abreviar la notación pa-
ra la cohomología de Hochschild como HH∗(A)=HH∗(A,A).

Para el caso en cuestión donde K es un cuerpo, se tiene
que (1) es una resolución proyectiva de A como Ae− módulo,
luego podemos definir la cohomología de Hochschild de A
con coeficientes en M como

HHn(A,M)∼= Extn
Ae(A,M), ([18], corolario 9.1.5 p. 303)

lo que trae como ventaja que podamos escoger cualquier
resolución proyectiva de A como Ae -módulo para calcular la
cohomología de Hochschild.

Otras propiedades a tener en cuenta son:

i) Si A y B son K−álgebras, M un A−bimódulo y N un
B−bimódulo, entonces para cada i> 0 se tiene

HH i(A×B,M×N) = HH i(A,M)⊕HH i(B,N).

([18], teorema 9.1.8 p. 305)

ii) La cohomología de Hochschild es invariante bajo equi-
valencia Morita: dadas dos K− álgebras A y B tal que
ModA es equivalente a ModB, entonces
HH i(A)∼= HH i(B) para cada i> 0 ([18], teorema 9.5.6
p. 328). Luego basta considerar álgebras básicas.

2. El álgebra de matrices triangulares
Consideremos el anillo de matrices triangulares

B =

(
A AMR
0 R

)
, donde A y R son dos K− álgebras y AMR es

un (A−R)−bimódulo . Los elementos de B son las matrices(
a m
0 b

)
con b ∈ R, a ∈ A, m ∈ M y las operaciones están

dadas por las ordinarias entre matrices:

Adición:
(

a m
0 b

)
+

(
e v
0 f

)
=

(
a+ e m+ v

0 b+ f

)
Multiplicación:

(
a m
0 b

)(
e v
0 f

)
=

(
ae av+m f
0 b f

)

Identidad: 1 = eA + eR =

(
1 0
0 0

)
+

(
0 0
0 1

)
El anillo B puede ser dotado de una estructura de K− álgebra,
mediante la acción evidente del cuerpo K y nos referiremos a
ella como Álgebra Triangular.

Si X es un B− módulo, los idempotentes eA y eR nos
permiten obtener una descomposición del mismo en suma
de grupos abelianos de la forma X = XeA⊕XeR, donde XeA
es un A− módulo y XeR es un R− módulo. Denotemos por
X ′A = XeA y por X ′′R = XeR. Sea m ∈ AMB, tenemos que(

0 m
0 0

)
eR = eA

(
0 m
0 0

)
y

(
0 m
0 0

)
eA = eR

(
0 m
0 0

)
= 0.

Luego multiplicando X con un elemento de la forma m̃ =(
0 m
0 0

)
tenemos XeAm̃⊂ XeR. De aquí obtenemos una apli-

cación ϕ : X ′A×M −→ X ′′R dada por ψ(xeA,m) = xm̃eR la
cual es bilineal. Esta aplicación da lugar a un único homomor-
fismo de R− módulos ϕ : X ′⊗A MR −→ X ′′R.

El análisis anterior nos brinda una forma bastante simple
de describir los módulos sobre el álgebra triangular B. Para
precisar este punto de vista definamos la categoría rep(AMR)
de representaciones del bimódulo AMR, la cual demostraremos
es equivalente a ModB.

Los objetos de rep(AMB) son las ternas (X ′A,X ′′B,ϕ) don-
de

X ′A ∈ A,

X ′′R ∈ R,

ϕ : X ′⊗A MR−→X ′′R es un homomorfismo de R−módulos.

Un morfismo en rep(AMR) es un par de morfismos

( f ′, f ′′) : (X ′A,X ′′R,ϕ)−→ (Y ′A,Y ′′R,ψ)

donde

f ′ : X ′A −→ Y ′A es un A−homomorfismo
f ′′ : X ′′R −→ Y ′′R es un R−homomorfismo

tal que el siguiente diagrama conmuta:

X ′⊗A MRe, tϕs, l f ′⊗MX ′′Rs,r f ′′Y ′⊗A MRe,bψY ′′R

La composición de morfismos y la suma directa en rep(AMR)
están definidas componente a componente.

El siguiente teorema establece la equivalencia entre la ca-
tegoría de módulos sobre B y la categoría rep(AMR) de repre-
sentaciones del bimódulo AMR.
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Teorema 5 Sean A y R dos K−álgebras de dimensión finita
y AMR un (A−R) bimódulo de dimensión finita. Sea B la K−
álgebra de matrices triangulares de dimensión finita, entonces
se tienen las siguientes equivalencias de categorías:(

R 0
AMR A

)
' rep(AMR)'Mod

(
A AMR
0 R

)
.

La demostración de dicho resultado puede ser consultada
en [15].

A partir de este resultado, daremos una descripción de los
objetos proyectivos e inyectivos en rep(AMR).

Decimos que una sucesión en rep(AMR)

0−→ (X ′,X ′′,φ)
(α,β )−→ (Y ′,Y ′′,ψ)

(α ′,β ′)−→ (Z′,Z′′,ϕ)−→ 0

es exacta si las sucesiones 0 −→ X ′ α−→ Y ′ α ′−→ Z′ −→ 0 y

0−→ X ′′
β−→ Y ′′

β ′−→ Z′′ −→ 0 son exactas.

Un objeto en rep(AMR) es simple si no tiene subobjetos
propios no nulos. Decimos que (X ′,X ′′,φ) es un subobjeto de
(Y ′,Y ′′,ψ) si X ′ ⊂ Y ′, X ′′ ⊂ Y ′′ y φ = ψ|X ′⊗M .

Entonces tenemos lo siguiente:

Proposición 6 Sea B el álgebra triangular
(

A AMR
0 R

)
y

F : ModB −→ rep(AMR) la equivalencia de categorías que
define el teorema (5), entonces

a) X es proyectivo en ModB si y solo si F(X) es proyectivo
en rep(AMR).

b) X es inyectivo en ModB si y solo si F(X) es inyectivo
en rep(AMR).

c) 0→ X →Y → Z→ 0 es una sucesión exacta en ModB
si y solo si
0→F(X)→F(Y )→F(Z)→ 0 es una sucesión exacta
en rep(AMR).

d) X es simple en ModB si y solo si F(X) es simple en
rep(AMR).

Proposición 7

a) Los proyectivos inescindibles en rep(AMR) son los ob-
jetos isomorfos a los de la forma (M⊗R P,P,1M⊗RP)
donde P es un R−módulo proyectivo inescindible y los
de la forma (Q,0,0) con Q un A− módulo proyectivo
inescindible.

b) Los inyectivos inescindibles en rep(AMR) son de la for-
ma (0, I,0) con I un R− módulo inyectivo inescindible
y los objetos isomorfos a (J,A (M,J),φ) con J un A−
módulo inyectivo inescindible y
φ : M⊗R HomA(M,J)−→ J dado por φ(m⊗ f )= f (m).

Las demostraciones de las proposiciones 6 y 7 pueden ser
consultadas en [2].

3. Extensión por un punto

Definición 8 Sea A una K− álgebra de dimensión finita y
M ∈ModA. La extensión por un punto de A por el módulo M
es la K− álgebra

A[M] =

(
A M
0 K

)
La razón para esta terminología sigue de lo siguiente. Sea
Λ = K(Γ,ρ) una K− álgebra de camino del carcaj con rela-
ciones (Γ,ρ). Sea i una fuente en Γ y ēi el correspondiente
idempotente en Λ. Como no hay caminos no triviales que
terminen en i tenemos ēiΛēi ' K y ēiΛ(1− ēi) = 0. Si deno-
tamos por (Γ′,ρ ′) el carcaj con relaciones que se obtiene al
remover el vértice i y las relaciones que comienzan en i, en-
tonces (1− ēi)Λ(1− ēi)' K(Γ′,ρ ′). Así K(Γ,ρ) es obtenido
a partir de Λ′ = K(Γ′,ρ ′) añadiendo un vértice i, junto con
flechas y relaciones que comiencen en i. Entonces tenemos

Λ =

(
Λ′ (1− ēi)Λēi
0 K

)
, luego Λ es una extensión por un

punto de Λ′.

De la propia definición podemos concluir que una condi-
ción necesaria para que un álgebra B sea de la forma A[M]
para algún álgebra A y un A−módulo M es que exista un B−
módulo simple inyectivo. Esta propiedad también es suficien-
te: supongamos B tiene un módulo simple inyectivo S, sean
P(S) su cubierta proyectiva y e ∈ B un idempotente tal que

P(S) = Be, tomando A =
B
〈e〉

(donde 〈e〉 denota el ideal biláte-

ro en B generado por el idempotente e) y M = P(S), entonces
M es un A− módulo y B∼= A[M].

Dualmente podemos hablar de coextensión por un pun-

to cuando [M]A =

(
A 0
M K

)
. En este caso se considera i un

vértice pozo, es decir, no hay caminos no triviales que comien-
cen en i. Así K(Γ,ρ) es obtenido a partir de Λ′ = K(Γ′,ρ ′)
añadiendo un vértice i, junto con flechas y relaciones que
terminen en i.

4. Álgebras de representación dirigida
En esta sección expondremos algunos de las definiciones

y resultados del capítulo IX de [1] que nos permitirán com-
prender la próxima sección.

Sea A un álgebra. Un camino en A es una sucesión

M0
f1 // M1

f2 // M2 · · · Mt−1
ft // Mt
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de no isomorfismos no nulos f1, f2, · · · , ft entre A− mó-
dulos indescomponibles M0,M1, · · · ,Mt con t > 1. Decimos
que M0 es un antecesor de Mt o que Mt es un sucesor de M0.
Un camino en A es un ciclo si su fuente M0 es isomorfo con
su final Mt .

Definición 9 Decimos que un módulo indescomponible es
dirigido si no está contenido en un ciclo.

Definición 10 Llamamos soporte de un módulo M, y lo deno-
tamos por (M), al subcarcaj de QA generado por los vértices
i ∈ (QA)0 tal que (dimM)i 6= 0 o lo que es equivalente tal que
HomA(P(i),M) 6= 0.

Definición 11 Un módulo se dice sincero si Sop(M) = QA.
Sea e = ∑

j/∈((M))0

e j, donde e j denota el primitivo idempotente

correspondiente al vértice j ∈ (QA)0, entonces M es sincero

visto como módulo sobre el álgebra
A

AeA
, llamada álgebra

soporte de M.

Decimos que Sop(M) es un subcarcaj convexo de QA si to-
do camino en QA con vértices de partida y final en (Sop(M))0
está contenido completamente en Sop(M).

Proposición 12 Sea A =
KQA

I
y M un A−módulo indescom-

ponible dirigido, entonces Sop(M) es un subcarcaj convexo
de QA.

Proposición 13 Sea A un álgebra y M un A−módulo indes-
componible dirigido, entonces End(M)∼= K y Ext j

A(M,M) =
0 para todo j > 1.

Definición 14 Un álgebra es de tipo representación dirigida
si todo A− módulo indescomponible es dirigido.

Proposición 15 Toda álgebra de tipo representación dirigida
es de representación finita.

Definición 16 Sea A un álgebra con carcaj QA sin ciclos. Un
A− módulo proyectivo indescomponible P(a), con a ∈ (QA)0,
se dice que tiene radical separado si para cualesquiera dos
sumandos indescomponibles distintos de radP(a) los soportes
Sop(M) y Sop(N) están contenidos en componentes conexas
distintas el subcarcaj pleno QA(~a) de QA generado por los no
antecesores de a, es decir, con vértices j tal que no hay un
camino desde j hasta a. El álgebra A satisface la condición
de separación (S-condición) si cada A−módulo proyectivo
indescomponible tiene radical separado.

Como consecuencia directa de la definición, tenemos que
si un A− módulo proyectivo indescomponible P tiene radical
indescomponible, entonces tiene radical separado. Trivialmen-
te, todo simple proyectivo tiene radical separado.

5. Cohomología de Hochschild de la
extensión por un punto

Dedicaremos esta sección a analizar y demostrar los resul-
tados de la sección 5 de [13].

Continuando con las notaciones de la sección (3), conside-
remos B = A[M] y sea e ∈ B el primitivo idempotente tal que

M = radBe, A =
B
I

, donde I = 〈e〉= BeB es el ideal bilátero
generado por e.

Con las notaciones anteriores y siendo Ae y Be las respec-
tivas álgebras envolventes de A y B. Denotemos por P(e,e′)
al Be− módulo proyectivo indescomponible Be(e⊗ e′), se
cumple que:

(i) Be I ∼= P(e,e′)∼= HomK(S(e),P(e))

(ii) Ext j
Ae(A,A)∼= Ext j

Be(A,A)

(iii) Ext i+1
B (S(e),P(e))∼= Ext i

A(M,M) para i> 1

(iV) Ext1
B(S(e),P(e))∼=

HomA(M,M)

K

(V) HomB(S(e),P(e)) = 0

Demostración.

(ii) Sale directamente del hecho de que Ae es una sub-
categoría convexa de Be y por tanto, Ext i

Be(X ,Y ) ∼=
Ext i

Ae(X ,Y ) para X ,Y ∈ Ae.

Sea la sucesión exacta corta

0→M = radP(e)→ P(e)→ S(e)→ 0

Apliquemos HomB(M, ):

0→ HomB(M,M)→ HomB(M,P(e))→ HomB(M,S(e))

→ Ext1
B(M,M)→ Ext1

B(M,P(e))

→ Ext1
B(M,S(e))→ Ext2

B(M,M)→ ···

Como HomB(M,S(e)) = 0 y Ext i
B(M,S(e)) = 0 para

i > 1 por ser S(e) un B−módulo inyectivo, entonces
Ext i

B(M,M)∼= Ext i
B(M,P(e)) para i> 0.

Aplicando HomB( ,P(e)):

0→ HomB(S(e),P(e))→ HomB(P(e),P(e))→
HomB(M,P(e))→ Ext1

B(S(e),P(e))→ Ext1
B(P(e),P(e))

→ Ext1
B(M,P(e))→ Ext2

B(S(e),P(e))→ Ext2
B(P(e),P(e))→ ·· ·

Ext i
B(P(e),P(e)) = 0 para i> 1 por ser P(e) un B−mó-

dulo proyectivo, de donde Ext i+1
B (S(e),P(e))∼=Ext i

B(M,P(e))∼=
Ext i

B(M,M) para i> 1 y se obtiene (iii).
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Para (iv) y (v) tenemos

0→ HomB(S(e),P(e))
f1→ HomB(P(e),P(e))

f2→

HomB(M,P(e))
f3→ Ext1

B(S(e),P(e))→ 0

Primeramente observemos que HomB(P(e),P(e)) =
eBe∼=K ([6], lema 1.2.6 p. 7). Luego f2 es un monomor-
fismo y Ker f3 = Img f2 =K, de donde Ext1

B(S(e),P(e))∼=
HomB(M,P(e))

Ker f3
∼=

HomB(M,M)

K
y obtenemos (iv). Ade-

más f1 es un monomorfismo, por lo que
HomB(S(e),P(e))∼= Img f1 = f2 = 0 y obtenemos (v).

Teorema 17 Sea B = A[M], entonces existe una sucesión
exacta larga de K−espacios vectoriales que conecta a las
cohomologías de Hochschild de A y de B, dada por

0→ HH0(B)→ HH0(A)→ HomA(M,M)

K
→ HH1(B)→ HH1(A)→ Ext1

A(M,M)→ ···
→ Ext i

A(M,M)→ HH i+1(B)→ HH i+1(A)

→ Ext i+1
A (M,M)→ ···

(9)

Demostración. Consideremos la sucesión exacta corta de
Be− módulos

0−→ I −→ B−→ A =
B
I
−→ 0

Aplicando HomBe( ,A), obtenemos

0→ HomBe(A,A)→ HomBe(B,A)

→ HomBe(I,A)→ Ext1
Be(A,A)

→ Ext1
Be(B,A)→ Ext1

Be(I,A)

→ Ext2
Be(A,A)→ ·· ·

Por (5) (i) tenemos que I es proyectivo sobre Be por lo que
Ext i

Be(I,A)= 0 para i> 0 y por construcción HomBe(I,A)= 0.
Luego, Ext i

Be(B,A) ∼= Ext i
Be(A,A) ∼= Ext i

Ae(A,A) ∼= HH i(A)
para i > 0, donde el segundo isomorfismo está dado por (5)
(ii). Luego, aplicando HomBe(B, ) obtenemos

0→ HomBe(B, I)→ HH0(B)→ HH0(A)

→ Ext1
Be(B, I)→ HH1(B)→ HH1(A)

→ Ext2
Be(B, I)→ ···

Además Ext i
Be(B, I) = HH i(B, I) =

= HH i(B,HomK(S(e),P(e))) = Ext i
B(S(e),P(e)), donde la

segunda igualdad viene dada por el segundo isomorfismo de
(5) (i) y la tercera igualdad es consecuencia de ([5], corolario
4.4 p. 170). Además HomBe(B, I) = HomB(S(e),P(e)) = 0,

Ext1
Be(B, I)=Ext1

B(S(e),P(e))∼=
HomA(M,M)

K
y Ext i

Be(B, I)=

Ext i
B(S(e),P(e))∼= Ext i−1

A (M,M) para i> 2 por (5) (v), (iv) y
(iii) respectivamente. De donde se obtiene la sucesión deseada.

En lo siguiente consideremos B =
KQ
I

y teniendo en cuen-
ta las definiciones de la sección (4) enunciemos los siguientes
resultados.

Proposición 18 Si B es de representación dirigida, entonces
HH i(B) = 0 para i> 2.

Demostración. Como B es de representación dirigida, enton-
ces por la proposición (15) es de representación finita, luego
su carcaj de Auslander-Reiten Γ(ModB) no tiene ciclos y B
tiene un número finito de módulos indescomponibles salvo
isomorfismo. En particular, al tener un número finito de mó-
dulos proyectivos indescomponibles, existe un B− módulo
proyectivo indescomponible P(a) que no tiene otro proyectivo
indescomponible como sucesor, esto garantiza que a es una
fuente en QB. Sea A el álgebra (no necesariamente conexa)
cuyo carcaj es el subcarcaj pleno de QB generado por todos
los puntos excepto a, con las relaciones heredadas (I ∩QA).
Pongamos A = A1× ·· ·×Ar, donde las Ai son álgebras co-

nexas y radP(a) =
r⊕

i=1
Mi, con Mi ∈ModAi indescomponible

para 16 i6 r.
Procedamos por inducción sobre el número n = |(QB)0|

de B− módulos simples distintos. Para n = 1, QB es el carcaj
formado por solo un punto y B∼= K. En este caso se tiene que
HH i(K) = 0 para i> 1.

Para una cantidad n > 1 de B− módulos simples, por
el análisis anterior se tiene que existe un vértice fuente a ∈
(QB)0, por lo que B = A[M], donde A = A1×·· ·×Ar, cada

Ai es de representación dirigida y M = radP(a) =
r⊕

i=1
Mi, con

Mi ∈ModAi indescomponible. Por construcción la cantidad
de A− módulos simples es n− 1. La proposición (13) nos
dice que j

Ai
(Mi,Mi) = 0 para todo j > 1 e 1 6 i 6 r, luego

Ext j
A(M,M) = 0 para todo j > 1. Además, por hipótesis de

inducción tenemos HH j(Ai) = 0 para j > 2 e 16 i6 r, lue-
go HH j(A) = 0 para j > 2. Sustituyendo en la sucesión (9),
obtenemos HH i(B) = 0 para j > 2.

Proposición 19 Si B es tipo representación dirigida. Enton-
ces B satisface la S-condición si y solo si HH1(B) = 0.

Demostración. Como en la demostración anterior proceda-
mos por inducción sobre el número n = |(QB)0| de B− mó-
dulos simples distintos. Para n = 1, QB es el carcaj formado
por solo un punto y B ∼= K. En este caso, HH i(K) = 0 para
i > 1, luego se tiene lo planteado. Para n > 1 supongamos
B = A[M], donde A = A1×·· ·Ar donde Ai son de representa-

ción dirigida para 1 6 i 6 r y M =
r⊕

i=1
Mi, con Mi ∈ModAi

indescomponible.
Si B satisface la S-condición, también la satisfacen A =

A1×·· ·Ar para 16 i6 r. Por hipótesis de inducción tenemos
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HH1(Ai) = 0, de donde HH1(A) = 0. Como Mi es indescom-
ponible y Ai es de representación dirigida, entonces por (13)
EndAiMi = K, así EndAM = Kr. Tenemos que HH0(B) = K,

HH0(A) = Kr y dim
HomA(M,M)

K
= r−1, por tanto, al sus-

tituir en (9) y tener en cuenta la exactitud en cada punto se
obtiene HH1(B) = 0.

Recíprocamente, si HH1(B)= 0, B es dirigida y B=A[M],
entonces Ext1

A(M,M) = 0 como arriba. Como a es una fuente,
cada Ai satisface la S-condición y por inducción inferimos
que A satisface la S-condición. Falta por analizar qué suce-

de con radP(a) = M =
r⊕

i=1
Mi. Como HH1(B) = 0, entonces

dim
HomA(M,M)

K
= r− 1, luego dimEndMi = 1 y en par-

ticular Mi es indescomponible. De aquí que B satisface la
S-condición.

Proposición 20 Sea A es una K−álgebra conexa finito di-
mensional con HH0(A) = K y HH i(A) = 0 para i > 0. Sea
M ∈ModA y B = A[M] la correspondiente extensión por un

punto. Entonces HH0(B) = K, HH1(B) ∼=
HomA(M,M)

K
y

HH i(B)∼= Ext i−1
A (M,M) para i > 1.

Demostración. De las hipótesis HH i(A) = 0 para i > 0 y la
existencia de la sucesión (9) obtenemos directamente HH i(B)∼=
Ext i−1

A (M,M) para i > 1. Como la aplicación

0→ HH0(B)
f→ HH0(A) = K

es inyectiva, entonces HH0(B)∼= Img f = K (por ser K sim-
ple). Analicemos ahora la aplicación h:

HH nolimits0(A) = K
g→ HomA(M,M)

K
h→ HH1(B)→ 0.

Del análisis anterior y como la sucesión (9) es exacta po-
demos inferir que g ≡ 0, de donde Kerh = 0, y al ser so-
breyectiva constituye un isomorfismo, por tanto, HH1(B)∼=
HomA(M,M)

K
.

Ejemplo 21 Consideremos el álgebra B =
KQ

I
donde Q es

el carcaj

3
γ

��
1 α // 2

β

@@

δ ��

5

4
ε

@@

e I = 〈γβ −εδ ,βα〉. Podemos observar que S(1) = I(1), lue-

go B = A[M], donde A =
B
〈e1〉

y M = P(1).

A∼=
KQ′

I′
donde Q′:

3
γ

��
2

β

@@

δ ��

5 e I′ = 〈γβ − εδ 〉

4

ε

@@

0
0

��
P(S(1)) = P(1) = Be1 : K 1 // K

0
@@

1 ��

0

K
0

@@

0
0

��
BM = P(1) : 0 0 // K

0
@@

1 ��

0

K
0

@@

0
0

��∼= AM : K

0
??

1 ��

0

K
0

@@

Demos una lista de los A−módulos proyectivos indescom-
ponibles y sus radicales:

K
1

��
P(2) : K

1
??

1 ��

K

K
1

??

K
1

��
radP(2) : 0

0
@@

0 ��

K

K
1

??
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K
1

��
P(3) : 0

0
@@

0
��

K

0
0

@@

0
0

��
radP(3)(= S(5)) : 0

0
@@

0
��

K

0
0

@@

0
0

��
P(4) : 0

0
@@

0 ��

K

K
1

??

0
0

��
radP(4)(= S(5)) : 0

0
@@

0
��

K

0
0

@@

0
0

��
P(5) : 0

0
@@

0
��

K

0
0

@@
radP(5) = 0

Como todos los radicales de proyectivos son indescompo-
nibles o cero, entonces A satisface la S-condición. Veamos que
además es de representación dirigida y para ellos analicemos
su carcaj de Auslander-Reiten Γ(A):

P(3)

##

S(4)

  

S(5)

>>

  

P(3)⊕P(4)
S(5)

;;

//

##

P(2) // I(5)
S(5)

P(4)

;;

S(3)

>>

I(3)

��I(5)
S(5)

>>

  

S(2)

I(4)

??

Como no hay ciclos, entonces A es de representación
dirigida. Utilizando las proposiciones (18) y (19), tenemos
que HH i(A) = 0 para todo i> 1.

A es de representación dirigida y M ∈ModA indescom-
ponible, entonces HomA(M,M) = K y Ext i

A(M,M) = 0 pa-
ra i > 1. Sustituyendo toda esta información en la suce-
sión (9), obtenemos HH0(B)∼= HH0(A) y HH i(B) = 0 para
i> 1. Se puede comprobar que HH0(A) = Z(A) = K, luego
HH0(B) = K y queda completamente calculada la cohomolo-
gía de Hochschild del álgebra B.

6. Cohomología de Hochschild del
álgebra de matrices triangulares

Consideremos el álgebra triangular B =

(
A AMR
0 R

)
. Co-

mo objetivo fundamental, nos proponemos generalizar la su-
cesión obtenida en la sección (5) para relacionar las cohomo-
logías de Hochschild de las K− álgebras A y R con la de toda
el álgebra B.

Teorema 22 Sea B =

(
A AMR
0 R

)
. Entonces existe una suce-

sión exacta larga de K−espacios vectoriales que conecta a
las cohomologías de Hochschild de A, R y B dada por:

0→ HH0(B)→ HH0(A)⊕HH0(R)→
HomA⊗KRop(M,M)→ HH1(B)

→ HH1(A)⊕HH1(R)→ Ext1
A⊗KRop(M,M)

→ ·· · → HH i(B)→ HH i(A)⊕HH i(R)

→ Ext i
A⊗KRop(M,M)→ ···

(10)
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Demostración. Sea la sucesión exacta corta de Be− módulos

0→M→ B→ A⊕R→ 0

Aplicando HomBe(B, ) obtenemos

0→ HomBe(B,M)→ HH0(B)→ HomBe(B,A⊕R)

→ Ext1
Be(B,M)→ HH1(B)→ Ext1

Be(B,A⊕R)

→ ·· · → HH i(B)→ Ext i
Be(B,A⊕R)

→ Ext i+1
Be (B,M)→ ···

(11)

El resto pasa por tres puntos:

El resto pasa por tres puntos:

Be(B,M) = 0

Be(B,M)∼=B⊗KRop (R,M)∼=i
Be (R,M)∼=

i−1
Be (M,M)∼=i−1

A⊗KRop (M,M) para i> 1

i
Be(B,A⊕R)∼=i

Be (B,A)⊕i
Be (B,R)∼=i

Be (A,A)⊕i
Be (R,R)∼=i

Ae

(A,A)⊕i
Re (R,R)∼=i (A)⊕i (R)

de los cuales podemos encontrar demostración en [5], [7]
y [16].

Una consecuencia clara del teorema anterior, es que si
M = 0, entonces

HH∗(B)∼= HH∗(A)⊕HH∗(R)

Más aun, si M es un A⊗K Rop−módulo proyectivo, se tiene

HH i(B)∼= HH i(A)⊕HH i(R)

para todo i> 2.

Otro caso particular que queremos destacar por su mi-
nimalidad en diversas teorías es el de las álgebras T2(A) =(

A A
0 A

)
. En [4] se llega al siguiente resultado.

Proposición 23

HH∗
(

A A
0 A

)
∼= HH∗(A)
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