REVISTA CIENCIAS MATEMATICAS

Polinomios multiortogonales clasicos

en la recta real

MSc. Walter Carballosa Torres

(Universidad de las Ciencias Informdticas, Cuba)

/Dr. Luis R. Pineiro Diaz
(Universidad de La Habana, Cuba)

ResuMEN: un estudio de las propiedades algebraicas de los Polinomios Multiortogonales Clasicos
(PMOC) en la recta real es realizado a través del calculo computacional de los PMOC. La relacion con
la aproximacion simultanea (aproximantes de Hermite-Padé). Los PMOC son generados por diferen-
tes métodos, utilizando la definicién del problema de la aproximacion simultanea y considerando
otras propiedades algebraicas. Algunas propiedades algebraicas de los PMOC son conjeturadas asi
como otras propiedades extendidas de los Polinomios Ortogonales ordinarios son mostradas por la

simulaciéon computacional.

1. INTRODUCCION

n la actualidad se ha incrementado el in-

terés por el estudio de los polinomios mul-
tiortogonales, motivados por el desarrollo de la
aproximacion racional simultanea de funcio-
nes y el vinculo existente entre ambas teorias.
Constituyendo los polinomios ortogonales y los
aproximantes de Padé un area de investigacion
fundamental, por sus vinculos y aplicaciones
en diferentes ramas de la matematica como la
teoria de los numeros, el problema de momen-
tos, la prolongacion analitica, los problemas de
interpolacion, la teoria espectral de operadores
y otras.

Las ideas iniciales de la teoria de aproxima-
cion se encuentran en los trabajos de Chebyshev
y Markov. La construccion de los aproximan-
tes racionales simultaneos fue introducida por
Hermite en 1873 durante la demostracion de la
trascendencia del numero de Euler [1], por lo
que se le conoce con el nombre de aproximantes
de Hermite-Padé (H-P). Los polinomios ortogo-
nales ordinarios cumplen excelentes resultados
y propiedades algebraicas que permiten desa-
rrollar una amplia teoria.

Realizar un estudio de las propiedades alge-
braicas de los polinomios multiortogonales e in-

tentar extender los resultados de los polinomios
ortogonales ordinarios a los multiortogonales,
acompanado de su calculo computacional es la
intencion del presente trabajo. La instrumenta-
cion computacional de los resultados se hizo en
el software Mathematica. Este programa, junto
con los realizados en [2-5] resulta de utilidad
como apoyo para el trabajo investigativo y didac-
tico de los integrantes del Grupo de Teoria de
Aproximacion de la Facultad de Matematica y
Computacion de la Universidad de La Habana.

2. APROXIMANTES DE HERMITE-PADE

2.1. Aproximacion simultanea

Sea f = (f,, f,---» f) un conjunto de funciones
analiticas en una vecindad del infinito, que po-
see un desarrollo formal en serie de potencias
de la forma

C .
n,i

s con
Zn+1

fla=Y i=1,2,...,r (1)

n=0

c.€C

Una manera de extender el problema de la
aproximacion racional de una funcion.

ProeLEMA 2.1. Dado un conjunto de funciones
analiticas en una vecindad del infinito f, f,,..., f,
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y el multi-indice . Buscar un polinomio no nulo
Q, de grado no mayor que | n|, y polinomios
P P tales que para cada j (j=1,2,...7

(n,1)>"°7 (n,n?

1
Q.(2) fi(2 P, (2) =0 (=) (2)

Este problema siempre tiene solucion, se re-
duce a resolver un sistema de ecuaciones linea-
les homogéneo de | n| ecuaciones (por cada coefi-
ciente desde 1/zhasta 1/z%de los desarrollos de
los miembros izquierdos que se quieren anular)
y | n| +1 incognitas (los coeficientes de Q y en
cada ecuacion se obtienen los polinomios P

De esta manera se pueden definir los aproxi-
mantes de Hermite-Padé de tipo II.

DEerimniciON 2.1.1 (Aproximantes de Hermite-
Padé de tipo II) Sea (Q, Py P(mj) una solu-
cion del problema 2.1, se llaman aproximantes
de Hermite-Padé de tipo II de multi-indice en el
punto z = «© a un r-vector 7In=(7t( T, ﬂ) de fac-
ciones racionales de la forma

n1)’°

— P(n. i)(:) , 1 (3)

j‘[ —
(n, j) 9,

El problema relativo a la existencia de los
aproximantes de Hermite-Padé de tipo II (solu-
cion del problema 2.1) esta resuelto. Sin embar-
go en general las fracciones {n(n’ ) (2)}"._, no quedan
definidas de modo unico dados los multi-indices
y las r funciones analiticas en el infinito, por lo
que resulta util establecer condiciones suficien-
tes para la unicidad de la solucion.

DEeriNICION 2.1.2: El multi-indice (Q,, P(n’l),...,
P, ,)) se llama normal para el problema 2.1, si en
cualquier solucion del mismo Q, (z), el polinomio
tiene grado | n| .

Si n es un indice normal, entonces el proble-
ma de la unicidad de los aproximantes de Her-
mite-Padé esta resuelto. Otra manera de exten-
der el problema es la siguiente

ProBLEMA 2.2: Dado un conjunto de funciones
analiticas en una vecindad del f,, f,,..., f, infinito
y el multi-indice n, buscar un r-vector A s
A, ) de poplinomios A~ de grado no mayor que
n-1yun polinomio B, tales que:

! De forma analoga los aproximantes de Hermite-Padé se pueden
definir también para r funciones con desarrollo formal en series
de potencias de z en una vecindad del cero.
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r l
A (2)f.(2)- B.(2)=0 ‘ 4
/Zl L1 (2)f(2)- B,(2) (z") (4)

Este problema siempre tiene solucion, se
reduce a resolver un sistema de ecuaciones li-
neales homogéneo de|n|—1 ecuaciones (por
cada coeficiente desde 1/z hasta z/z!"l-! del
miembro izquierdo que se quieren anular) y
| n|incégnitas (los coeficientes de los A ). De
este sistema se determinan los polinomios ALY
se obtiene el polinomio B .

DEerinicION 2.1.3: (Aproximantes de Hermite-
Padé de tipo I) Sea (A(n’l),...,Am, B) una solu-
cion del problema 2.2, se llaman aproximantes
de Hermite-Padé de tipo I de multi-indice n en
el punto z = « a las combinaciones lineales (con
coeficientes polinomiales) de las r funciones del
problema planteado con la intencion de aproxi-

marlas por un polinomio, o sea

Y A7) fi7) = B2) . ©)

j1

DEeriNicION 2.1.4: El multi-indice n se llama
normal para el problema 2.2, si en cualquier so-
Iucion del mismo (A(n,l)""’A(n,r)’ B) el polinomio
A, [(2) tiene grado n,j — 1.

El problema relativo a la existencia de los
aproximantes de Hermite-Padé de tipo I, esta
resuelto. Pero se necesitan nuevas condiciones
para verificar la unicidad.

2.2, Ortogonalidad

Los polinomios multiortogonales de tipo I y tipo II
estan directamente relacionados con los aproxi-
mantes de Hermite-Padé de tipo I y tipo II, aso-
ciados a r funciones de Markov?. Resulta intere-
sante mostrar las condiciones de ortogonalidad
que satisfacen cada uno de los polinomios mul-
tiortogonales, no sin antes recordar que se traba-
jara con r medidas de Lebesgue u,..., u todas so-
bre el eje real con soporte respectivo en E ..., E?
o directamente con r funciones de peso w,,...,w
asociadas a las medidas antes mencionadas.

r

DEFiNICION 2.2.1: (Polinomio multiortogonal de
tipo I) El r-vector (A, ,,..., 4,) es el polinomio
multiortogonal de tipo I asociado a las funciones

2 Las funciones de Markov son casos particulares de las funciones
que satisfacen 1.

3 Los casos posibles de E, son subconjuntos cerrado del eje real y esta
formado por una cantidad infinita de puntos (sup p)C E,C R).
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de peso w,,...,w, para el multi-indice 71, si cada
uno de los A tlene grado menor que ny se sa-
tisface la cond1c1on de ortogonalidad

zf X', ()w;(x)dx=0 parak =0,1,..[n|-2
=R ’ (6)

DEFInICION 2.2.2: (Polinomio multiortogonal de
tipo II) P, es el polinomio multiortogonal de tipo
Il asociado a las funciones de peso w,,..., w _para
el multi-indice 7, si tiene grado | n|y satisface
las condiciones de ortogonalidad

fP(x)w (x)Xdx=0 parak=0,1,.,n,-1 conj=1,..r
(7)

De las condiciones de ortogonalidad (6) y (7)
y las definiciones (2.1.1) y (2.1.3) para las r fun-
ciones de Markov asociadas a las medidas de los
polinomios multiortogonales, se obtiene la equi-
valencia entre la determinacion de los polinomios
multiortogonales y de los aproximantes de Hermi-
te-Padé tanto de tipo I como de tipo II, ver [6-9].

Los polinomios multiortogonales de segundo
género de tipo I, vienen dados por

A z)- A
no-3 @) _(x)

Los polinomios multiortogonales de segundo
género de tipo II, vienen dados por

P, @=f S50

w;(x)dx. (8)

w,(x)dx para j=1,...,r
9)

2.3. ¢Como generarlos?

Una vez definida la ortogonalidad para los poli-
nomios multiortogonales se pueden construir los
polinomios asociados a medidas dadas, partiendo
de la existencia y convergencia de los momentos.

DEerFinicION 2.3.1: La expresion del momento
k-ésimo asociado a la medida u , se denota c, ,

[ auera,

Sea A (x),..., A, () el r-vector polinomio mutior-
togonal de tipo I e indice 7, que tiene la forma

(10)

n;-1

— i
/n l - a_/.i‘x :

i=0

4, (x)=a,,*a; xt..ta,
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donde los valores a;, (0<i <n,—1 con j=1,...,)
son las incognitas.

Entonces, de las condiciones de ortogonali-
dad (6) se tiene

n;-1 yponj-1

Ef Za, Xxckdu(x) = Eza,fE X dp (x)=0

E; i=0 j=1 =0 j

para k=0,..|n|-2; (11)
que se transforma en

r n/--l
Ezaj.,ckﬂ_j =0 para k=0,..,|n|-2. (12)

j=1 =0

Esto proporciona una manera de calcular los
polinomios multiortogonales de tipo I para indices
normales, salvo una constante multiplicativa.

Una vez determinado el r-vector A, (x),...,A (x),
se puede determinar B (x) a partir de (5) deter-
minado por la expresion

roni-l g

B”(z) = 222 a;c /z

j=L i=0 s=0

(13)
De modo similar, sea Q(x) el polinomio multior-

togonal de tipo II e indice n, que tiene la forma

7]

O(x)=b, +bx+...+b x" =Eb,x",

donde los valores b, (O<i <| 7| ) son las incégnitas.
De las condiciones de ortogonalidad (7) se tiene

||

k+i _
[ otoxtdu; ) = Eb (=0 1,
para k=0,.,n,-1;,i=1,.,m
que se transforma en
i
Eb_,ckﬂ,i =0 para k=0,.,n -1 i=1..,m (15)

Esto proporciona una manera de calcular los
polinomios multiortogonales de tipo II para indices
normales, salvo una constante multiplicativa que
se omite al trabajar con la familia de los monicos.
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Una vez determinado Q (x), se pueden obte-
ner los P (x) a partir de (2) determinados por la
expresion

[n| k-1
P @)= (S ,bs . )" dondegr(P,)<|n|.

k=1 j=0

La existencia de los polinomios multiortogo-
nales de ambos tipos esta demostrada. La unici-
dad de los mismos salvo constantes multiplica-
tivas solo puede ser garantizada por condiciones
adicionales sobre sus r funciones de pesos.

Algunas de estas condiciones se garantizan
para sistemas Angelesco y para sistemas Alge-
braicos de Chebyshev o AT-sistemas.

2.4. Formula de recurrencia

El trabajo con multi-indices de manera general
en el estudio de los polinomios multiortogonales
se hace bastante engorroso. Para la obtencion
de mejores y comodos resultados, se trabaja con
multi-indices regulares.

DEerINICION 2.4.1: Se dice que un multi-indi-
ce n=(n,...,n) es un indice regular si es tal que
para 1< i<j<rentonces O <n-n <1

Esta definicion nos permite asociar a todon €N
un unico multi-indice m tal que n=| m| .

DEeriNicION 2.4.2: El sistema de funciones
(f;s---»f) se dice débilmente perfecto si todos los
indices regulares son normales.

En lo sucesivo asumiremos que los indices
que se van a tratar son regulares y por tanto se
adopta la notacion subindice n (P) para deno-
tar al multi-indice m que satisface | m|=ny se
denotara por n, a la i-ésima componente de di-
cho multi-indice m. Ademas se supondra que se
trabaja en un sistema débilmente perfecto, con
polinomios multiortogonales de tipo II moénicos
en indices regulares.

Al expresar zQ (z) como combinacion lineal de
los n+2 primeros términos de una sucesion de
polinomios multiortogonales de tipo II ({0, (x)}),
se obtiene una relacion de recurrencia a r+2 tér-
minos.

+l,..., k+1 k,...k

P . k
4 Estos indices regulares tienen la forma ( Sveees 07 j‘_um]
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TeoreEMA 2.4.1: (Formula de recurrencia) Sea
{p,(x}* , la familia de polinomios multiortonor-
males de tipo Il monicos asociado a las medidas
de Lebesgue u ,..., u, de indices regulares en un
sistema débilmente perfecto. Entonces

xB,(0) =P () Ya, P, (), n*0,  (16)
=0

con la condicién inicial P(x) =1 y P, (x) =0 para
k=1, 2,...,r.

La demostracion de este teorema es bastante
sencilla y se puede ver en [3].

TEOREMA 2.4.2: Sea {(q(n,l)(x),...,qn’i ()}, la fa-
milia de r-vectores polinomios multiortonorma-
les de tipo I asociado a las medidas de Lebesgue
U,,..., u_de indices regulares en un sistema dé-
bilmente perfecto. Entonces

xq”.i(x) = qn- 1i (x) +zau+_/} quﬂ-/.i(x)’ n= 0 e l = 1""9":
=0 (17)

partiendo de la definicion de los coeficientes a, ;
en el teorema (2.4.1).

Una demostracion de este teorema se puede
ver en [10]. Para la demostracion el autor prue-
ba primero el siguiente lema.

Lema: Sea {+,+}: R(X)XR(X)—R una forma bili-
neal, se denota {x, x} =a,;,

aO 0 aO,l ce aO,n- 1

H =d o a Ain-1
=det .

an-l,O an-l,l U an-l,n-l

y se supone que H # O para todo n natural,
entonces existen las secuencias de polinomios

P, (9} 5 12,0} tal que grp) = grlg,) = n,
donde los p , son monicos y ademas

ip,.q, = 6n,m Vnm €N

Y ademas del lema, el autor se apoya en la
siguiente forma bilineal

(09,400} = N [ P4, (), ()
= (18)

con g(x) = »x"q, (x").
i=1
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Esta forma bilineal esta bien definida debido
a la existencia y unicidad de la descomposicion
planteada.

Por esta descomposicion de los polinomios se
puede abusar de la nomenclatura y llamar a los
polinomios

0,(x) = gxi"q,,,i(X")

polinomios multiortogonales de tipo I y para
diferenciar, se hara referencia a (q,,,...,q, ) por
la expresion “r-vector multiortogonal de tipo I”.

Con el resultado del teorema anterior se ob-
tiene que los Q_satisfacen una relacion de recu-
rrencia a r + 2 términos

¥0,(9=0,,(0+ Sa,., 0, (. =0 (19)

Luego de estos resultados de relaciones de re-
currencia entre las familias de polinomios mul-
tiortogonales de tipo I y tipo II, se pueden lle-
gar a obtener una mejor via para su generacion
computacional y asi no recurrir al tradicional
meétodo de obtencion consistente en resolver el
sistema de ecuaciones lineales que satisfacen
sus coeficientes, proceso poco eficiente en tiem-
po y ejecucion.

3. POLINOMIOS MULTIORTOGONALES
CLASICOS

La garantia de la normalidad de los indices re-
gulares esta dada para AT-sistemas y sistemas
Angelesco (ver [3]). Se introducen algunas fami-
lias de polinomios multiortogonales llamados
clasicos para los que se mostraran algunas pro-
piedades.

3.1. Algunos PMOC para AT-sistemas

Las familias planteadas en AT-sistemas seran cua-
tro, las cuales estan conectadas por el esquema

:

Laguerre [(L%")

— Jacobi-Pineiro P (a,—a)

Laguerre I(L_ ")

Laguerre I(H_)

Polinomios multiortogonales
de Jacobi-Pineiro

Los polinomios de Jacobi-Pifieiro estan asocia-
dos a un AT-sistema para los pesos de Jacobi
con diferentes singularidades en cero y en uno.
Estos fueron estudiados inicialmente por L. R.
Pifieiro en [11] cuando ¢, = 0. El caso general
aparece en [9]. Seana,>—1y «,,...,a reales tales
que a; —a; & Z cuando i # j. Los polinomios de
Jacobi-Pineiro P * -« satisfacen la condicion
de ortogonalidad

[ Peoere (yxts (1= x) x*dx, k=0,.m, - 1, i=12,
0 (20)

Usando la integracion por parte en las condi-
ciones de ortogonalidad (20), se obtiene la for-
mula de Rodriguez

D [0+ aq + g +1), P ()=
r e d".f

:(1_ x)'au [X J

1_[ dx"

j=1

x" ta; ](1 _

x)a0+n‘

Realizando calculos computacionales y tra-
bajo algebraico se obtienen las formas explicitas
de los coeficientes de los polinomios multiorto-
gonales de Jacobi-Pinieiro de tipo II, apoyados
en la formula de Rodriguez, y con ellos se tienen
las expresiones de los coeficientes en la relacion
de recurrencia que se puede ver en [0].

age = [36n* +(48%x, +28a, +20a, +38)n* +
+Qlag +8& +4a; +30a,a, 18 a, +15aa, +
2 3 2 2

+3% +1%, +19%a, +9)n” + (3| +10a ja+4a jo+
+6a,al 20, Hlla@ e, +5aia, +3aa; +
+12a§ +3a12 +3a22+13aoa1 +13aa, +8aa, +
+6t, +3a, +3a)ntag taa, taal Reala,
+2ala, tala, tala, tala, vaja, v ajal
taja @, taja o sa, t3a.0a, +2a,a +

3 -1 ¥
+aaytag rap,]x@ntaita,) kGn +a ta,)!

(Bn-ha, ta, Ty (Gnta; ta, 2,



78

a, " =n(2n+a,)2n+a,+a,)2n+ta, +a,) X
X[54n* +(63a, +450, + 450, 0’ +Q4al +8al +
+8a; +42a o, +42a a, + 44, - )n* +

+Qal +al +ai+12aia, +12a 5, + 3o 0+
+3q.a; + 3,0, +8ala, +8aa; - 3a,

“da, - da,)n+aje,tale, +6alaa, tala, +
+aa; H3aaia e aai-aa-an, - 2a,0,]X
x@Bn+a,+a, +1)"'x Bn+a,+a, +1)"' @Gnta,+t
+a,)'Bn+tea, +a,) Gnta, ta, - 1)'%
x(Bn+a,+a,-1)",

a0 =n(2nta,)(2n+a,+a,)2nta,+a,) X
X [54n* + (63, +45x, + 450, )n*+(4a; +8a ] +
+ 80522 +42a o, +420 o, + 440 @, - Q)n’ +(3a3+
+al +al H2a5a, +12a5a, +3aa) +3aa;, +
+3% .0, +8xa, +8a i - 3o, -4a, - da,)n+
raje raja,tealaa,ala,taa; Y3 aio,t
HBa aoi-ao—0,a,~20a,]XGn+atarl)
X(Bn+a,+a,+1)'BGnta,+a,)'Gn+a,+a,)’
@nta, +a,—1)'xGn+a,+a,—1)",

a2y =@n+a,+t1)2n+a,ta,+1)2n+a,+
+a, +1)X[54n° + (63, +450, +45,+135n* +
+(Q4al +8al +8ak +42a 0, +42a o, +4daa, +
+104a, +120)n° + 3] +a . +a; +12ala, +12aa
Bla .z, +8aia, +8xa: +36ak +5ak +1%2 +
+660t,a, + 87t ;+ 3%, +81ar, +45)n* +(a jaFaja+
ta.a) taala, +aaal +3al +2a] +120la+
Blaaan, +5aia, +1laal +18a; +20a o,+38
24a  +6a, +24a, +6)n+a o, +3ala .o, o,
i, +3aia, +6a o, +3a0n +3a0; +30 i+
Vo, +20,+20,]X@nta, +a,+3) 'Gnta, +
X@Gn+a, +a, +2)?@Bn+a, +a, +1)*Gn+a,ta,

X@Gn+a, +a,)’,
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agst e =n(2n+a,)(2n+a, - Y(2n+a, +a,)

2n+a,ta, - D2nta,ta,) X2nta,+ta,- 1)
(n+a ) n+a, -a,)@n+l+a, +a,)'x
X@Bn+a,+a,)*GBn+a, +a,) ' Gn- 1+a, +a,)?
@n- 1+a,+ta,)'x@Bn- 2+a, +a,)'(3n- 2+

+a0+a2)",

ag‘;;;‘l‘"z‘“l =n(2n+l+a,)2n+a,)2n+a, +a,)

2n+l+a,+a )2n+1+a,+a,)X(2n+a,
ta,)(nta)(nta, - a)x@Gn+2+ata,) (Bn+2
ta,ta,) ' Gntl+a, +a,)'x(Bn+1+a,+a,)?

@Gn+a,+a,)'Gnta, +a,)*(Gn- 1+a, +a,)’,

siendo q [« “ < los coeficientes que permiten
generar los polinomios multiortogonales de Ja-
cobi-Pineiro mediante sus formulas de recu-
rrencia respectivas.

Polinomios multiortogonales
de Laguerre

También para AT-sistemas se extienden hasta
los polinomios multiortogonales de Laguerre
pero de dos maneras distintas. Ambas mane-
ras estan soportadas en el [0, ») pero asocia-
das a diferentes funciones de peso. Las prime-
ras familias estan asociadas a las funciones
de peso {x “e’ _cona, >—1y a, —a; & Z. Las
segundas familias estan asociadas a las fun-
ciones de peso {x “e*}_con o, >—1y c >0,
¢, # ¢ parai# j.

Polinomios multiortogonales
de Laguerre I

Los primeros polinomios multiortogonales de
Laguerre fueron considerados por Sorokin en
[12, 13]. Los polinomios multiortogonales de La-
guerre I para r=2 (L “»*)) satisfacen la condicion
de ortogonalidad

OooL(':n.az)(x)x(ue_-Vx"\'dx, k :0,...,I’li = l, i= 1,2 (2 1)
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Partiendo de las condiciones de ortogonalidad
(21), se obtiene una férmula de Rodriguez

d”i
x"i ta; ] X

e

EDRDE )= [ e
]._[ dx"-’

j=1

Estas familias de polinomios, por su propia
relacion de ortogonalidad y la definicion de sus
funciones de peso, permiten que se puedan ob-
tener por el paso al limite a partir de los de Ja-
cobi-Pineiro. Para el caso particular r = 2 queda
de la siguiente manera

L(a,u,)(x)_ llma”P““ a,a.,)(ax ) (22)
0

an=>

Esta relacion por el paso al limite permite
calcular los coeficientes a ) a5 (“é'“’de las
relaciones de recurrencia (16) (17) y (19) para la
familia en cuestion

a5 = lm als oy, a =
ag—> ®
— 1 g,y @yay) _ @,y
_ahfla”‘ ag, a, llma ag.
0 ()

Los resultados de los calculos se muestran a
continuacion

aye’ =3nta, ], Ayl =3mta, +2,
ana, a 2
a,,,. =n@Bnta, ta,), a,yh =3n" +(@, ta,*t

+3)na 1
a5 =n(nta)(n+ta,—a,),

a .,y

A’y =n(nta,)(n+
+a7_a| ).

Estos resultados permitiran generar los poli-
nomios multiortogonales de Laguerre I median-
te sus formulas de recurrencia respectivas.

Polinomios multiortogonales
de Laguerre II

Los segundos polinomios multiortogonales de
Laguerre fueron estudiados en [9]. Los polino-
mios multiortogonales de Laguerre II para r = 2

(ﬁao,cl,c
n

?) satisfacen la condicion de ortogonalidad
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waL,‘,““""“'z)(x)x“"e_"""'xkdx, k=0,..,n—1,i=12
(23)

De modo similar a los de Laguerre I, se obtie-
ne una formula de Rodrigues

r Ilj

=1y [ [ LS (x) =x et ——e e,
1) ]_[ (x) = L[[ e

Por su propia relacion de ortogonalidad y la
definicién de sus funciones de peso, estas fa-
milias de polinomios permiten que se puedan
obtener por el paso al limite a partir de los de
Jacobi-Pineiro. Para el caso particular r= 2 que-
da de la siguiente manera

2 y 4 ! : x
L(I:I().z,,zg) (X) = lim- a nBl(ao.az].a(z) (1 - @ ) (24)

a-> o

Esta relacion permite calcular los coeficien-

tes a%’ @ 2afy % a’ % de las relaciones de

recurrencia (16) (17) y (19) para la familia

a(ao,c, ,¢)) — llm(l aao ,acy, ac,)a:

n,0 e

@ ,aC,acy 2

a,

(ag,cq,
n,l

©) =lima

a—> %

a

n,l

agac,ac 3

a%ree) = lim- g a

n,2 n,2

>0

Los resultados de los calculos se muestran a
continuacion

n(c, +3c,)+c, ta,c,

@p,01,¢) —

a2n,0 s
CiCy
ag,C1,¢, — n(3cl +C2)+2Cl +cZ +aocl
2n+1,0 1)
GG
ag,€1,¢)  — n(zn +a0)(c]2 + 022)
2n,1 2 2 >
G
geve = 2n* (c +c, )+n[c +3c +a0(c +c, )]+c +a c
2,1 cl c) :
apare _ N2nta,)2ntay,—1)(c,—¢))
2n,2 - c3c >
AT ”(2n+ao)(2n+ao+1)(cl_cz)
Aypita” =

CC-,

Estos resultados permitiran generar los poli-
nomios multiortogonales de Laguerre II median-
te sus formulas de recurrencia respectivas.
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Polinomios multiortogonales
de Hermite

Los denominados polinomios multiortogonales de
Hermite H° , estan soportados sobre todo el eje real
(—o0,+o) para cuando sus funciones de peso
asociadas vienen dadas por {Wi=e‘x2 *ox }’j=1 para
diferentes reales c;

Los polinomios multiortogonales de Hermite
para r= 2 (H* “) satisfacen la condicién de or-
togonalidad

JOH D (et dy, k=0,..,n,-1, i =1,2. (25)

De manera similar por su propia relacion de
ortogonalidad y la definicion de sus funciones
de peso, estas familias de polinomios permiten
que se puedan obtener por el paso al limite a
partir de los de Jacobi-Pifieiro. Para el caso par-
ticular r = 2 queda de la siguiente manera

x+\/5

HY ()= lim 2 P T (¢

).
(26)

Esta relacion por el paso al limite permite cal-

cular los coeficientes a(,fb’ <) afﬁ’ c) a}i‘;v <) de las

relaciones de recurrencia (16), (17) y (19) para la
familia de Hermite

a, atea a +eya 1

n,0 2) 'a’

ar? =lim 2(a

n,0 a5

a(cl.cz) — llm 4aa. a+eNa ,a+te, _(za,

n,l —— n,1

(cr,c0) a, atc Ja ,a+tc Ja 3
= (e )

an.2 hm 8an.2

ao-> 0

Los resultados de los calculos se muestran a
continuacion

ap,C,¢  — Cl aa()v"lv"z — c2 ;€€ — n
2n,0 2 > 2n+1,0 2 s n,l 2’
ag.eney — n(c, - ¢,) ag.ei,cy — n(c, - ¢)
2n,2 4 s 2nt+l,2 4 .

Estos resultados permitiran generar los poli-
nomios multiortogonales de Hermite de tipo I y
de tipo II mediante sus formulas de recurrencia
respectivas.
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3.2. Algunos PMOC para sistemas
Angelesco

De modo analogo a los planteados en AT-siste-
mas, las familias planteadas en sistemas Ange-
lesco seran tres, las cuales estarian conectadas
como se muestra a continuacion.

Sistemas-Angelesco

|fJacobi-Angelesco P& %1 (x; a)) —‘

Jacobi-Laguerre Laguerre-Hermite
(") (L ()

En general los polinomios multiortogonales para
sistemas Angelesco se estudian so6lo para r = 2,
hecho asumido en el presente trabajo.

Polinomios multiortogonales
de Jacobi-Angelesco

Los polinomios de Jacobi-Angelesco estan aso-
ciados a un sistema Angelesco que tienen como
funcion de peso una extendida del peso de Ja-
cobi, particularmente W, =| h(x) | con h(x) =
(x-a)* ¥ (1-x) paraa, B,y >—1y w,, w, soporta-
das respectivamente en [a, 0] (a < 0) y [0,1].

Estos polinomios multiortogonales P /" (x; q)
fueron estudiados a profundidad en [14, 15],
donde P /7 (x; a) satisface la condicion de orto-
gonalidad

[ Bt (5 a)(x—a)" | x| (1= x)" x*dx =0,

k=0,...,n—1,
(27)

[ PP (x5 a) (x—a) 2 (1= ) x*dx =0,
k=0,..,n,—1.

Usando las condiciones de ortogonalidad (27),
se obtiene una formula de Rodrigues

m

dxlll
=(-D"(@ +p +y +k+2m+1),(x —a)* x’

[(x _ a)a +mx/)’ +m (1 _ x)y +m ])/\.(ff)+lll,ﬂ +m,y +m) (x; a)] —

(1 =x)" Pl 3) (v ).
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Realizando un trabajo algebraico auxiliado de Sea
calculos computacionales se obtienen las formas
explicitas de los coeficientes de los polinomios @B _ f Ox(x—a)* " | x P (- x) " dx

multiortogonales de Jacobi-Angelesco de tipo II,
apoyados en la féormula de tipo Rodrigues, y con
ellos se tienen las expresiones de los coeficien-
tes en la relacion de recurrencia (16) (ver [6]). entonces los coeficientes tienen la forma

nn+y+ant+a))
(a +B +y +3n)a +B +y +3n+1)
Inta +f +y =+l
3n+a +f +y+1’
=0Gn*+(a +48+3y +n+@ +B +y +D(a +B +2)
+a[5n® +(a +4B +dy +Tn+@+B +y +DB +y +2)]))
X(@ +p +y+3n+1) '@+ +y +3n+3)"
_ @B 2n+a +f +y +1
" 3nta+p+y+1°
n@ +B +y +2n)
@+ +y+3n- D@+ +y +3n) (@ +B +y +3n-1)
X (@ +B +2n)y +n) - 2a(a +n)(y +n)+a’ (B +y +2n)@ +n)),
B _ a+p +y +2n+l
L @ +B +y +3n+3)a +B +y +3n+2)@ +B +y +3n+1) (@ +B +y +3n)
X (@ + B +2n+1)(y+n)a+p +y +3n+3)
— a[24n* + (29 + 418 +29y +48)n’
+(10y > +39af +26ay +29B8° +398y +10y *44a + 623 + 44y +30)n’
+a' +11a2 B +5a’y +19a8 % +24afy +5ay * +98° +198 %y +118y *+y°
+11a® +39a8 +28ay +28B7% +398y +11y? +19a +258 +19y +6)n
Ha +f +y)a +f +y +Da +f +y +2)(B +1)]
+a’n(a +n)(B +y +2n+1)(a + B +y +3n+3))
o +f +y+2n+l ok
(a +B +y +3n+3)a +B+y +3n+D) @+ +y +3n) "
x(12n° +(16a +168 +10y +18)n
He +p +y)(Ta +76 +2y) +16a +166 +10y In
Ha +B +y) (@ +B)+@+f +y)3a +38 +2y +2)
+a[12n® +(10a +168 +16y +18)n’
H +B +y)(2a +76 +Ty) +10a +160 +16y Jn
Ha +B +y)’ (B +y)+(@ +f +y)(2a +3f +3y +2)])
(@ +B+y +2n+1)°
T @+B +y+3n+1y

2n,0

+ X,(:a B57)

2n+l o

aZn.l =

( X @ ﬂy))

n

f”(x a+n |[J'+n (l_x)y+n dx :

8l

(28)
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—an(n+ )+ +y +2n)@ +p+y +2n—-Dnty ta(nta)]

a2n,2

@+B +y +3n-2)@ +f +y +3n- D@+ +y +3nf @+ +y +3n+1)

nla +B +y +2n)@ +B +y + 2n— X"

T @By v @ By +3n ) @+ By +3n) @ +B +y +3n- )
X[(n+7)@ +B+2n)- 2a(n+y)(n+a)- a*(na)B +y +2n)],

na+p +y+2n+l)a +p +y +2n)

Aypi12 =

@+ +y +3n+2)@ +f +y +3n+1 @ +f +y +3n)’ @+ +y +3n- 1)

X((n+y)a+p +2n)a+pf +2n+1) —a(n+a)(nty)2a +2 —y +3n+1)
—a’(n+a)(nt+y)-a +2B +2y +3n+)+a’(n+a)(B +y +2n)(B +y +2n+1))
na +f +y +2n+ D + +y +2n) X P

T @+By F3n+1) @Bty +3n) @ +B +y +3n- 1)
X[(n+y)a +B +2n) - 2a(nta)n+y)+a’(n+a)(B +y +2n)].

Polinomios multiortogonales
de Jacobi-Laguerre

Los polinomios de Jacobi-Laguerre estan aso-
ciados a un sistema Angelesco que tienen como
funcion de peso W, = | h(x) | con h(x) = (x-a)* ¥’ e*
donde w,, w, estan soportadas respectivamente
en [a, 0] (a < 0) y [0,+e].

Estos polinomios multiortogonales L “/ (x; a)
fueron considerados en [16], donde L/ (x; a)
satisface la condicién de ortogonalidad

[1ePmax—ayxP e xtde =0, k=0,..n,~1,

j(: L&P (x;a)(x—a)* xP e xFdx = 0,k=0,...n,— 1.
(29)

Analogamente, de las condiciones de ortogo-
nalidad (29), se obtiene una férmula de Rodri-

gues

m

y - [(x —a )a +m xﬁ +m e—.\'L(I: gln,ﬂ +m) (x, a )] =
X

=E0 (- a)tx’ e "LEE) i (xa).

Realizando un trabajo algebraico auxiliado
de calculos computacionales se obtienen las
formas explicitas de los coeficientes de los po-
linomios multiortogonales de Jacobi-Angelesco
de tipo II, apoyados en la féormula de Rodrigues.
Pero es mas conveniente emplear el paso al limi-

te que relaciona los polinomios multiortogonales
de Jacobi-Laguerre con los de Jacobi-Angelesco
y con ellos se tienen de modo mas factible las
expresiones de los coeficientes en la relacion de
recurrencia (16) que se puede ver en [6].

Relacion por el paso al limite

Ly P (xa) = limy "PPE (). (30)
y—=>®

Esta relacién a su vez induce un resultado
similar para los coeficientes {a“” 1?_ .

(U B (a,B.y) (4 (@.B) _ 1.

n 0 hrrgo)’an,o (}/)7 an,l - lmoloy an lﬂ 7)( )
‘y%

(a B) — @.By)

112 lln})y an 2 ( )

Las expresiones explicitas de los coeficientes
se muestran a continuacion. Sea

0 1+ B+ —x
[Px(x—a)" | x ™" e Vdx _

lim)/X,,(“’ By — : .
Lo(x_a)a-m Ix |[3+/1 e dx

y-=>®

entonces los coeficientes tienen la forma

a@F =p+ X
n,0

@pf) — @p)
ayhy =3nta+pB+2+a—-X"

al?) =n@ + B +2n),
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a“P =n@+B +2n+l)—a(n+f +1)+ @ +f +2n+2+a) X P —x@H”

2n+l,1

a®? =—agn(B+n)+na +p +2n)X*P

n-1

2n,2

b

all) =nl(a +p +2n)a +f +2n+1)+ta(n+a)l- nla +p +2n) XD,

2n+1,2

Polinomios multiortogonales
de Laguerre-Hermite

Los polinomios de Laguerre-Hermite estan aso-
ciados a un sistema Angelesco que tienen como
funcion de pesoW, = | h(x) | con h(x) = ¥ e “don-
de w,, w, estan soportadas respectivamente en
(_oo: O], [O’+°°)'

Estos polinomios multiortogonales H ¥ (x) fue-
ron considerados en [12], donde H ¥ (x) satisface
la condicion de ortogonalidad

0 2 .
f_ H? (x)|x|P e™ x*dx =0, k=0,.,n-1,

) : (32)
J(; HP (x)xfe™ x*dx =0, k=0,..,n,-1.

Para este caso también se cuenta con una re-
lacion por el paso al limite que relaciona los po-
linomios multiortogonales de Laguerre-Hermite
con los de Jacobi-Angelesco y con ellos se tie-
nen de modo mas factible las expresiones de los
coeficientes en la relacion de recurrencia (16)
como se puede ver en [6].

Relacion por el paso al limite

P00 = lim e PP (= (33)
a—> % a

Esta relacion a su vez induce una expresion
para los coeficientes {a}?_
n, i? =0

B) — 13 (a, B, @) P
a0 _(11_1;1;10 \/aau.O (a_ 1)’

B) _

n,l
) = 1¢ 3 , B, —
a) = lim(a)’ a4 (a =~1).

Las expresiones explicitas de los coeficientes
se muestran a continuacion. Sea

[ x|xff™ e dx
lima X" =L =X, (34
a->® n £i| X |/3+n e—.\" dx L

entonces los coeficientes tienen la forma

a limaa®%#? (a =-1),
a->

n, 1

@ p — y(h) @p —_yB)
a2n,0 Xn > a2n+1,0 Xn 2
@p _—_n @p _2n+ +1 (B)?
as, 5 Arpi11 = ) —X,,ﬂ .
@p _nyvB @p _ _hnyvB
aZH‘ 2 2 Xn—l > a2n+1,2 - 2 Xn .

4. IMPLEMENTACION COMPUTACIONAL

4.1. Software Mathematica

Mathematica es un software con propositos mate-
maticos que tiene las siguientes caracteristicas

e Constituye una poderosa calculadora sim-
bolica y numérica.
Posee grandes posibilidades graficas.

e Incorpora un lenguaje de programacion.

e Permite desarrollar tareas complejas e
ilustrar graficamente los resultados.

Se ha seleccionado el Mathematica para el de-
sarrollo de este trabajo, fundamentalmente por
sus posibilidades en cuanto a la programacion
y al trabajo simbolico que con €l se puede reali-
zar, permitiendo la solucion exacta de sistemas de
ecuaciones lineales, el calculo de determinantes,
integracion, uso de funciones recurrentes, etcétera.

Los resultados de este trabajo fueron imple-
mentados en formas de funciones y procedi-
mientos que posibilitan generar los polinomios
de las familias de los polinomios multiortogona-
les clasicos de tipo [ y tipo II y sus aproximantes
de Hermite-Padé, graficandolos e ilustrando al-
gunas de sus propiedades.

4.2. Ejemplos

Usando el software Mathematica se vera una se-
rie de ejemplos para mostrar algunas propieda-
des que cumplen los polinomios multiortogona-
les clasicos en el eje real. Ademas se ha podido
conjeturar el cumplimiento de otras propieda-
des algebraicas de los mismos, gracias al calculo
computacional de los polinomios de estas fami-
lias, asi como reiteradas corridas y graficacio-
nes de los mismos.

Todos los ejemplos a presentar en el presente
trabajo estan desarrollados para indices regu-
lares con r = 2 y varios valores de n que se es-
pecifican en cada caso. Utilizando la notaciéon
general de los polinomios multiortogonales em-
pleada:
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P : polinomio multiortogonal de tipo II e indice n.
Q,: polinomio multiortogonal de tipo I e indice n.

q,; componente i-ésima de vector Multiortogonal
de tipo I e indice (n, i).

H, :polinomio multiortogonal de segundo Género
de indice (n, i).

Las figuras asociadas a las familias de poli-
nomios multiortogonales particulares seguiran
el mismo proposito.

EgEmpLo 4.2.1: Ilustrar las propiedades de los

ceros de los polinomios multiortogonales que se
enumeran a continuacion:

a) Localizacion de los ceros.

b) Intercalacion de los ceros (Entre dos ceros del
polinomio de grado n+1 hay un cero del poli-
nomio de grado n)

Ejemplos de polinomios
multiortogonales de Laguerre I

Los ejemplos visualizados estan desarrollados
para la familia paramétrica con valores a =1y
a,=2.5.

Los ceros de los polinomios multiortogonales
de tipo II se encuentran en el eje real y son todos
simples. Ver graficas 1.1, 1.6, 1.7 (p. 85).

Los ceros de los polinomios multiortogonales
de tipo I y de las componentes de los r-vectores
multiortogonales de tipo I no son todos reales.
Ver graficas 1.2, 1.3, 1.4, 1.5.

Los ceros de los polinomios multiortogona-
les consecutivos de tipo II no se intercalan. Ver
grafica 1.1.

Los ceros de los polinomios de tipo II y de
segundo género no se intercalan. Ver graficas
1.6, 1.7.

Se conjetura que los ceros de los polinomios
consecutivos de segundo género se intercalan.
Ver graficas 1.8, 1.9 (p. 86).

Ejemplos de polinomios
multiortogonales de Laguerre II

Los ejemplos visualizados estan desarrollados
para la familia paramétrica con valores ¢ =0 y
¢ =1lyc,=-1.

Los ceros de los polinomios multiortogonales
de tipo II se encuentran en el eje real y son todos
simples. Ver graficas 2.1, 2.6, 2.7.
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Los ceros de los polinomios multiortogonales
de tipo I y de las componentes de los r-vectores
multiortogonales de tipo I no son todos reales.
Ver graficas 2.2, 2.3, 2.4, 2.5.

Los ceros de los polinomios multiortogonales
consecutivos de tipo II se intercalan. Ver grafi-
ca2.1.

Se conjetura que los ceros de los polinomios
de tipo II y de segundo género se intercalan. Ver
graficas 2.6, 2.7.

Se conjetura que los ceros de los polinomios
consecutivos de segundo género se intercalan.
Ver graficas 2.8, 2.9.

Ejemplos de polinomios
multiortogonales de Hermite

Los ejemplos visualizados estan desarrollados
para la familia paramétrica con valores ¢, = 2 y
c, = —2.

Los ceros de los polinomios multiortogonales
de tipo II se encuentran en el eje real y son todos
simples. Ver graficas 3.1, 3.6, 3.7 (p. 87).

Los ceros de los polinomios multiortogonales
de tipo I no son todos reales, pero los ceros de
las componentes de los r-vectores multiortogo-
nales de tipo I son todos reales y se encuentran
en semiplanos diferentes. Ver graficas 3.2, 3.3,
3.4, 3.5.

Los ceros de los polinomios multiortogonales
consecutivos de tipo II se intercalan. Ver grafi-
ca 3.1.

Se conjetura que los ceros de los polinomios
de tipo II y de segundo género se intercalan. Ver
graficas 3.6, 3.7.

Se conjetura que los ceros de los polinomios
consecutivos de segundo género se intercalan.
Ver graficas 3.8, 3.9.

Ejemplos de polinomios multiortogonales
de Jacobi-Laguerre

Los ejemplos visualizados estan desarrollados
para la familia paramétrica con valores a = —1,
a=0ypB=1.5.

Los ceros de los polinomios multiortogonales
de tipo II se encuentran en el eje real y son todos
simples. Ver graficas 4.1, 4.6, 4.7 (p. 88).

Los ceros de los polinomios multiortogonales
de tipo I y de las componentes de los r-vectores
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multiortogonales de tipo I no son todos reales.
Ver graficas 4.2, 4.3, 4.4, 4.5.

Los ceros de los polinomios multiortogonales con-
secutivos de tipo II se intercalan. Ver grafica 4.1.

Los polinomios de tipo II y de segundo género
no se intercalan. Ver graficas 4.6, 4.7.

Se conjetura que los ceros de los polinomios

consecutivos de segundo género se intercalan.
Ver graficas 4.8, 4.9.

Ejemplos de polinomios multiortogonales
de Laguerre-Hermite

Los ejemplos visualizados estan desarrollados
para la familia paramétrica con valor §, = 0 .

Los ceros de los polinomios multiortogonales
de tipo II se encuentran en el eje real y son todos
simples. Ver graficas 5.1, 5.6, 5.7.
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Los ceros de los polinomios multiortogonales
de tipo I no son todos reales, pero los ceros de
las componentes de los r-vectores multiortogo-
nales de tipo I son todos reales y se encuentran
en semiplanos diferentes. Ver graficas 5.2, 5.3,
5.4, 5.5.

Los ceros de los polinomios multiortogonales
consecutivos de tipo II se intercalan. Ver grafi-
ca5.1.

Los ceros de los polinomios de tipo II y de
segundo género no se intercalan. Ver graficas
5.6, 5.7.

Se conjetura que los ceros de los polinomios
consecutivos de segundo género se intercalan.
Ver graficas 5.8, 5.9.



86

SOCIEDAD CUBANA DE MATEMATICA Y COMPUTACION
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Fig. 1.8

En las figuras aparecen representados:

Fig. 1.1. Polinomios P, (— )y P, (----)
Fig. 1.2. Polinomios Q, (—
Fig. 1.3. Ceros de g, , ( *)
Fig. 1.4. Ceros de q,, , (*)

), Qy (—-=)y Q5 (---)

Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.

1.5. Polinomios g, , (—
1.6. Polinomios H, , (—
1.7. Polinomios H (—
(=
(-

5,2
1.8. Polinomios H

1.9. Polinomios H
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En las figuras aparecen representados:

Fig. 2.1. Polinomios P, (—)y P, (----)

Fig. 2.2. Polinomios Q, (—), Q, (----)y O, (-—)

Fig. 2.3. Ceros de q,, , ( *)
Fig. 2.4. Ceros de q,, , ( *)

Fig. 2.5. Polinomios g, , (—
Fig. 2.6. Polinomios H, | ( )
Fig. 2.7. Polinomios H,, (—)y P, (----)
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Fig. 2.8. Polinomios H, |
Fig. 2.9. Polinomios H, ,
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En las figuras aparecen representados: Fig. 3.5. Polinomios q, , (—)y g, , (---)
Fig. 3.1. Polinomios P, (—) y P, (----) Fig. 3.6. Polinomios H, , (—)y P, (---)
Fig. 3.2. Polinomios Q, (—), Q, (----) y O, (--—) Fig. 3.7. Polinomios H, (—)y P, (--—)
Fig. 3.8. Polinomios H,  (----) y H, , (----)
(=) ¥ Hy, (c=os

Fig. 3.3. Ceros de g, , ( *)
Fig. 3.4. Ceros de g, , ( *)

Fig. 3.9. Polinomios H,,
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Fig. 4.5. Polinomios g, , (—)y g, , (--=-)

En las figuras aparecen representados:
Fig. 4.6. Polinomios H4’1 ( )
4.7. Polinomios HS’2 (—)y P (=)
(—)
()

Fig. 4.1. Polinomios P, (—)y P () 1
Fig. 4.2. Polinomios Q, (—), Q, (----)y O, (-—) ng- . i
Fig. 4.3. Cerosde g, , ( *) Fig. 4.8. Polinomios H,

' Fig. 4.9. Polinomios H,

Fig. 4.4. Ceros de g, , ( *)
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En las figuras aparecen representados: F1g 5.5. Pol%nom%os g, (—)ya,,(--)
Fig. 5.1. Polinomios P, (—) y P, (== Fig. 5.6. Polinomios H,, (—)y P, (---)
Fig. 5.2. Polinomios Q, (—), Q, (--)y Q, () Fig. 5.7. Polinomios H,, (—)y P; (=)
Fig. 5.3. Ceros de q,,, ( *) Fig. 5.8. Polinomios H, , (—)y H,, (----)
' Fig. 5.9. Polinomios H,, (----)y H, ( )

Fig. 5.4. Ceros de q,,, ( *)
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4. CONCLUSIONES

A modo de extension de los polinomios ortogona-
les se plantean los conceptos fundamentales y
los resultados mas importantes para el desarro-
llo de los polinomios multiortogonales clasicos de
tipo I y Tipo II, asi como la aproximacion racional
simultanea con sus aproximantes y su modo de
obtencion, resultando un complemento acepta-
ble para la incursion en los polinomios ortogona-
les y la aproximaciéon racional simultanea.

Con ayuda del Software Mathematica 5.0
se realizé6 un analisis grafico de los polinomios
multiortogonales clasicos en la recta real que
permitié conjeturar propiedades de los polino-
mios multiortogonales clasicos en el eje real que
parecen ciertas. Constituye una novedad impor-
tante la instrumentacién computacional de los
resultados senalados. Los procedimientos y fun-
ciones elaboradas forman un asistente grafico
fundamental para el estudio de cualquiera de
las familias estudiadas de polinomios multiorto-
gonales, asi como apoyo a la docencia e ilustra-
cion de resultados posteriores.
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AsstrACT: In this work a study about Multiple Orthogonal Polynomials (MOP) is done. The relation
with the simultaneous rational approximation (Hermite-Padé~Rs approximates) is also considered.
For do so, these families of MOP are generated through different methods, by using the definition
of the simultaneous approximation problem and by considering algebraic properties. Some conjec-
tures on algebraic properties of MOP as well as extensions of properties algebraic of the ordinary

orthogonal.



