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RESUMEN

Estudiamos sistemas dindmicos no lineales finitos que generalizan en cierta forma los estudiados
por J. Coussement, A. B. J. Kuijlaars y W. Van Assche en [7]. Nuestros sistemas dinamicos tienen
representacion matricial similar a las analizadas en el articulo mencionado. Esta vez consideramos

D(X) una familia uniparamétrica de matrices de Hessenberg, y M (X) triangular inferior con

elementos no nulos en la diagonal.

Las matrices de Hessenberg M (X)D(X), D(X)M ~(X) son utiizadas para probar Ia
integrabilidad del sistema. Usando la conexiéon con los polinomios ortogonales generales [16],

consideramos vectores de polinomios y formas sesquilineales {~,-}X, asociadas mediante

relaciones de ortogonalidad. Los valores propios generalizados son constantes y las formas

sesquilineales {',-}X tienen representacion explicita en términos de {-,-}O (Condiciones

iniciales). Finalmente, proponemos un desarrollo en fraccién continua que generaliza el estudiado
en [16], y es el analogo en el contexto de las T-fracciones para series de Laurent, como en [7].

ABSTRACT

We study finite nonlinear dynamical systems that somehow generalize those studied by J.
Coussement, A.B.J. Kuijlaars and W. Van Assche in [7]. Our dynamical systems have a matrix

representation very similar to the ones that were previously analyzed in [7]. In our case D(X) is

considered a uniparametrical family of X1 Hessenberg matrices, and M (X) a lower

triangular N XN matrix with nonzero elements on the diagonal.

The Hessenberg matrices M _1(X) D(X) and D(X)M _1(X) are used to prove the integrity of
the system. Using the connection with general orthogonal polynomials, we consider vectors of

polynomials and the sesquilinear forms{-,}x, associated by orthogonality relationships. The

generalized eigenvalues are constant and the sesquilinear forms {-,'}X

have explicit

representation in terms of {~,-}0. Finally, we obtain a development as a continued fraction that

generalizes those studied in [16], in an analogous way as it was done for Laurent series in [7].

1. INTRODUCCION

Formas generalizadas para las ecuaciones de Toda relativistas fueron consideradas por J.

Coussement, A. B. J. Kuijlaars y W. Van Assche [7]
L'(t)

M '(t)

FLOM®)™) LEO-LE) F(MEO)TLE)
FLOM®™) MO-M@E) F(MO7LD)

1)

donde f :R" — R es una funcién arbitraria en R", y las dos matrices bidiagonales L(t) y M (t) estan

definidas a partir de las incognitas a, (t) y b, (t) por
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0 at) 1 0
w=|: " ,
: ay,(t) 1
1 0 0 ... 0
bt 1 0 0
0 b)) 1 " :
M@ = | R | (2)
: .1 0
0 T T S () I

siendo a,(t) >0 para1<n<N, b, (t)>0 paral<n<N-1,y b,=0,b, =0.

El sistema (1) es una generalizacion de las ecuaciones de Toda relativistas (RTL), introducidas por
Ruijsenaars [15] e investigadas en [5,4]. Los casos particulares obtenidos de (1) mediante los cambios

de variables f(X)=x ¢ f(X)=1/X, constituyen representaciones en forma de Lax para las ecuaciones
de Ruijsenaars-Toda. El caso finito de las RTL es definido por el sistema de ecuaciones

" _ ' ' exp(qn—l (t) - qn (t)) Y exp(qn (t) - qn+l (t))
Tat) =0 “(t)(q O e 0-6.0) e, 0 —qm(t»} ©

con NeN,1<n<N vy por convenio (,=-o y (0, =—. Este sistema escrito de forma

Newtoniana, haciendo ', (t) = x',(t)+1/¢ y £ —>0 obtenemos las ecuaciones de Toda no-relativistas
(NRTL) en el caso finito
X"n(t) = exp(x,_ (t) — X, (1)) —exp(x, (t) x4 (t)), 1<n<N O

estudiadas por J. Moser y generalizadas en posteriores estudios [2, 3,16].

En el epigrafe 3 mostramos que las ecuaciones (1) estudiadas en [7] son casos particulares de la
siguiente forma generalizada de las ecuaciones de Toda relativistas

D'(x) fF(DXIM(x)™) D(X)=D(x) f(M(x)"D(x)) _
FDEIM(X)™) M(X)-M(x) f(M(x)"D(x)) _

®)

M '(x)

donde f es cierta funcion arbitraria, D(X) es una matriz de Hessenberg, y M (X) triangular inferior
con los elementos de la diagonal no nulos, ambas de N xN vy definidas a partir de las funciones
incognitas d; ;(X) y m; ;(x)

doo () dos(X) 0 0
dl,o (X) d1,1 (X) d1,2 (X) U 0
D(X)=| : RS S
: : : dy_on-1(X)
dN—l,O(X) de1,1(X) dN—l,N—l(X)
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My o (X) 0 0
m,(x)  my(x) 0 0
M (x) = : : B : (6)
0
My -10 (x) mN—l,l(X) mN—l,N—l(X)

El principal objetivo de este trabajo es resolver las ecuaciones de Toda relativistas en la forma
general (5) con ayuda de una transformacion espectral directa e inversa, de manera andloga a la
realizada para el caso relativista en [16] y al caso no-relativista en [7]. Mientras la transformacion
espectral para las ecuaciones estudiadas en [7] utiliza la teoria espectral de pares de matrices
bidiagonales y los polinomios ortogonales de Laurent, en nuestro caso la transformacion espectral esta
basada en las propiedades espectrales de las matrices de Hessenberg y los polinomios ortogonales
generales estudiados por L. Santiago y L. Robert en [14, 16, 17]. En la figura 1 se muestra el esquema
general para la integracion del problema de Cauchy a partir de los problemas espectrales directo e
inverso.

Condiciones iniciales, x = —> Soluciones en x
Problema espectral direct Problema espectral in\
Datos espectrales para x = — Evolucién Datos espectrales el

FIGURA 1. ESQUEMA GENERAL
Transformaciones de este estilo fueron discutidas por O. Ragnisco y M. Brushi en [6] para el caso de
las RTL periddicas, por J. Coussement, A. B. J. Kuijlaars y W. Van Assche en [7] para cierta forma
generalizada del caso relativista y por L. Santiago en [16] para el no-relativista.

2. PROBLEMAS ESPECTRALES: DIRECTO E INVERSO

Sean D =(d;;) una matriz de Hessenbergy M =(m, ;) triangular inferior con elementos no nulos

en la diagonal. Dado que M es inversible, los problemas generalizados de valores propios no-simétrico
del par de matrices (D,M) por la izquierda DV = AMV vy por la derecha i'D = AG'M , coincide con

los problemas de valores propios de las matrices de Hessenberg D, =M Dy D, =DM -
respectivamente. Los ceros del polinomio caracteristico p, (z) = det(zM — D) coinciden con las ceros
de los polinomios caracteristicos de las matrices de Hessenberg D, y D,, en efecto

det(zM — D)

det(z—M D) =det(z—DM ) =
( ) ( ) det(M)

Denotemos S(D,M) = (4,,4,...,A4y_,) €l espectro generalizado de los operadores asociados a las

matrices D y M, el cual coincide con S(D,) y S(D,). Esto nos permitira utilizar los resultados

obtenidos sobre propiedades espectrales para matrices de Hessenberg, demostrados en [8, 16, 14, 17]
para estudio de las propiedades espectrales del par de matrices (D,M) .

2.1. MATRICES DE HESSENBERG FINITAS
Para toda matriz de Hessenberg D se puede definir de manera biunivoca un vector de polinomios en

Clz], {p,(2), p,(2),-... Py (2)}i =12 tales que P,(z)=1, py(z) monico, gradp,(z)=n para
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n=021..,Ny
Dp(2) = 2Py (2) = (D) y_yn Py (2)Ey @)

donde FA)N = (po(Z)’pl(z)a-">pN—l(Z))t y eN = (09"-’0’1)t-
El siguiente operador fue definido en [16] y nos permitird caracterizar la descomposicion de Jordan de

D.
DEFINICION 2.1. Para un polinomio p(z) = Hir=0 (z—a)" con Z::O p. = N definiremos el operador

R(p,-) de las funciones infinitamente derivables en C" mediante

@ (fo-1) (8.-1)
R(p,q){q(ao),q (%) 9 {%) ...,q(ar),..q—(“r)j.

1T (gD (8, -D)!

Dicho operador también lo definiremos en los vectores de funciones infinitamente derivables con N
componentes, aplicandolo a cada componente, el resultado serd una matrizde N x N .

La siguiente proposicién demostrada en [16] nos brinda una caracterizacién de la descomposicion de
Jordan de una matriz de Hessenberg finita.

PROPOSICION 2.1. Sea Py (2) =k [ | (z—)* con D B =N, Qu=R(py.py) ¥
J =diag(4,,4, ..., 4,)

o 1 ... 0
0 o . O
A= o1
0 O o
entonces se cumple que
D=0Q,JQy

COROLARIO 2.1.

N-1

det(zl -D) = {H di,i+1J Py (2)

i=0
2.2. PROBLEMA ESPECTRAL DIRECTO

Para resolver el problema de Cauchy (5) por el esquema descrito en la figura 1, se empieza a partir
de las condiciones iniciales D(0) = (d; ;(0)) y M (0) =(m, ;(0)) .

En nuestro caso el problema directo consiste en obtener a partir de las matrices de Hessenberg D, y

D, involucradas en las condiciones iniciales, ciertas formas sesquilineales en la manera descrita en [8,
16, 14, 17] y que resumimos a continuacion.

Se conoce que dada dos matrices de Hessenberg D, y D, se pueden definir de manera biunivoca

dos vectores de polinomios en C[z], {p, ,(2), p;1(2),..., piy (2)}i =12 como en (7).
En este caso la forma sesquilineal regular o férmula de cuadratura® N -ésima

{p(2).a@}=( p(D).a(D,) | ®

'Seguin L. Santiago en [16]
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definida para p(z) y q(z) en Cy[z], es la unica que satisface las siguientes relaciones de
ortogonalidad

{pl,n(z)a p2,m(z)}: 6n,m’ O = n’m < N (9)
para los polinomios indicados.
NOTA 2.1. El problema directo para dos matrices de Hessenberg D, y D, consiste en computar los

momentos de la forma sesquilineal z4, ={z",z"} para 0<n,m<N a partir de D;, D, y de la
formula (8).

2.3. PROBLEMA ESPECTRAL INVERSO

NOTA 2.2. El problema inverso para una forma sesquilineal {-,-} consiste en encontrar las matrices de

Hessenberg D, y D, asociadas segun (7), a los tnicos polinomios que satisfacen (9).

Una vez conocidos los momentos z, - ={z",z"} de la forma sesquilineal, se pueden encontrar los
polinomios que satisfacen (9) por el algoritmo de Gram-Schmidt. Luego, a partir de la siguiente relacion

Zpi,n(z)=Z(Di)n,j pj(Z), 0<n<N-1
j=0

es posible determinar las entradas de las matrices D, y D, .

En caso que las matrices de Hessenberg D, y D, sean conocidas y estén definidas de la siguiente

manera, D, =MD, D,=DM™ a partir de las matrices D y M, sera posible determinar M
utilizando el siguiente lema.

LEMA 2.1. Sean D,=M"'D,D,=DM ™, Pi(2) =Py (2) = (D (z),...,pi,N_l(z))t, el vector de
polinomios asociado a la matriz D;,i =1,2 por medio de la relacion (7). Entonces, P,(z) = ﬁ Mp,(2).

DEMOSTRACION.
Se procede como en (7)

M _1Df)1(z) = Zﬁl(z) - dl,N—l,N pl,N (Z)eN—l’
DM _lﬁz(z) = Zf)z(z) - d2,N—1,N P2 (Z)eN—l'

Multiplicando la segunda ecuacién por M, aplicando el corolario 1, restando las ecuaciones,
. . . VN A
realizando algunas operaciones algebraicas, obtenemos mO,OM pz(z)—pl. Por tanto

P,(2) = 5 MP.(2) .

3. FORMA GENERALIZADA DE LAS ECUACIONES DE TODA RELATIVISTAS Y EVOLUCION
DE LOS DATOS ESPECTRALES

En este epigrafe se define la estructura de sistemas de ecuaciones diferenciales de tipo
Toda como en (5) considerando una forma matricial basada en matrices de Hessenberg.

PROPOSICION 3.1. Supongamos que las matrices de D(X) y M(X) satisfacen las ecuaciones
diferenciales
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9B0) _ px)A(x) - B()D(X)
(10)
% = M (X)A(X) — BGOM (x)

donde A(X) y B(X) son matrices triangulares inferiores, entonces el espectro S(L(X),M (X)), no
dependen de X.

DEMOSTRACION.
Sean las matrices L, (X) y L,(X) las soluciones Unicas de los siguientes sistemas de ecuaciones
dL, (x
L0 LB L@ =1
dx
11)
dL, (x
L AL LO=

puede verificarse sin problemas que estas matrices son triangulares inferiores con los elementos de la
diagonal no nulos y por tanto son inversibles.

Aplicando reglas de derivacién tenemos

%(H(X)D(X) L, (X)) = L(x)D(X)L, (x) + L, () D' (X)L, (x) + L (X) D(X) L, (x)

luego por (10) y (11)
%(LlDLZ) =L,BDL, + L (DA-BD)L, - L DAL, =0

de manera analoga & (L, (X)M (x)L,(x)) =0, lo que significa

L ()D(X)L,(x) = L,(0)D(0)L,(0) = D(0)

L, 0OM (X)L, (x) = L, ()M (0) L, (0) = M (0)

de aqui L (x)(zM (x)-D(x))L,(x)=zM(0)—D(0) y como det(L,(x))=0 y det(L,(x)) =0,
llegamos finalmente a que det(zM (x)—D(x)) y det(zM (0) —D(0)) , se anulan para los mismos
valores de Z, lo cual prueba la proposicion. [

Utilizando este hecho y las propiedades de las matrices de Hessenberg discutidas en el epigrafe 2.1,
se obtiene el siguiente resultado.

PROPOSICION 3.2. Sean A(X) y B(X) matrices triangulares inferiores de N x N, D(X) una familia
uniparamétrica de matrices de Hessenberg de NxN y M(X) una matriz triangular inferior de N x N
con elementos no nulos en la diagonal. Supongamos que todas estas matrices satisfacen (10). Entonces,
las matrices de Hessenberg D, (X) =M *(X)D(x) y D,(x)=D(X)M (xX) tienen la misma forma de
Jordan y esta no depende de x.

LEMA 3.1. Sean A(X) y B(X) matrices triangulares inferiores de NxN tales que
(A(X))oo = (B(X))o0 =0, D(X) una familia uniparamétrica de matrices de Hessenberg de NxN 'y
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M (X) una matriz triangular inferior de NxN con elementos no nulos en la diagonal tal que

Myo(X) =My, #0 no depende de X. Tomemos las siguientes matrices de Hessenberg
D,(X)=M7*(x)D(x) y D,(x)=D(X)M (X) como en la proposicion (3.2). Denotemos por
f)i(z,x):f)i,N(z,x):(pi’o(z,x),...,pi’Nfl(z,x))t el vector de polinomios asociado a la matriz
D, (x),i =12 mediante la relacion

D, ()P;(z,x) = zp,(z,X) —d;  Pi x (2, X)8y 4

Entonces las siguientes proposiciones son equivalentes

0]
909 _ pxy Ax) - B(X)D(X)
dM(X) _ 1 (X)A(X) - B(X)M (x)
(if)
9B _1p, (x9, AX)]
dx
9000 _1p (x),B(0)]
dx
(i) »
ap,(z,x) _ A(X)P,(z,X)
dx
ap,(z,%) _ B(x)P,(z,X)
dx

DEMOSTRACION.

La equivalencia entre (ii) y (iii) es consecuencia directa de [16, Lema 7.3].
Dado las siguientes expresiones de las derivadas que tienen lugar

(M7 ()D(x))' ==M 7 (x)M'(x)M ~(x)D(x) + M *(x) D'(x) (12)
(DM (x))" ==D(x)M *(x)M'(x)M 7 (x) + D'(x)M *(x) (13)
(i) = (i) es féacil, sélo hay que combinar (i) con (12) y (13).

Demostremos que (i) = (i). De (i), (12) y (13) se llega facilmente a

B _D(x)AX) +BHIDMX) = (T4 - M ()AK) + BHIM ()M (D)
B _b(x)AX) +BHIDX) = DEIM (TECL M (9AX) +BHIM (1)
Sustituyendo en estas ecuaciones E (X)—dD(X) D(x)A(x) + B(x)D(x) y

E, (x) = 28 M (x) A(X) + B(X)M (X) obtenemos
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E () =Ey ()Di(%)
E ()= D,(x)Ey (x)

Combinando estas igualdades
D, (X)Eyy (X) = Ey (X)Dy(X) (14)

Trabajando como en la proposicion 3.2, sea la descomposicion de Jordan de D, (X) = Q,(x)JQ, ()
sustituyendo en (14)

D, ()(Ey (x)Q,(X)) = (Ey ()Q,(x))J (15)

Aplicando [16, corolario 4.4] obtenemos que E,, (X)Q,(X)=Q,(X)H(X). Como m’'oo(X)=0 vy
(A(X))oo =(B(X))oo =0 entonces la primera fila de % es cero, al igual que en M(X)A(X) y
B(X)M (X) , por tanto la primera fila de E,, (X) es cero. Ahora por la propia forma que tiene H (X)

segun [16, corolario 4.4], se llega a que H(x)=0, E,(x)=0 y E _(x)=0, como se queria.
U

TEOREMA 3.1. Sea f,(z,X) = Z:‘: a; (x)z* donde las a,(X) son funciones continuas en R,

D, (X) dos familias uniparamétricas de matrices de Hessenberg de N x N, M, (X) matrices

triangulares inferiores de N x N con elementos no nulos en la diagonal tal que M, , o(X) =M, ;, # 0 no

depende de X y {-,-}(Xi) las familias de formas sesquilineales definidas mediante

{a(2), @)X = (@(M*()D,(X)) (M, (X)D, (X)) oo

. (16)
{a(2),5(2) P =(a(D,(X)M (X)) (D, (X)M ;1 (X)) Jo.o
donde «(2),5(z) € C[z],i =12 entonces son equivalentes
0]
P9 _ b, (0-6,09D,()
dx
LD M, (0F (0 -G, (M, (0 an
=12
donde
F(x) = A+ fi(M i_l(X) D (x),x) = (f;(M i_l(x) D (X),X)) 00 Iy
F(x) = ~F,(x)
G (x) = B+ f(D,(x)M i_l(X)’ x) = (f,(D;()M i_l(x)’ X)) ooy
mt = —G,(x)
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y A(X) y B;(x) matrices triangulares inferiores de N x N tales que (A (X))o, = (B;(X))o, =0

(ii)

wees [ o
cao-te ch ! ek ¥
T [ ot [ heaie
{e ’e }O

(18)
fu(2.6)d ejox B(2.AE ()

3 geb e )

Lzode [ f(zo)de
e

DEMOSTRACION.

Sea D,,(X)= M (X)D.(X) vy D.,(X) =D, (X)M,(X) y consideremos los polinomios p.;(z,%)

asociados a la matriz D, ;(X) mediante la relacion

D, (X)f)i,j(z’ X) = Zf)i,j(za X) — di,j,N Piin (z,X)ey_; - (19)

Denotemos MY (x) ={z', 2} los momentos de la forma sesquilineal.
(i) = (V)

De (ii) se tiene que

R hods ACOLE
.06l 7 p, a0l
{ej: weos ok by "
derivando esta igualdad
N C(2odE f(2.5)d¢ f(2,£)d& f,(2,£)d&
500, @ 0eh 0, el Y gl b ey
{ef fi(2.£)0¢ sz(u)d:}(,) {eL f(2.£)d¢ sz(25)dé}“) "
pero
j el j f(2.dE ()
wte ' Y
{ej il j f(, f)ds}éj)
jx e j B ()) f s j LA ()
_{fi(z,x)e” i Y {f,(z,x)e ‘ %o
{ej b j fz(z:m}(,) {j b jo fz(Zs)df}(J)
={f,(z,x),3V +{,, f,(z,x)}\) = Z(akl(x)m(”(x)+ak2(x)m“)(x))
Sean A (x) y B, (X) de forma tal que
dp;,(z,x) A dp;,(z,x) A
—= == AP LX), —E = B(X)P,,(z,X) (21)

dx dx
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(de aqui que (A(X))g, = (B;(X))s0 =0)y utilizando que
fi (Z’ X)pi,j(z’ X) = 1:i (Di,j (X),X)ﬁi,j(Z,X) + pi,j,N (Z,X)\A/i,j(zax)

donde ¥; ;(Z,X) es un vector de polinomios en z , obtenemos que

dp,,(z,x) CETE (20
(P 20,200 %, (2,06

{e .[ 0 }(1)

g

W jo fo(2.6)ds

= Ai(x) + fl(Dl,l(X)7 X)

dp,,(z,X)
’(T + f,(2,X)P,,(2,X))e”

Xfl(z,é)dg j fz(zwdg}(l)

{e.'.o

" h(2,6)dé

{0,z e

[ 2oz

}(1)

t t
= A (x) * f,(D,(x),X)
Sumamos las dos ultimas igualdades y sustituyendo (20) nos queda

A )+ A,(x) + f,(Dy; (), %) + T,(D,, (x).%) = Z (a1 (M (x) +a, , (Mg ()1, -

—t
como M) ={z. 3 = (D, (X))o v M5k ={L2*F =((D,.(X))* )oo la igualdad anterior se
transforma en

A()+A,(X) + Fi(D1 (0, )+ F,(D,, (0, %) = (£,(Dy; (), %)+ £,(D3 (X),%) Yo

Con esto llegamos a que Fl(x)t =—F,(X) . Analogamente con {-, }*) obtenemos Gl(x)t =-G,(X).

Finalmente empleando el lema 3.1, (21) y algunas transformaciones algebraicas obtenemos (i).
(i) = (ii). De (i) se deduce que

B _p (94 0-B.00D, ()
dx
M) _ M, (04 (0~ B,00M, (9
dx
i=12
que por el lema 3.1 es equivalente a
dpi,l(z, X) . df)i,z(z, X)

=AM)P;(2,%) =B, (X)p; »(z,X)

dx dx

Por la forma en que fueron definidos los polinomios p; ; , las matrices D, ; y el corolario 2.1
tenemos que el polinomio p,;, es una constante multiplicada por el polinomio
p;(z,x) = det(zM, (x) — D,(X)) para j=12. Por tanto si tomamos las descomposiciones de Jordan
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para las matrices Di,j(X)zQi’j(X)JiQijjl(X) con Q;(x)=R(p;(z,X),p; ;(z,X)) (como en
proposicién 3.1), tenemos

d dQ
Rl g, . L g9,
d(Q,(x)* d(Q,, ()"
(QI(;(X)) - _(Qi,l(x))il AlX) M - _(Qi,z (X))il B,(x)
X dx

Tomemos Y;(X) = (Q,; (x)™* Q, J(x))’lt y por las ecuaciones anteriores obtenemos
dY,(x)
dx

= ~(Qu 0 A+ A,(0) Q)

=(Qu; () (£,(Dy, (3),X)=(F,(DL1 (%), X))o I +

HT, (0,00, %)~ (£, (D2 (0¥ 1) NQuu ()

usando las descomposiciones de Jordan y realizando algunas transformaciones algebraicas, llegamos a

SLHLIBYENE

i 1) = (£33 X)) 0 1) Y2 00+ Y, (0 (F, (35,0 = (5, (35, X))o )

mediante un razonamiento similar se puede verificar que

L5200 _ (1,3, 0= (31X ) X2 00+ T 0~ (05, o )

Se puede demostrar, que de esta Ultima ecuacién, obtenemos

B [ACHOLE [ e
Y, (x)=g(x)e Y,;(0)e

g (X):e -[JX ((30.6)-1,(3,.8) Yoo dé

Por [16, Teorema 5.3]

{a(2,%), B(z,)}) = R(p, @)Y, (OR(p,, )’

por tanto
t
: f,(3;,€)d¢ t,(3,,6)dé
{200, 8@ XY = gOR(pua)et "X O)R(p,, pled
Luego
R(p.aeh "7 = R(p et DO
:R( pi,an::l(_Lx B (é)ds‘)lk):R( pi,aef f; (z,g)dg)
Por lo tanto
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JRACHLE

(2.0, B XN = g(IR(puael ““F)r (OR(p,.ceh “7%)

— gz, x)ek 0 paxek )

como trabajamos con formas sesquilineales tales que {L1}, () =1 entonces

“ . (2,6)d f de
g(x):({eL 1(2.8) 5 L 2(2.9) s})_l
y finalmente
f h(eee jo PICRILI
£,30 = _{e X
b
X fi(Z,é)dé ALY
0 (i)
{e o)

3.1. CONCLUSION

El teorema 3.1 provee un resultado muy general con el cual se completa el proceso de integracion
planteado en (1) para los dos sistemas de ecuaciones diferenciales, como los descritos en (17) al mismo
tiempo, solo hay que verificar que se cumplen las condiciones que se indican. Este teorema muestra la

evolucién en X los datos espectrales.

Como un caso particular tenemos el sistema

9B _ b (A (x) - B,(0)D, (%)
dx
d“’('jx(x) M, (x) A () — B, (OM, (%) #2

i=12
con
A (%) = —(£,(D,(x),X) + T, (D, (x), %) )-
A (X)=(f,(D,,(x),x)+ (D, (%), X)t)o,o Iy —(f,(D,1(x),%)+ f,(D,, (%), X)t)s

B,(X) = —(,(Dy, (X),X) + ,(D,, (x),X) ).

B, (X)=( f,(D,,(x),)+f,(Dy5 (%), %) Do,y ~( f2(D, (X)), (D, (%), X) )=
gque es obtenido de (17) imponiendo la condicion d;, ., (X)=LO0<k<N-2 'y
M, (X)=L0<k<N-1.

Tomando ahora D, (X) = L(X), M,(X) =M (X), comoen (2), D,(x), M,(x) y f, apropiadamente,
y sustituyendo luego en (22), obtenemos un nuevo caso particular

L'(x) = LO)AX) -B(X)L(X)

(23)
M'(x) = M(X)A(X)—-B(x)L(x)
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con A(X) = (f(M*(X)L(x)))_, B(x) = (f(L(X)M ™*(x)))_, al igual que (1).

4. DESARROLLOS EN FRACCIONES CONTINUAS

En este epigrafe recordaremos un algoritmo para desarrollar en fraccion continua los elementos de

ch [(Z’lJ]xCN [(Z’ln, y mostraremos otro que generaliza en cierta forma el algoritmo de Jacobi-

N -1 - - . .
Perron para elementos de C [[Z D Este Ultimo es analogo, en el contexto de las fracciones continuas

vectoriales, al caso de las T-fracciones.

DEFINICION 4.1. Sea f =[g]e c" [(z’lj]xCN[[Zfl)J

Jr= Srosfrasee
J2= Jo05 forse-

Definamos

1 fo
i: fop 2 fpo 277"
f

T fp
fo 2 fpo 277"

De la definicion de inverso de f podemos introducir un algoritmo para el desarrollo en fraccion
continua de manera analoga al caso estandar para series formales [13]. Si en cierto paso del desarrollo
la componente f2 o del elemento invertido es cero entonces el algoritmo termina.

Sea
1
f=a+

1 1

a +
, 1
a‘+—

con @' eC" z xC" z , lo cual vamos a escribir abreviadamente en la forma f :<ai>_ o Las
1=

fracciones convergentes de f son definidas como la fraccion continua truncada en el n -ésimo término,

N
para ellas escribiremos ¢@" = <a'>_ .
i=

Sea D una matriz de Hessenberg, M una matriz triangular inferior con elementos no nulos en la
diagonal, C una matriz triangular superior con los elementos de la diagonal principal distintos de cero,

todas de N x N . Denotemos por f(z) =e;[zM — D] 'C , entonces tenemos el siguiente teorema.

TEOREMA 4.1. La serie [EJ puede ser desarrollada en una fraccién continua. Tenemos que

m :<ak>N_01 cona’=0y

k Cank Creak Cok
al - ” PR b
Cex  Cuk Cy
C C
k _ k-1,k-1 k-2,k-2
a, —( d (mk,kz_dk,kj’ d [mk,k—lz_dk,k—l)’
CekOk-1k kk Mk-2,k-1

1
.“’CCO’O (mk,lz—dk,l)ac—(mk,oz—dk’oj,o,...)
k,k 20,1 Kk
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para k >0.

DEMOSTRACION.

.\ n . . ;
Probaremos que [;]=<b'>, , con b'=a' parai<nyb"=a"+r" con " igual a
i=

c q 1 02 1
( n+Ln+14n+1 , Z Criiisees—— Z Cnidis--

Cn,nqn Cnnqn i=n+l Cnnqn i=n+2
y I, igual a
1 Crina X Coon2 ¥
( T Z (mi,nz_di,n)qi’ — Z (mi,n—lz_di,n—l)qU

qncn,n dn—l,n i=n+l dn,z’n,l i=n+l

Coo ~ -
S Z (mi,lz_di,l)qi’ Z (mi,OZ_di,O)Qi,Oa--‘)

d(),l i=n+1 i=n+l

y claramente el resultado se sigue de aqui. Note que de 7((,) =N las sumatorias de arriba estan bien

definidas y 7(r") > 0. Para probar que m = <bi >n o es suficiente chequear que
i=
N 1
- an+l + r.n+l

y entonces usar induccion. Pero esta Ultima igualdad se sigue inmediatamente de la definicién de inverso
y usando la férmula

0

[mn+1,n+1z - dn+1,n+1) qn+1 = dn,n+1qn - z [mi,n+lZ - di,n+1) qi

i=n+2
obtenida de calcular el término (0,n+1) en ambos lados de (zM —D)™*(zM —-D) =1 .

5. REPRESENTACION DE LAS SOLUCIONES MEDIANTE DESARROLLOS EN FRACCIONES
CONTINUAS

En este epigrafe analizamos casos particulares de los sistemas resueltos segun el teorema 3.1.

TEOREMA 5.1. Sea f.(z,X) =Z:l:_ll ak,i(x)zk donde las &, (X) son funciones continuas en R, D, (x)

dos familias uniparamétricas de matrices de Hessenberg de NxN, M, (X) matrices triangulares
inferiores de N x N con elementos no nulos en la diagonal tal que M, ,(X) =M, ,, # 0 no depende de

X y {-,-} € B la forma sesquilineal definida mediante

{a(2), p(2)}= a(DlM{l)mt 0.0

para D, =D,(0),M,=M,(0), con a(z) y p(z) funciones analiticas, entonces si

Ay (X)=L0<k<N-2y m,, (X)=L0<k<N-1 la solucién de los sistemas de ecuaciones
diferenciales
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db, (x)

o~ DA =B OB ()

dm, (x)

2= ML (0A () - B GOM, ()

i=12
con

A (%) = ~(£,(D,(x),X) + F,(D,,(x), %) )-
A (9)=( £,(D, (X),)+ £,(Dy, (%), X))o 0y —( F(D,, (X).)+ T, (D, (%), X) -

B,(X) = —(,(Dy, (X),X) + T,(D,, (), %) ).
B, (x)=( f,(D, ,(X).X)+ £,(D,,(x), X))y ~(F,(D,.,(X).X)+ T, (D, (x), %) )-

con condiciones iniciales D, = D;(0) y M, = M,(0), viene dada por

f

(Oj=a°+ 11 [g]=b°+ 11
1 1
at——3 b o

a’+ b*+ —

vt
aht pN-L

donde f(w,X) esigual a

Sueos [ B2dds g s f,(2.8)d¢ g s EACROLE
{eO(lrZ ,e L 2 S} {eo;Z ,Z LZ 5} {eo;Z .z k L 2358 }
" h(z.ods J; sy [ sz(zv)d: ' Lfl(md o s
e } e b fe }
g(w,X) esigual a
ISR T ACETAN L2 g,
1 {GL 12 e'ofz( )d} {ze L 12 ,ef f;(z)d} { k L 1(2, , bf;(z)d}
X 3 M b
m, 40 { [RACKLE L f(2.£)d¢ j'0 b L B (z.8)de j; b j; f(z.8)d¢
>\ {e } {e } { }
y a :{:2{ , b = {bzk con a; (@,X) igual a
Ck—l,k—l Ck—2,k—2
=( d (rnl,k,ka)_ diy i ), d (ml,k,k—la) _dl,k,k—1)7
Ck,k 1Lk-1k k,k ~¥1,k-2,k-1
CO,O 1
q (ml,k,la) - dl,k,l)7_(n/1”l,k,0a) —dyy o J ,0,..)
Ck,k 1,01 Ck,k
k-1
donde C,, = [ 110 y bf (@,X) igual a

k-1
Hi:O m2.|+1,|+1(x)
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m, @ — dz,k,k M, 1@ — d2,k,k—l

=(

2 2

dZ,k—l,k d2,k—2,k—l

m,, .w—d
2,k,1 2,k,1
———— My 0 — dz’k’O,O,...)

ceey

dZ,O,l

DEMOSTRACION.

Sea D,,(X)= M (X)D.(X) vy D.,(X) =D, (X)M,(X) y consideremos los polinomios p.(z,X)
asociados a la matriz D, ;(X) mediante la relacion

D, ; (X)f)i,j(za X) = Zﬁi,j(zﬁ X)— di,j,N Piin (z,x)ey

Por la condicion d;, ,,;(X)=L0<k<N-2 y m,,(xX)=L0<k<N-1 tenemos que
dlj e =L0< k<N -2 y de la misma manera que en la demostracién del teorema 3.1 se cumple
dp 1(z X) dp 12(z X) A~ ,

P —— =AMXP(z,X) y s =B (X)P,,(2,%), entonces (A (X))giag = (B (X))giay =0, ademés
-, -
A1(X) + Az (X) = _( fl(Dl,l(X)s X) + fz (DZ,I(X)a X) ) + ( fl(Dl,l(X)’ X) + fz(Dz,l(X)a X)t)o,o I N

B (X)+ mt =—( fl(Dl,Z (X),X) + f, (Dz,z (%), X)t) +( fl(Dl,Z (x),x) + f, (Dz,z (%), X)t)o,o Iy
por tanto
A () ==(1,(D1(x),X) + T,(D,,(x).%) )-
AZ(X):( fz(Dz,l(X)aX)"' fl(Dl,l(X), X)t)O,o I N _( fz(Dz,l(X)aX)+ fl(Dl,l(X)’ X)t)g

B,(X) = —(,(Dy, (X),X) + T,(D,, (), %) ).
B, (x)=( f,(D,.,(X).X)+ £,(D,,(x), X))y ~(F,(D,.,(X).X)+ T, (D, (x), %) -

pero
L _ 5 004(0-8,9D,09
dx
L9 1,04 ()-8, 00M, (0

=12
por tanto nuestro sistema de ecuaciones es equivalente al del teorema 3.1 de aqui
fe jo eiad j fo (2, «f)ds}(g)

8

{' > '}§<2)

{j f1<zs)d5 j fp(2.6)d¢

pero
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1 (2) 1 (2) t
f(w,x)=({—,1} { zk} ,...J:[eto(a)l—Dllz(x))'leZ,z(X)

w-1"], 0-1" |,
=ey[ol - D,()M;* ()] 'C,, (%)
=ey[(@M, (X) ~ D, ()M, (] *C,., (x)
=esM, (\)[@M, (x) - D, (9] *C,, ()
=m, g, ,eb[@M, (X) ~ D,(X)]C,, (x)
=e5[oM, (x) - D, (x)]'C,, (x)
para  |o[>[D,(0) vy con  C,(NP,(zX)=2(2). lo que implica

k-1 i i (X) ,
Coopi (X) = H dypiin(X) = —Hk'if 2 donde C,,=(c,,; ),y de forma analoga

i=0 izo Majisting (X)

1 1 (2) 1 (2)
g(w,x) = {{L—} ,...,{zk, } ,]
m2,0!0 w—17]j, 0—17),

= ml [eg (ol - Dz,z(x))_ljcl,z (X)t

2,0,0

=eb[oM, - D,(\)]*C,,(x)

para |o|> H D,, (O)H y con  C,(X)P,(z,X)=xy(z), lo que implica

que

que

k-1
Cl’z,k,k(x)=l_[i=0 d,;a(¥)=1, con C,,=(C,;;), de donde el resultado se sigue tomando

£3=4.39, Cx (X) =Cy,y 4 (X) aplicando el teorema4.1af ya g. [

5.1. CASOS PARTICULARES

Presentaremos algunos corolarios del teorema anterior que muestran a ciertos sistemas de

ecuaciones, como los estudiados en [7]. Sean

0 a(x 1 0
0 - ? 0 az..(X) | S

: ay,(x) 0

0 0 aN_l(X)
1 0 0 - 0
() 10 0

M(x) = ? 2 (%) 1 -
: . 1 0
0 e b, (X) 1
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con a,(x)>0y b, (x)>0, comoen [7].

COROLARIO 5.1. Sea f(z,x)=Z£:ak(x)zk donde las a,(X) son funciones continuas en

R;L(X), M(X) son dadas como en (24) y A:C”(R)—>C el funcional definido por

A(a(2)) = (a(LM ’1))0,0, entonces la solucion de la ecuacion

dI(_jE(x) = fLEOM(X)™) LX) -L(x) F(M(X)TL(X)
(25)
d'\g)EX) = f (L(X)M (X)fl) _M (X) -M (X) f (M (X)fl L(X)) )

con condiciones iniciales L =L(0) y M =M (0), viene dada por

1
2
c"+
. 1

SN

donde h(w,X) esigual a
ol f(25)ds old f(2:)d2 ol f(2)ds
A -1 A -1 A -1

A{eLx f(Z,f)ng, A[e.[]x f(z,f)ng geeey A[ef f(Z,'j)dg’],'“

y ¢ :[Clk(w’x)] con C; (W, X) igual a

¢k (w,x)
[ a(w—-a) aa_ o 0 ]

_bk _bk—l
DEMOSTRACION.

Se sigue tomando en el teorema 5.1 D/ (X)=L(x), M,(X)=M(x), D,(x)=[M()],
M, (x) =[L(X)]". 0
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