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Resumen

El método de series basado en G-funciones de Scheifele para
la integracion de osciladores armoénicos forzados, presenta la
buena propiedad de que si los términos de perturbacion son eli-
minados, entonces el método numérico integra exactamente el
correspondiente problema no perturbado. Este método de series
es de gran precision pero de dificil aplicacion, debido a la com-
plejidad de los célculos previos necesarios la obtencion de las
recurrencias para computar los coeficientes. Con el objetivo de
resolver esta dificultad, en este articulo se construye un nuevo
esquema multipaso basado en el método series de G-funciones
de Scheifele, de tipo VSVO. Para la obtencion de algoritmos de
orden variable se establecera un procedimiento de calculo, me-
diante matrices recurrentes, para computar los coeficientes del
método. Este procedimiento se basa en la relacion existente entre
las diferencias divididas y las funciones simétricas elementales y
completas. Se construyen tanto métodos explicitos como impli-
citos, asi como un método predictor-corrector que integra exac-
tamente el problema homogéneo. El buen comportamiento de los
nuevos métodos se pone de manifiesto al aplicarlos a problemas
test, de los que su solucion analitica esta calculada, lo que per-
mite la obtencion de los errores relativos de la posicion asi como
de la velocidad. Aun siendo conocida su solucion analitica, los
problemas propuestos presentan dificultades en su integracion
numérica mediante codigos adaptados al calculo de soluciones

de este tipo de osciladores.

Abstract

The method of series based on the Scheifele G-functions for the
integration of forced harmonic oscillators, presents the good
property that if the terms of perturbation are eliminated, then
the numerical method integrates exactly the corresponding
unperturbed problem. This method is highly accurate but diffi-
cult to implement due to the complexity of the preliminary cal-
culations needed to obtain the recurrence formulas to compute
the coefficients. This problem is resolved in by converting the
G-functions series method into a multistep scheme, VSVO type.
To obtain variable order algorithms will establish a procedure
for calculation, by recurrent matrix, to compute the coefficients
of the method. This procedure is based on the relationship be-
tween the divided differences and the elementary and complete
symmetrical functions. Explicit, implicit and predictor-correc-
tor methods are introduced that generalize SMF ones, which in-
tegrate exactly the homogeneous problem. The good behaviour
of the new methods is shows, when applied to test problems,
with analytical solution known, allowing to obtain the relative
errors of the position and the speed. While being known his
analytical solution, this problems present difficulty in its nu-
merical integration with the codes adapted to the calculation of

solutions of this type of oscillators.
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1. Introduccion

La importancia de los osciladores armonicos perturbados en la
modelizacion de problemas de la fisica, de la quimica, de la in-
genieria, de la mecanica celeste, etc., se pone de manifiesto en
(Garcia-Alonso y Reyes, 2007), presentandose una familia de
funciones, las G-funciones de Scheifele, y un método de series,
basado en esas G-funciones. Asi mismo se desarrollaban apli-
caciones de este método de series para la integracion de osci-
ladores armoénicos perturbados, que puede considerarse como
una extension de la serie de Taylor.

El tipo de integradores construidos, basados en series de
G-funciones, tienen su origen en la resolucion de problemas
de mecanica celeste. En los ultimos afios, debido fundamen-
talmente a las mayores exigencias de los programas espaciales,
ha ido ganando interés el calculo preciso de orbitas de satélites
artificiales y los geodestas necesitan precisiones subcentimétri-
cas en el calculo de la posicion exacta del satélite artificial en
un sistema de referencia inercial.

En los métodos de calculo de orbitas resulta ventajoso sus-
tituir las ecuaciones newtonianas del movimiento por otras
mejor acondicionadas para su integracion numérica. Las trans-
formaciones de Kunstaanheimo-Stiefel o Burdet-Ferrandiz
reducen esas ecuaciones a osciladores perturbados del tipo
x't) + ax(t) = ef(x(t), x'(t),t), para los que el método esta di-
seflado. Estos integradores son construidos para obtener pre-
cision en la resolucion de osciladores perturbados del tipo
anteriormente descrito, mas que para evolucionar a métodos de
coeficientes variables.

Este método de series basado en G-funciones (Stiefel and
Scheifele, 1971) (Scheifele, 1971), presenta la buena propiedad
de que si los términos de perturbacion son eliminados, enton-
ces el método numérico integra exactamente el correspondien-
te problema no perturbado.

Dicho método de series es de gran precision pero de dificil
aplicacion, debido a la complejidad de los calculos previos ne-
cesarios en la obtencion de las recurrencias se necesitan para
computar los coeficientes del método. Estas recurrencias son
especificas de cada uno de los problemas a los que se quiera

aplicar el método de series.

Martin y Ferrandiz (1995), (1997), modifican el método de
Scheifele convirtiéndolo en el esquema multipaso SMF, de orden
fijo, que conservando las buenas propiedades del método de se-
ries de G-funciones, evita los calculos previos que este requeria.

En el presente articulo se construye un nuevo esquema mul-
tipaso, también basado en el método series de G-funciones
de Scheifele, pero de paso y orden variable, es decir, del tipo
VSVO. Este nuevo esquema multipaso conserva las buenas pro-
piedades del método de series y generaliza los esquemas SMF.

A tal efecto, se aproximan las derivadas de la funcion de per-
turbacion que aparecen en el método de series mediante dife-
rencias divididas, junto con unos coeficientes dij, elementos de
una cierta matriz A’fp (Vigo-Aguiar and Ferrandiz, 1998) (Gar-
cia-Alonso, Reyes, Ferrandiz and Vigo-Aguiar, 2009), de los
que no se conoce una relacion de recurrencia entre ellos. Analo-
gamente para el caso implicito, la matriz de la que se extraeran
los nuevos coeficientes df,/’ se denotara por B ! , (Vigo-Aguiar
and Ferrandiz, 1998) (Garcia-Alonso, Reyes, Ferrandiz and Vi-
go-Aguiar, 2009a).

Para la obtencion de algoritmos de orden variable se esta-
blecerad un método de célculo recurrente para computar las ma-
trices A™ Y B~ | que esta basado en la relacion existente entre
las diferencias divididas y las funciones simétricas elementales
y completas. Esta relacion permite el computo de las matrices
A*’p y B! , mediante las matrices recurrentes S "
1999) (Garcia-Alonso, Reyes, Ferrandiz y Vigo-Aguiar, 2009a),
para el método explicito y S, ; (Vigo-Aguiar, 1999) (Gar-

(Vigo-Aguiar,

cia-Alonso, Reyes, Ferrandiz and Vigo-Aguiar, 2009a), para el
método implicito.

Llegados a este punto, se construyen tanto métodos expli-
citos como implicitos y basados en ellos, un método predic-
tor-corrector que integra exactamente el problema homogéneo
y es posible implementar con facilidad en un computador.

El buen comportamiento de los nuevos métodos se pone de
manifiesto al aplicarlos a problemas test, contrastando los resul-

tados obtenidos frente a otros conocidos integradores numéricos.

2. Preliminares

Si x(t) es la solucion del oscilador arménico perturbado de

ecuacion:



x"+ax=¢e- flxx\t),

, , )
x(0) =x, x(0) =x,

y se supone que la funcion g() = f(x,x,t) admite un desarrollo

de la forma:g(?)

g(t) = ch% con ¢, = g™ (0), el PVI (1), puede escribirse de

n=0
la forma siguiente:

o

z”+a/x=6~chm,

2(0) =z, 2" (0) =2, @)
n=0

La solucion de (2) se obtiene de forma habitual, sumando a la

solucién general de la ecuacion homogénea con las condiciones

iniciales dadas, una solucion particular de la ecuacion comple-

ta en la que se anula la solucion y su derivada en ¢ = 0. Esta 0l-

tima puede calcularse aplicando el principio de superposicion

de soluciones a los PVI:

n

z", +ax, = %, 2,(0)=2,(0)=0,2>0 3)

combinando linealmente sus soluciones con los coeficientes de
e-c,

Partiendo de esta idea, G. Scheifele (1971), definié una co-
leccidon de funciones especialmente adaptadas a la resolucion
de este tipo de problemas.

Se llaman G-funciones de Scheifele, a las funciones G, que
verifican:

G.(t)=z,t),n>=2 @)
donde x (?) son las soluciones de los problemas (3), es decir, las

funciones Gn satisfacen

G".(t) +aG,(t) = ﬁ G.(0)=G.(0)=0,n=2 (5
Las soluciones de los problemas homogéneos:

2" +ax=0,con: z(0)=1, 2°(0)=0 (6)
2" +ar=0,con: z(0)=0, z'(0)=1 7

definen las funciones de Scheifele G,(t) y G, (1), respectivamente.

Las G-funciones presentan las siguientes propiedades:

= Gn—l (t) (8)
Gn(t) +aG(t) =L )

ol

Paran > 1 se cumple que: G ()

Para n > 0 se cumple que:

Otra propiedad relevante en el célculo de las G-funciones' es el

' También es posible obtener expresiones trigonométricas, utiles para el

calculo de las G-funciones.

sia > 0, Gy (t) = cos «/&t, G(t)= %Sin x/&t , en general:
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hecho de que estas se pueden expresar mediante desarrollos en

series absolutamente convergentes para todo valor de #:
o tj+7t
= e =
G.(t) ;:()Bj (7.+n)!,n >0

donde Bz;' =(-a)'yB,

j+1

(10)
=0,j>0.

El resultado que permite definir un método de integracioén nu-
mérica basado en series de G-funciones, se deduce de que la
solucion del PVI (1) es:

x (t) =x,Gy (t) +z0G (t) + 62 CoGrea (t) (11)

Para la construccion de un método numérico basado en series
de G-funciones que integre el PVI (1), se supone que su solu-
cién x(t), es una funcion analitica, es decir:

z(t) =iak]i—k!

k=0 (12)
Calculadas todas las G-funciones necesarias por truncamiento
de las series que las definen, para obtener una aproximacion a
la solucién x(#) sustituimos un truncamiento de su desarrollo
en (1), lo que nos permitird establecer relaciones de recurren-
cia para calcular los coeficientes ¢, = g¥/(0), a partir de x,, y x',,
Una vez conocidos los coeficientes ¢, parak = 0,..., m — 2y
fijado un paso %, la aproximacion a la solucion y su derivada en
el punto %, es decir, en el primer paso, vienen dadas respectiva-

mente por las expresiones:

o = 20Go (h) + .’L',(JGl (h) + 62 CjG_7'+2 (h),
j=0

) =1Go (h) —anG (h) + 52 c;iGin (h)»

j=0

13)

(14)

En general, calculada una aproximacion a la soluciéon y a su de-
rivada en el punto ¢ = nk, que llamaremos respectivamente X, y
x' , 1o que interesa es obtener una solucién al problema

2 +ar=¢e flx,a't),

z(nh) =z, 2’ (nh) =2 (15)

1\ n=1 %
G (t) = ( aln) (cos«y@t—g(— a)* (Ztk') )con n>0,
2k+1

(7‘11")" (ﬁsinﬁt—g(— a)k(ZliiJrl)) conn > 0.

Sia < 0,G(t) =coshy—at,G(t) = \/iia sinhy—at, en general:

qu+1 (t) =

1) n-1 o
G (t) = ( (Zn) (coshviatfg(* a/)"(;T!)) conn >0,

t2k+l

G (t) = (7;”)”(\/1—& sithjat—Zt(— a/)km) conn > 0.

n

Si @ = 0, entonces (5, (t) = t—' conn>0.
n
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Para calcular una aproximacion a la solucion y a su derivada

en el punto (7 + 1)h, se efectiia el cambio de variable t = t + nh,

obteniéndose
2" +ar=¢e flz,2',T+nh),

_ f . 16)
z(0) =, z'(0) =2

Calculandose por recurrencia los coeficientes del desarrollo:

f(z(7),2' (z),c +nh)= Z@j,
» j 17
_d’g(0) _ d’g(nh)
con C‘] - dz_j - dtj

la aproximacion a la solucion en el punto (# + 1)k viene dada

por las formulas:
p—1

Tonr = 2,Go(h) +2,Gi(h) + € 2, ¢,Gea () (18)
=0
2 =2,Go(h) — .G (h) + €D ¢,Grui (h), 19)
j=0

Las expresiones (18) y (19) constituyen el método de integra-
cion numérica para osciladores armoénicos perturbados basado
en series de G-funciones.

Aunque el método de series de G-funciones, es de gran preci-
sion e integra exactamente el problema homogéneo (Garcia-Alon-
so y Reyes, 2007) (Stiefel and Scheifele, 1971) (Scheifele, 1971),
el calculo recurrente de los coeficientes ¢,, del desarrollo (17), es
dificil para expresiones complicadas de la funcion de perturba-
cion, lo que puede llegar a impedir la implementacion del méto-
do de series de G-funciones en un computador.

Para resolver esta dificultad, en el epigrafe siguiente se des-
cribe la transformacion del método numérico basado en series
de G-funciones en un esquema multipaso, similar a los méto-
dos SMF, pero de paso y orden variable, es decir, obteniéndose
esquemas multipaso VSVO.

Para la obtencion del esquema multipaso se aproximaran las
derivadas de la funcion de perturbacion mediante diferencias divi-
didas, formulandose tanto métodos explicitos como implicitos que

permitiran la implementacion de métodos tipo predictor-corrector.

3. M¢étodo explicito de p pasos
para osciladores perturbados

Para obtener el método explicito, se sustituyen las derivadas
de la funcion de perturbacion por expresiones en términos de
diferencias divididas y de los coeficientes dij, elementos de la

matriz A~ "

Una vez calculada la matriz A"‘p, se establece un calculo re-
currente de esta, a través de la matriz S ) PAIa el método ex-
plicito.

El estudio de los polinomios simétricos (MacDonald, 1998)
y su relacion con las diferencias divididas, nos permitira el cél-
culo computacional de la matriz S, ,.

Para la construccion de un método multipaso explicito de p
pasos y de paso variable, se utilizara la diferencia dividida de
orden (p—I)-ésimo, de la funcién g, en los puntos L S
(Milne-Thomson, 1981).

Las diferencias divididas de la funcién de perturbacion g,

que se nota como g/t ,....t |

satisfacen (Vigo-Aguiar y Ferrandiz, 1988):

g [t"7 ) tn*/] = Z Pi [07 - H17 TR H7] : gm (t") (20)
k

siendo P,(t) = % yH:=t,—t. 21

Denotando por D, , la matriz de orden 1 x p siguiente

D, =(glt] Ugltnt.] -+ (0= 1) gltuycstiio0]) (22)

y escogiendo H = max{H,,...H,_,/, se verifica la identidad

P

g(t) O(H")
" (. O(H"!
D=4, gf) N (: ) ©3)
g () | O(H)
donde
1 Rrlo]  R[0] B, [0]
0 1 1p[0,—H] - 1IP.[0,—H]
=10 0 1 2!3,71[07_H1,_H2] (24)
0 0 0 1 s
en notacion mas compacta
D,,=A, X Z,+ O,x,siendo
’ p=1) (25)
Zioy=(g(t.) ¢ &) - ¢ (t)).
Efectuando un truncamiento y despejando la matriz Z, e S€ 0b-
tiene
Zys = A, X (D) pr ¥ Zisy = Dy X A, (26)

Designando por (d;), =A™ = (A™ )", se puede escribir

pxp

D
Zg[tq,,, ...,trn—(,’—l)] d“ (l - 1) ' .
Zi, =| 5

= 22l tai0] dip (i = 1)

Sustituyendo en (18) y en (19) resulta

@7)



Lo = 3,Go(h) +2',Gi (h) +

+62(Zg [t st 0] digi (i = 1) I)Gjﬁ(h) =

= x(;o (hl) +2,Gi(h) + (28)

+z~:i Gl eost (Z dijr (i = 1)1G;. (h))

o1 =2Go(h) — az. G (k) +

+eZ(Z gltusootiin]di (i = 1) !)G,H ()

=\ G(h) — .G (1) + (29)

FeBgltteical| S =160

Llama}}do

A= zd = 1)1G,1. (k) 30)
pz diji1 (1= 1)1Gyr () (31)

coni = 1,., p, se obtienen para un método multipaso explicito,

las formulas siguientes )

Lo = 2,Go(h) +2',Gi (R) + 62 Nigltn, ...t (32)

T =2,.Go(h) — az.Gi (h) +621:A’,-, gltn,...ti0]  (33)

Con el propdsito de disefiar un método de orden y paso variable,

(d) de

VSVO, se obtendran los elementos de matriz A‘f i

forma recurrente.

Las recurrencias de los elementos dl.]., se basan en las fun-
ciones simétricas completas %, >y en las funciones simétricas
elementales ¢, * (MacDonald, 1998), (Vigo-Aguiar, 1999), de-

finidas como:

emo=1, €., = Doti-li, €,=0 con r<0 (34)
0 <ipg<--<ip
MZ‘_:TZt donde A = (Ai---A,) €N" siendo

A=A+ -+ A, (35)
? Por ejemplo para tres variables, £, £,, f, tenemos:

hyo=1h,, =t +t,+1,

h, —t2+t‘+tz+tt +it,+ e,

oy =t 34 34 2, + t20 + 12 + 120 + L2+ L2+ L2 1Lt

La funcién generatrizde &, , es H,( Zh = H (1+ )" es decir,
i=1

efectuando un desarrollo de Mac Laurin de la funcion E (#), hasta orden

n, sus coeficientes serian las funciones simétricas elementales /, .

por ejemplo para tres variables, f,, f,, f, tenemos:
w=Le, =t +t,+t,e,=tt, +tt +it, e,

La funci6n generatrizde e, , es E.( Z €,

=tht,
H (1+tt) es decir,
i=1
efectuando un desarrollo de Mac Laurin de la funcion En (1), hasta orden
n, sus coeficientes serian las funciones simétricas elementales e, .
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y S, = {todas las diferentes permutaciones a = (a, ... @ ) de A}

J— a an
conle = U :t2" en el caso 7 < 0, se define 2, = 0.

0=1yhnl=e 4,

En particular /2, »

Entre las diferencias divididas de la funcién g(t) = #”, que
notamos como ¢ [%,,...,t / y las funciones simétricas completas,

se establece la siguiente relacion:

tults, ot = Pomenis (36)
Trabajando en el punto ¢, se define las funciones simétricas
completas
g, (n) =t Hpy ooy Ho 0] y 045(n) = (= 1) ¢j-15 37
enlosvalores H , =t , —t conk=0,..,i-1ytclab]

Las matrices cuadradas de orden k, P, = (qiyj(n)) y

S, = (0,,(n), son regulares.
Yaque H =1, —t yH—t ~t
(t—t) -H=H,
En el caso partlcular de que t* = tn se tiene HH: —H’. con

j=0..1—-1

Las diferencias divididas de la funcién g satisfacen la pro-

; es posible escribir

con] = 0,...,2—1.

piedad:
gltwtis, .. Zqzm ], 9" (£) (38)
Si H = max{H,|,...,|H, |} Y cOmo g, (n) tiene orden j—i

en H, es posible escribir, basandonos en este tltimo resultado

la 51gulente expreswn

bty £)+0 ("
gl gq o o)

con t=1,..,p
Considerando " =,y expresando las igualdades (39) en forma

matricial, se tiene

g(t.)
g[tn] (JM(’IL) qu,(n) gr (tn) O(HI')
- i (0) o g ! O
gl : I ] e :(n) o :(n) 1 . (: ) o)
Gltoy st o)) \gu(n) - gu(n) 9" " (t) O(H)
(p—1)!
y como g, ,(n) = h,; en los argumentos H,,...H, . . es posi-
ble escribir
g(t)
gt 1hiy - hiya(n) g (in) O (H")
tn,tn—1 01 . h‘lp*Z —| O(H"
glestead |_|O L )] T JOU
g[tm"wtn*(pfl)] O 0 1 g(pil)(tn) O(H)
(p—1)

4 Entre las funciones simétricas elementales y completas se establece la

relacion:

D (=1) s ey

r=0

vm=zn=1ly a>m—n
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di—lj—l(n) _Hn—j+20iJ'—1(n) para l,] > 2 (Vl-
go-Aguiar, 1999), si se tiene en cuenta que ¢ = £ , entonces:
10 0 0 0 0

Ya que Gi.j(n) =

01 — O'z.s(n) - 0'2.1(”) - Uz;(n) e — (72p( )
00 1 osi(n)  0ss(n) - — Uzp( )

S =10 0 0 1 4)(n) 6., (n) | 42)
00 0 ' o1

La expresion recurrente de la matriz A™ , se obtiene mediante

la expresion:

A =M, XP,,XN,=M,XS,, XN, 43)
es decir

_(j_l)ldj-i(n) C.
di;= Gi—1)1 con 4,7=1,...,p 44)
donde
M, = (m;), es una matriz diagonal, tal que m; = 11_" con i =

0..p—1yN,= M‘Ip.
Las expresiones (43) y (44) permiten calcular la matriz A™ , me-
diante recurrencia, utilizando la matriz S’fp’n.

Sustituyendo (44) en (28), (29), (30) y (31), es posible defi-
nir el método multipaso explicito, usando la siguiente notacion:
x es la aproximacion al valor de la solucion en ¢,

x' es la aproximacion al valor de la derivada de la soluciéonen? .

Los valores iniciales de la solucién x(¢) en los puntos ? ,...,tp_l

SON: X),....X, ;.
Los valores iniciales de la derivada de la solucién x'(t) en los

puntos f,,...t, , son: x.x

Xy g
La expresion formal, del método multipaso explicito, basado

en G-funciones, es

Zoor = 2,Go (R) +2,Gi (h +eZAg[tw, ]
’ (45)
con n=p—1
T = 2,Go(h) — @z, G (h) + €2, Nigltu, ... tu-ii-v)]
0 ; (i-1) (46)
con n=p—1
donde
p—1
A= 716,:1:(n)Grz(R) con i=1,...p 7)
7=0
Ni=2416:1:(n)Gi(h) con i=1,....p (48)
7=0

4. Método implicito de p pasos
para osciladores perturbados

De forma similar al caso explicito, la matriz de la que se obtie-

nen los coeficientes dl.j se nota como B”p, siendo la matriz B )

1 R[h PRl P,[n]
0 1 1RO -~ 1P[h0]

B,=|0 0 1 - 2'P,[h,0— H,] 49)
0 0 0 1

(p+1)x(p+1)

Designando por ()1, = B, = (B,")", se puede escribir

pt1

D glbuesy oy busron] dil (G =1)1---
= | i=1
PO (50)
2 22ty bl di (p + 1) (4)
i=1

hxp
Procediendo de forma analoga al caso explicito, se obtiene:
T = 2,Go(h) + 2, G1(h) +
1953() P RSRARI PARCER VY 1Y

=o\is
=2,Gy(h) +',G1(h) +
+e§ ] (ZO dijor (i

j

2 =12,Go(h) —az.G (h) +

+€Z<Zg [ASTN RS ]dwﬂ( 1)!>Gj+1(h)

7=0 \i=1

(1)

'G,H(h)>

=12,Go(h) +2,G1 () + (52)

n+1 -1) <Z dwﬂ

p+l

+6zg[tn+1, 'G]+Z(h)>

Llamando

Y4
r=>dGi—-1)!G
Fli = ﬁ:di.frl (’L - 1) !G7'+1 (h)

63)

(64

coni=1,..,p+ 1, se obtienen para un método multipaso impli-

cito, las formulas siguientes

Tor1 = 2.Go (h) + .’L',nGl + 52 I ig [tn+17 Cns1—Gi- 1)] (55)
p+1
2o =2,Go(h) — az,Gi (k) + € X Tigltus, oo tiic] - (56)

Una vez conocida la matriz B"p, se establece un calculo recurren-

te a través de la matriz S > DI €l método implicito, siendo la

matriz Sp il
1 —h.a 0 0 0 0
0 1 — Uz;(ﬂ) - 0 1(%) — Uza(ﬂ) = 62;#1(”)
0 0 1 d“(n) O';a(ﬂ) = Gﬁ.l/+1(n)
S =g g 0 1 0i5(n) - = 04n(n) (67
0 0 0 0 I I
donde
0:;(n) =0i1;1(n) —H, ;1301 (n) (58)

con i,j > 2, (Vigo-Aguiar, 1999)

La expresion recurrente de la matriz B”p, se obtiene mediante



la expresion:

B, =M,  XP, i X Nyi1 = My X Sy i1 X Npia (59)
es decir

di; = % con t,7=1,..p+1 (60)
donde

M, = (my) -1 es una matriz diagonal, tal que m; = 11_!’ con
i=0,...py Np+1 = M—IM.

Las expresiones (58) y (59) permiten calcular computacio-
nalmente la matriz B”p, por recurrencia, utilizando la matriz
S ir

Sustituyendo (59) en (51), (52), (53) y (54), es posible defi-
nir el método multipaso implicito, usando la siguiente notacion:

x, es la aproximacion al valor de la solucion en ¢,

x' es la aproximacion al valor de la derivada de la solucién

ent.
n
Los valores iniciales de la solucion x(#) en los puntos ¢ ,...,tH
SON: X..00X, .

Los valores iniciales de la derivada de la solucién x'(#) en los

t  son:x'

puntos to,..., 1 P

!
X

La expresion formal, del método multipaso implicito, basa-

do en G-funciones, es
ptl

o1 = T.Go (h) +2,.G (h) + 52 Fig [tn+17 ---,tnﬂ—(i—l)]
i=1

(61)
conn>p—1
w1 =2,Go(h) — ax. G (h) + €2, T ety ooy but1— (-1
21 = 2',Gy(h) — @z, Gi () ;g[ 1] 62)
con n > p—1I
donde
[=> 10,:.G2(h) con i=1,..p+1 (63)
Jj=0
=2 10,:1,Gui(h) con i=1,..p+1 64)

j=0

5. Método predictor-corrector
de p pasos para osciladores perturbados

El método predictor-corrector, con tamafio de paso variable,
de p pasos, para osciladores armonicos perturbados, se define
como el que tiene como factor predictivo el método explicito, y

como método corrector el implicito, ambos basados en G-fun-
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ciones y con las definiciones anteriores, dadas en (45) a (48) y
(60) a (63). Es decir, el método predictor-corrector empleado es
del tipo P(EC) “E !, con t = ¢« = 1 (Lambert, 1991).

5.1 Experimentos numéricos

En esta seccion, cuatro problemas muestran el buen comporta-
miento del nuevo método basado en G-funciones, comparando
la precision de este, frente a los conocidos codigos:

LSODE, que obtiene soluciones numéricas utilizando el in-
tegrador Stiff Livermore ODE.

GEAR, que obtienen soluciones numéricas por medio del
método de Burlirsch-Stoer, de extrapolacion racional.

MGEAR [msteppart] que es un método multipaso, suscepti-
ble de ser aplicado a problemas stiff.

Los problemas propuestos son conocidos problemas test, de
los que su solucién analitica estd calculada, lo que permite la
obtencion de los errores relativos de la posicion x(f) asi como
de la velocidad x'(2).

Aun siendo conocida su solucidon analitica, los problemas
propuestos presentan dificultades en su integracion numéri-
ca mediante cédigos LSODE, GEAR y MGEAR, entre otros,
adaptados al calculo de soluciones de este tipo de osciladores.

Para realizar la comparacion de los errores producidos se
ha utilizado la implementacion en MAPLE de los cédigos an-
teriormente citados, para asegurar que los resultados no son
distorsionados por una deficiente programacion que favorezca

el nuevo caodigo.

Problema I
Consideremos el oscilador armonico perturbado, altamente os-
cilatorio.

x” + 400z = 50sin (20¢) (65)

con z(0)=1y 2'(0) =—%

La solucién exacta y su derivada, se expresan mediante las

ecuaciones:
z(t) = <1 — %)cos (20t) (66)
x' (t) = 25t —20sin (20¢) — %cos (20¢t) 67)

Este problema, corresponde al problema general propuesto por
Petzold (1981), para A = 50y & = 40.
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En la figura 1 se contrasta el grafico del logaritmo deci-
mal del valor absoluto del error relativo de la solucion x(t),
obtenida con 40 digitos y contrastados con los graficos del
logaritmo decimal del valor absoluto del error relativo de la
solucion que proporcionan los métodos LSODE[backfunc]
con tol = 10777, MGEAR con errorper = 10 y GEAR con
errorper = 1075,

En la figura 2, se contrasta la derivada x'(¢) bajo las mismas

condiciones.
el
MGEAR
-104
. | N | LSODE'
-1a} N\M' WW
s
& 18}
o
o
-181 GEAR
-20f
221 G-FUNCIONES
2 a 6 8 10

t

Fig. 1 x"+ 400x = 50sin(20t), x(t) posicion.

MGEAR
10}

LSODE

f’Iw’WWWMWWWM

-16]

B

log(error)

-18¢ GEAR

20l

G-FUNCIONES

224

2 4t =] =3 10

Fig. 2x" + 400x = 50sin(201), x'(t) posicion.

Problema II
Consideremos el oscilador armoénico con perturbacion periddica,
altamente oscilatoria y proporcional al parametro de perturba-

cion (Garcia-Alonso, Reyes, Ferrandiz. and Vigo-Aguiar, 2009b).

z" (t) + 2 () = cos (100¢)

_ 9998
=(0) = 9999 (68)
2 (0)=1
La solucion exacta y su derivada, se expresan mediante las
ecuaciones:

. 1

x(t) = cos(t) +sin (¢) — % (69)
z' (t) =sin(t) +cos(t) — 100sin (100¢) 59189%0%) (70)

En las figuras 3 y 4 se contrastan los graficos del logaritmo de-
cimal del valor absoluto del error relativo de la solucion x() y
de su derivada x'(t), respectivamente, obtenidas con 40 digitos y
contrastadas con los graficos del logaritmo decimal del valor ab-
soluto del error relativo de las aproximaciones a x(¢) y x'(t) que
proporcionan los métodos LSODE[backfunc] con tol = 1077,
MGEAR con errorper = 1073 y GEAR con errorper = 1075

-104 MGEAR

121

L1al LSODE

-164
GEAR
T

log(error)

-204

-224 G-FUNCIONES

-244

26}
o 2 4 =] E= 10
t

Fig. 3x"(t) + x(t) = cos(1001), x(t) posicion.

-10t MGEAR

-12]

log(error)

G-FUNCIONES

) 2 4t =] =] 10

Fig. 4x"(t) + x(t) = cos(1001), x'(t) posicion.

24



Problema III
Consideremos el PVI:
X'+ kPx = k%t

x(0) = 1075

x(0) = 1— 10%kcot(k)
donde k = 314. 16, propuesto por G. Denk (1993), como un pro-

(71)

blema test, altamente oscilatorio.

La solucion analitica y su derivada, se expresan como
z(t) =t+107°(cos (kt) —sin (kt) cot (k) )

2 (t) =1—10"(sin (kt) + cos (kt) cot (k))

(72)
(73)

De forma analoga a los dos casos anteriores, en las figuras 5y 6,
se contrasta la precision del método multipaso, frente a los mé-
todos LSODE[backfunc] con fol = 10-?’, MGEAR con error—
per = 1077y GEAR con errorper = 1077,

Problema IV

Consideremos el oscilador armoénico con funcion de perturba-
cioén que no depende explicitamente del tiempo, que supone una
generalizacion del propuesto en Garcia-Alonso (2008), descrito

por las ecuaciones:
2"+ (1+2z) (z—cos(100t)) + 10000 cos (100¢) = 0

z(0)=1, 2(0)=0

Con solucion analitica y derivada, altamente oscilatorias, da-

(74)

das por las expresiones:
x(t) = cos(100¢t)
x'(t) = —100sin(100¢)

(75)
(76)

En las figuras 7 y 8 se contrastan los graficos del logaritmo de-
cimal del valor absoluto del error relativo de la solucion x(%) y
de su derivada x'(?), respectivamente, obtenidas con 40 digitos
y contrastadas con los graficos del logaritmo decimal del valor
absoluto del error relativo de las aproximaciones ax(?) y x'(t) que
proporcionan los métodos LSODE[backfunc] con fol = 1077,
MGEAR con errorper = 10717y GEAR con errorper = 1077,

6. Comentarios finales

A pesar de la gran precision que se puede obtener mediante el mé-
todo basado en series de G-funciones, este presenta la dificultad
de solo poder aplicarse en algunos casos, debido a la complejidad

de los célculos preliminares necesarios para el disefio de las re-
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MGEAR
-153

-164

~

.17
LSODE

N

log(error)

-20] GEAR
21]
22 G-FUNCIONES
234
o 2 a9 -] k=3 10

t

Fig. 5x" + k’x = It con k = 314.16, x(1) posicién.
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Fig. 6 x" + I’x = Ikt con k = 314.16, x'(t) posicion.

MGEAR

log(error)

G-FUNCIONES

5] =3 E G C] 5
t

Fig. 7 x" +(1+x)(x-cos(100t))+10000cos(100t)=0, x(t) posicion.

log(error)

G-FUNCIONES

2 4 S a 10
t

Fig. 8 x" +(1+x)(x-cos(100t))+10000cos(100t)=0, x'(t) posicion.

~
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currencias que utiliza el algoritmo. Ademas, estos calculos preli-
minares deben realizarse de forma especifica en cada problema.

En este articulo se resuelve la dificultad anterior, transforman-
do el método de series de G-funciones en un algoritmo multipaso.

A tal efecto, se aproximan las derivadas de la funcion de per-
turbacion, mediante diferencias divididas.

Basandose en las relaciones existentes entre las diferencias
divididas y las funciones simétricas elementales y completas, se
establecen recurrencias que permiten, mediante un procedimien-
to algebraico sencillo, calcular los coeficientes del nuevo método,
lo que facilita su implementacion en un computador.

Se construyen tanto métodos explicitos como implicitos y
basados en ellos, un método predictor-corrector que integra
exactamente el problema homogéneo.

Los nuevos métodos construidos son de paso y orden varia-
ble, es decir son del tipo VSVO y mejoran los métodos SMF,
conservando las buenas propiedades de este.

El buen comportamiento de los nuevos métodos se pone de
manifiesto, al aplicarlos a problemas test, contrastando los re-
sultados obtenidos frente a otros conocidos integradores numé-
ricos, tales como LSODE, MGEAR y GEAR.
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