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Resumen

En el presente articulo se generaliza la conocida regla de inte-
gracion numérica de Simpson, para mallados de cualquier tipo.
Particularizando para mallados lineales, se recupera la conoci-
da regla de Simpson. Se deduce una expresion para mallados
exponenciales y se aplica al calculo de integrales impropias. Se
contrastan los resultados con los calculados de manera exacta,
constatandose un error relativo del mismo orden de magnitud

que la tolerancia en el criterio de parada.

Abstract

The present article generalizes the known rule of Simpson’s nume-
ric integration, for meshes of any type. The well known Simpson’s
Rule could be obtain with a particularizing it for linear meshes. It
deduces an expression for exponential meshes and it is applied to
the calculation of inappropriate integrals. The obtained results are
compared with the calculated in exact way, proving a relative error

in the same magnitude order than the tolerance for the stop’s criteria.

1. Introduccion

Este trabajo se encuadra en las practicas de laboratorio de la
asignatura de Métodos Matematicos I, impartidas en la Escuela
Técnica Superior de Ingenieros Industriales de la Politécnica de

Valencia [1]. En esas practicas, los alumnos se familiarizan con

los métodos mas conocidos de integracion numérica. El alumno
puede comprobar como estos métodos tienen limitaciones en el
calculo de integrales impropias. Este trabajo propone que el alum-
no experimente con un método de Simpson generalizado, que uti-
liza mallados exponenciales, para ver como se puede obtener un
error relativo aceptable en el calculo de esas integrales impropias.

La exposicion de los procesos propios de la Matematica, en
este como en otros temas, debe estar acompaifiado de una profun-
da concepcion metodologica que rebasa las propias exigencias de
la ciencia pura, que permita situar al estudiante, mas que en un
simple espectador de los resultados, en un individuo que aprende
y es capaz de participar del proceso, que permita por tanto una
mayor socializacion del aprendizaje; pues la presentacion riguro-
sa de los contenidos, no es suficiente para conseguir la meta, de

que cada interesado aprenda, con su propio ritmo.

2. Regla de Simpson
para un mallado cualquiera

2.1 Polinomio interpolador

en un subintervalo

Consideremos la funcion /(@) = exp (—2°) , que es la base de
la funcion de distribucién de la teoria de errores, de mucha
aplicacion en el estudio de problematicas que se extienden in-

cluso a las ciencias sociales, como procesos con distribucion
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normal. Esta funcién, a pesar de tener muy buenas propieda-
des, de continuidad y derivabilidad, no admite primitiva en
términos elementales y requiere de otras técnicas para poder
encontrar los valores de la integral definida, sobre intervalos
acotados y no acotados, como puede ser la posibilidad de sus-
tituir esta tal funcion, por otras mas simples, que se le parez-
can suficientemente, y sustituyan el papel de la primitiva de
la funcién dada.

Supongamos que tenemos un conjunto impar de puntos

{(Ii, yi)}i:l....,ZnH .

de tres puntos consecutivos de la forma (@oj-1,9-1) , (@, y7) R

El polinomio interpolador de Lagrange p;

(@01, 711) ,conj = I..n, tiene la siguiente expresion
YZi (l') = y2]71L2]71 (1') + y21L2j (Z‘) + yszngﬂ (1')

donde

e
L) = )
Luno) = 2=

Agrupando términos queda,

P](Z‘) _ Yoj-1 [.’L’Z - (.’132]' + $2j+1)x + x2j+lx2j]
(@1 = Ty (D1 — T7)
+ Yo [2° — (@1 + Ty )T+ Ty 1 201
(@ — sz’—l)(fvzf - l”zf‘ﬂ)
Yoior [ — (@1 + ) + 2911
(@1 — sz—l)(ﬂfzj'ﬂ — )

+ @

2.2 Integral del polinomio
interpolador en un subintervalo

Integrando la expresion (1), resulta

I;= fl‘zm p; () dx = Pyy + Py @

-1

donde

Tie1 — Ty _ (ivzj' + $27'+1) (-ngﬂ - »ng—l) +

Yai-1 3 2

3
P = Toj+1To (l'zjﬂ - xzjfl)
o (l"zj—l - »sz) (l"zrl - »Tzi)
Tye1 — Ty (xzj'ﬂ + xz_,,l) (xfjﬂ - xfjﬂ)
: - +
Ysj 3 2
Toj1Tojer (Toje1 — Toj1) @
25— 27+1 27+1 271

sz _ j— 1425 j j

(.’L'zj - .Z‘2j—1) (.’L'zj - x2j+1)
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Tie1 — Ty _ (»TZJ'H + $27') (-ngﬂ - »ng—l) +

Yair1 3 2

®)
Toj-1L25 (.Z'z]'ﬂ - 1'2;‘—1)
sz.71 =
(-sz'ﬂ - -Tzi—l) (-szﬂ - -Tzi)

Sustituyendo las siguientes identidades en (3)

3 3 2 2 2 2
Toj+1 — Xoj—1 — (-T2j+1 - 1'2]'—1) (-szﬂ — Xyj+1 21 +-T-2;’—1)
I§i+1 - -ng—l = (-sz'ﬂ + -Tzi—l) (-Tz]'ﬂ - -Tzi—l)
y operando, se obtiene para P2j71

2 2

P = Yaj-1 [$2j'+1 + T+ 1Toj-1 — 2-T2j—1 - 31’2]‘1'2]'“ + 3952/562]'—1]

i =

! 6 (x2j—1 - .'1321) '
_ Yy (x2j'+1 + 211]2]'—1 - 3.7)2j)(.7]2;‘+1 - .’L'Zj—l) (6)

6 (xzrl - $27') '
Yoj-1 ( Toj+1 — Ly
= 2— Toje1 — Tyj1).
6 Ty — Ty ( 2j+1 2 1)
Analogamente, para sz y szﬂ nos queda
3
_ Yoy (Tyo1 — Ty-1)
P‘ijl - ’ (7)
6 (.732;' - .1'2]’—1) (x2j+1 - .772]')
Yoj+1 [ Tojr1 — Ty

P = _— . — Toiz1). 8

21 6 Ty — Toje (.szﬂ Tyj 1) ( )

Sustituyendo ahora (6)-(8) en (2), la integral de Simpson resulta,

Loj+1 — Ty

Yoima (2 N Z'z; - ;vzjfi ) *

Yoy (-T2j+1 — xzj‘—l) :
(.Z'Qj - .I'zj—l) (.’L'Qjﬂ - .’L'zj)

Toj — Toj—1

(2= 2280

De acuerdo con la figura 1, definimos la distancia de la parte
izquierda y derecha de cada subintervalo como

_ Type1 T Ty

+ ©

IJ-I = Xy — Tyj-1, (10)

Tii= Xoyj+1 — Ty, (11)

[ I
L I

L1

xzj -1 xzj 2j+1
Fig. 1 Subintervalos izquierdo y derecho.
lj"’?"j = Tyj+1 — Tyj-1- (12)

Sustituyendo (10)-(12) en (9), queda finalmente

Lt v L+m)” :
]j:fTT/ y2j+l<2—%)'Fyy%—’_yzj*l(z_%)] (13)

2.3 Regla de Simpson generalizada

Para calcular numéricamente la integral definida de una fun-

ciéon dada f(z), podemos aproximar la funcién f(x) por una
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funcion a tramos definida por cada uno de los polinomios in-

terpoladores p, (x), en cada uno de los subintervalos (z Ty z;+1)

f( ) pl( ) T e (‘TZJ 1, Loj— )
donde
yi=f(x:) i=1,..2n+1

Por tanto, tomandox, =a y =, . = b, el computo aproximado
de la integral deﬁmda vendra dado por

I:Z[If(x)dxzzz:l,-. (14)

Teniendo en cuenta la expresion obtenida en (13), la integral

definida dada en (14) se puede aproximar como sigue

7 (lj+'r.)2
Z) +f(372f) TDJ +

+f (x-z,ﬂ)(z - %) " (15)

< 21 2—
1~l21+r, ()

3. Regla compuesta
de Simpson y Cuadratura Gaussiana

2n+1

De acuerdo a (10) y (11), si los puntos {z:}:"}" se hallan equies-
paciados por una distancia 4/2, entonces se cumple que,
r=1=h/2 (16)

Sustituyendo (16) en (15), recuperamos la conocida regla com-

puesta de Simpson [2],

I~ %Z:f(l“zrl) + 4f(x27') +f(x2”“)’

~ ﬁ f(1'1) +4f(l'2) +2f(.’L'3) + ..+
+2f (221) + AF (22) + f(2201)

El error € cometido al aplicar esta cuadratura esta acotado de la

a7

siguiente forma [3],

(UnlR 7)1 (18)

max |
Eelab]

a)
€ <9880

En la regla de Simpson, todos los puntos del mallado equidistan
h/2 entre si, siendo el paso de integracion de cada subintervalo /.
Si conservamos este paso de integracion / con un mallado lineal
para los nodos impares (véase figura 1), pero elegimos adecuada-
mente el punto intermedio de cada subintervalo (es decir, los no-
dos pares), podemos mejorar el error dado en (18). Efectivamente,
tomemos el siguiente mallado lineal para los nodos impares
Ty =h(j—1)+a, j=1,.,n+1,

donde x, = a. Para que el ultimo nodo x,
n+l

(19)

= b, hemos de tomar

como paso de integracion

b—a

h==,

(20)
Por otro lado, este paso de integracion h, segtn (12) y (19), ha de ser,
h=1l+r bl
Para elegir adecuadamente los nodos pares, consideremos en prin-

cipio, la siguiente proporcion constante entre los nodos izquierdo

y derecho

B:= l] (22)
]

Eliminando r de (21) y (22), obtenemos
h

L=11g 23)

Ahora bien, segtin (10), los nodos pares vienen dados por la
expresion
Ty = Toj1 T (24)

Por tanto, sustituyendo los resultados dados en (19) y (23), llegamos a

xzj:h<j—1+ﬁ>+a 25)
Por otro lado, teniendo en cuenta (22), resulta que
G+mn) _ (1+p)°

Sustituyendo (22) y (26) en (15), tenemos que la cuadratura
para el mallado dado en (19) y (25) es

o J (@ )(2 B)+

= 6 /Zl+f 2/) 1 4_35) +f(fl'zj+1)<2 _%>

Vamos a determinar el parametro /3 de tal modo que para calcu-

@7)

lar 7 solo tengamos que evaluar f'en los nodos pares. Para ello,
consideremos el siguiente sumatorio /’, donde solo tenemos en

cuenta los nodos impares en cada subintervalo

I':= igf(fzj—l) (2—-8) +f(x2j+l)<2 - %) (23)
Desarrollando (28), llegamos a
(2 B[fxl +foz71]
+<2 1 ) Zf Toj+1 +f(1'z]+1)j|
29
SRV ORICEVES 3) WCHNES

+<2—%)f(b).

Podemos anular el sumatorio dado en (29), escogiendo un /8
que satisfaga



4—p— ,8 (30)
Despejando 3, obtenemos

B.=2+43 (31)
Por tanto

(12{8 )’ =6, 2—B.=FV3, 2— :J_rﬁ (32)

Sustituyendo (32) en (27), nos quedan las siguientes cuadraturas,
. . f(b)—f(a)}
F=h y) £

{; f(z3) o3 | (33)

donde, sustituyendo el valor de . (31), en la expresion dada

para los nodos pares (25), vienen dados por

Ty = %(2]'— 1¥ %)4-(1.

Haciendo la media de las aproximaciones dadas en (33), nos

(34)

queda,
I + I _

I~ h Z Flab) +f(z3) (35)

La expresion dada en (35) es precisamente la cuadratura gaus-
siana para 1 punto por subintervalo [4]. El error cometido por
esta aproximacion [S] es menor que el dado para la regla com-

puesta de Simpson (18)

ba) sl £ (&),

a
€ <390 max

Esta mejora en el error es logica, pues hemos elegido los nodos
dentro de cada subintervalo de tal modo que eliminamos las

evaluaciones en los nodos impares.

4. Regla de Simpson
para un mallado exponencial

Tomemos un mallado con la siguiente expresion para los nodos
impares,
Toj—1 = a7 H+ a, ] = 1, () +1 (36)

donde llamamos H a la longitud del intervalo de integracion

H:=b—a, 37)
y tomamos el pardmetro o como

€ (0,1). (38)
De acuerdo al mallado escogido, observemos que

=a"H+a 39)

El valor de x, esta tan proximo a “a” cuanto queramos, pues
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se cumple que limx, = a .
Por otro ladg, N

Tyt = b (40)

Tomemos ahora una proporcion constante en cada uno de los

subintervalos, de tal manera que se satisfaga al igual que en (22)

B=. @)
'

El tamafio de cada intervalo sera

hy:= Tojoi — 51 = @' "H (1 — @) 42)

Ahora bien, segtin (10) y teniendo en cuenta (41), tenemos que

hj:lj"'?"f:(l"'ﬂ)lj (43)

Eliminando h. de (42) y (43), llegamos a

L= 1 " /3, (44)
De acuerdo con (10), los nodos pares tienen la siguiente expresion
Ty = Ty H 45)
Por tanto, sustituyendo (36) y (44) en (45), llegamos a
l—«a
= oo ile+15%) @)

Por otro lado, teniendo en cuenta (41), obtenemos la misma ex-
presion que en (26)

o) _Q+py -

Sustituyendo ahora (42), (41) y (47), llegamos a la siguiente ex-
presion para la cuadratura,

[ay)(2=6) +

1= -0 %e ) 4|

+f($2f+1) (2 - %)

48)

Evaluemos ahora el siguiente sumatorio /', donde hemos tenido

en cuenta solo los puntos extremos de cada subintervalo en (48)

n 1+p’,
P g0 ) Q= B) 1)

o —I—f(xgjﬂ)(Q —%)

I'=(2- B)[a/" 'f(z) +Za/" TF (291 ]
49)

<2 %) Za/" f (@) +f (@3-1) |
= 2~ B f) +( 25 +2-
(

ﬁ)ga’nﬁf(i@m) +
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Analogamente al caso lineal, podemos anular la sumatoria

dada en (49), escogiendo un /3 que satisfaga,

2_
a5+2—%=0 (50)

Despejando /3, obtenemos

Bi=l+at/d’+a+1 (61

Por tanto, teniendo en cuenta (40) y (51), la cuadratura queda
a'f(z)(2— B-)

I~ %(1 —a) jﬁ;a”’f(zy)% + 52

(e )

donde, recapitulando las expresiones anteriores, hemos consi-
derado:
oe(0,1), Be=1+a+ya*+a+1,

— 7 — — + — n—j l_a
H=b a, .Tl—CZH'i‘U/, Ty = /H<a+1+81>

5. Aplicacion del mallado
exponencial a integrales impropias

Cuando tenemos una funcién f(z) que varia fuertemente en el en-
torno E' de alglin punto ¢, por ejemplo una funcién con una asin-
tota vertical o con una fuerte oscilacion en c, la conocida regla de
Simpson falla. Si la funcion oscila fuertemente en £, un mallado
lineal no es adecuado, porque aplicar el mismo paso de integra-
cion requerido en E para obtener una buena aproximacion a todo
el intervalo de integracion seria muy costoso computacionalmen-
te. Si tenemos una asintota en ¢, la tradicional regla de Simpson
también falla; o bien, porque alguno de los nodos cae sobre ¢ y
entonces la aproximacion se va a infinito; o bien, sino hay ningtin
nodo sobre ¢, porque el error cometido es muy alto, ya que la ma-
yor cantidad de area bajo f{x) se concentra en E. Por tanto, para
una funcién que varie fuertemente en £, es conveniente tomar un
mallado no lineal que concentre los puntos en E, evitando tomar
ningun nodo c. El mallado exponencial explicado en la seccion
anterior se ajusta convenientemente a este caso.

Sitenemos ¢ € [a, b], podemos desglosar la integral / en una

parte izquierda /, y otra derecha /.

1:=[’f(x)da:=[f(g;)¢r+[bf(x)dx, 53)

donde
L= f ‘ f(z) da (54)
1= [ f@)ds (55)

Haciendo el cambio z = a + ¢ — x en (54), llegamos a que (53)

se puede expresar como

1= ["g@du+ [ fx)dz,

donde la funcion g(x) = f(a + ¢ — ) tiene ahora el punto de fuer-
te variacion en x = a. Ahora, cada una de las integrales /,e I se
pueden aproximar utilizando la cuadratura para mallados expo-
nenciales dada en (52). Cuando el punto de fuerte variacion es
una asintota vertical, es preferible tomar en (51) 8_, pues el ajus-
te serd mas adecuado tomando el nodo par del subintervalo en el
lado izquierdo, es decir, en donde la funcion crece o decrece mas
rapidamente. Cuando el punto de fuerte variacion sea una fuerte

oscilacion, podemos tomar el valor medio dado en (35).

5.1 Refinamiento para funciones
con asintotas verticales

En el caso en el que tengamos una asintota vertical, podemos
refinar el resultado dado en (52). Considerando por ejemplo 7,
basta observar en la figura 2 que el intervalo de integracion al
aproximar por un mallado exponencial es realmente (z,,c), por lo
que nos queda por aproximar el subintervalo residual (a,z,). Para
ello, podemos utilizar el polinomio interpolador pl(x) que pasa
por los puntos (z,y,), (r,4,), (r,y,), y utilizarlo en el intervalo
de integracion (a,z,). Teniendo en cuenta (2)-(5) y llamando [, al

refinamiento, obtenemos

IO:: /.l,l p]_ (x)dl‘ :PI(O) _’_P?(O) +P3(O)7 (56)

a

donde

a0 Gora)ioa),
PO = f(.’l?l) | 3 2 + 232, (271 a) 57)
l (xl - ﬂfs) (.’I/'l - 1'2) ?
[(zi—a)® (r+x) (xi—d?)
P(”) _ f(xl) | 3 - 2 + T3 ({L‘l — a) (58)
2 (x‘l - .’L'1) (1'2 - IL':;) ’
T
PE(O) _ f(xE) 3 2 + 11 (.’,271 a) (59)

(333 - 1"2) (CCs - »Tl)



Jix)

Fig. 2 Refinamiento para el caso de una asintota vertical.

5.2 Integrales con un recinto
de integracién infinito

Cuando tenemos una integral impropia con uno de los limites

de integracion con un valor infinito, como por ejemplo,

I:zf”“f(x)dx

podemos hacer el siguiente cambio de variable
dr = sec’(z') dz (60)

para obtener un recinto de integracion finito

x = tan(z’),

I= /1%( fltan (z')]sec’ (z') dx 48)

Ahora, el integrando dado en (61) tiene una asintota vertical en
i% , por lo que hemos de considerar este punto como un punto

de fuerte variacion.

6. Resultados numeéricos

Se ha elaborado un programa que implementa el método des-
crito anteriormente. Este algoritmo va afiadiendo puntos al ma-
llado exponencial hasta que se cumple el siguiente criterio de
parada, | —I...| < & donde, segun (52), L =a'f(z) y, de

acuerdo con (40),

i (Z*’H(

1
+
1+3> ¢
A continuacién se ofrece una tabla con los valores aproximados

de la integral Iaprox utilizando un mallado exponencial para diver-
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sas funciones f (z). Se ha observado que I es més preciso que I,
véase (52), presumiblemente porque el nodo z, esta mas cerca

del punto de fuerte variacion que el x5 . Por tanto, se ha tomado

= I". En todos los mallados se ha utilizado un valor de @ =

aprox

0,9 y una tolerancia € = 107. Todos los valores se comparan con

el valor exacto [

exacta

, por medio del error relativo 7.

Iexacta - Iz\prox

77 ’ ]exacta

El valor n representa el nimero total de evaluaciones de la fun-
cion f(z). Los puntos que presentan una fuerte variacion en el

intervalo de integracion [ a, b | se denotan con c.
6.1 Ejemplo en MATLAB

Se han elaborado unos codigos en MATLAB que implementan
los métodos que se han presentado en este trabajo. En el Apén-
dice se detallan estos programas en MATLAB. Para utilizarlos,
lo primero que tenemos que hacer es definir el integrando como
una funcién anénima. Por ejemplo, la funcién , se introduciria,
en la ventana de comandos de MATLAB, como
>> f = @Q(x) exp(—x)./sqrt(abs(x));
Para integrar esta funcion en [ —1,1 ], teniendo en cuenta que

presenta una asintota vertical en z = 0, podemos teclear,

> [[,n]=simpson _ puntos _ fuertes(f,—1,1,0,1)

I =
4.4189

408

donde I es el resultado de la integracion y 7 el nimero puntos
que se han usado en el mallado. El ultimo argumento de la fun-
cion lo hemos tomado 1 para que evalue el residuo. Si queremos

evaluar ahora el error relativo de la funcion, basta teclear,

>> eta=error _ rel(f,—1,1,0,1)

eta =
9.4621e—006

Para mas detalles en el manejo de MATLAB consultese [6].
6.2 Tabla de resultados

En el cuadro 1 se ofrecen unas cuantas funciones que presentan

puntos de fuerte variacion de diversa indole.
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Cuadro 1.
f(x) [ a7b ] c exacta 77 n
¢ _ Jrlerf(1) — dert (i -6 408
NEd [—1,1] 0 [erf (1) (4)] 9,46 10
¢ "log| x| [—1,1] 0 Ei(—1)-Ei(1) +ir 8,60 1079 272
sin’( L) (0,7 ] 0 3T rcos(L)-si(2) 2,12 10~ 91
sin[log ()] (0,7 ] 0 %{sin[log(n’)]— cos[log ()]} 6,34 10 81
cot () [0,m/2] 0, /2 n@ 8,24 107 286
tanh ™ (z) .
s [0,1] 0,1 5 —log(2) 7,90 107 207
L 1
erf ' (z) [0,1] 1 7z 1,78 10 123

7 Tlog (2) _ 2\ (21 .

T [0, 0] 0 72 csc( 3 )cot( 3 ) 1,26 10 530
¢ “log(z) [0,00] 0 —r 3,85 10 169
et —e” e
— 0, o] 0 9 2,35 10—5 142

. e’ — ,
Las funciones ﬁ y¢ log| x| presentan una asintota ver-
tical en ¢ = 0. Las funciones sin’ (%) y sin[log (z)] presen-

tan una oscilacion violenta en ¢ = 0, por lo que no tiene sentido

considerar el refinamiento propuesto en la seccion 4.1.

La funcion v cot () presenta una asintota vertical en ¢ = 0.

Aunque en ¢ :% no tenemos otra asintota vertical, pode-
mos considerar que el entorno de ¢ = % , la funcién experi-

menta una fuerte variacion, ya que la pendiente en dicho punto
se hace infinita. En ambos casos, ¢ = 0, % , se ha conside-
rado refinamiento. Un situacion similar ocurre con la funcion
tanh ' ()
Jz

te infinita en ¢ = 0.

, pues presenta una asintota en ¢ = 1 y una pendien-

La funcion erf ' (z) presenta una asintota vertical en ¢ = 1.
Las tres tltimas funciones tienen un recinto de integracion infi-
nito, por lo que hemos de hacer el cambio de variable dado

en (60), para poder evaluar estas integrales. Las funciones

- - . .
z 3110g (z) y ¢“log(z) tienen cada una, una asintota verti-
+x

cal en ¢ = 0. La funcion tiene una indeterminacion en ¢ = 0. El

programa, al hacer el cambio de variable dado en (60), consi-
dera automdaticamente el punto en % como un punto de fuerte
variacion, tal y como se coment6 anteriormente.

Por lo general, se constata que el error relativo 7 es del mis-
mo orden de magnitud que la tolerancia. Los tinicos casos en

que tenemos un error relativo mas grande son las funciones

que oscilan violentamente en el entorno de ¢ como sin’ (%) y
sin[log (z)] , debido a que no es posible extrapolar el polinomio
interpolador del primer subintervalo en el subintervalo residual.

En el cuadro 2 se ofrece una comparacion de los resultados
obtenidos con el presente método con otros dos métodos recur-
sivos comerciales. El primer método consiste en la cuadratura
adaptativa de Simpson (funciéon quad de MATLAB) y el se-
gundo la cuadratura adaptativa de Lobatto (funcion quadl de

MATLAB), [6].

7. Conclusiones

Por lo general, la cuadratura adaptativa de Simpson es muy

econdmica en cuanto a numero de evaluaciones, con un error



Cuadro 2.
S 7, n, 7, n, 7 N
Txl 4,8010° 396 2,50 107 667 946 10° 408
e“loglz| 65010 188 246107 458 86010 266
sinz(%> 3,01 10 598 2,35107° 6169 2,1210* 91
sin[log(z)] 49310 98 67710 169 6,3410* 81
cot(z) 35410 226 2,01107 529 82410° 286
tanh ™ (z)
= 78010 107 1,8010°° 260 7,9010° 207
v
erf'(z)  22010° 74 579107 199 178107 123
1
%gx(‘”) 3,8110° 594 6,01 10 1279 1,26 10~ 530
e“log(z) 219107 126 709107 319 3,8510° 169
ei=el 416100 70 502100 139 235100 142

relativo bastante aceptable. Con la cuadratura adaptativa de
Lobatto se mejora el error relativo, pero a costa de un incre-
mento considerable en el nimero de evaluaciones de la funcion.
El método propuesto tiene, excepto para la funcion sin? (1/x),
un error relativo mayor que ambos métodos adaptativos, con
un nimero de evaluaciones ligeramente superior a la cuadra-

tura adaptativa de Simpson, pero sustancialmente inferior a la

cuadratura de Lobatto.
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