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Resumen
En este articulo proponemos un par de definiciones mé-
tricas delinearecta parala Geometria Discreta del Taxis-
ta. Esto quiere decir que no partimos de una definicién
algebraica para las rectas, sino que usamos Unicamente
la restriccién de la métrica del taxista al plano discreto
7 x 7.. Con ello obtenemos rectas que se comportan bien
bajo la accidn del grupo de isometrias. Las definiciones
propuestas estan ligadas al halo de un punto, un concep-
to necesario que remedia la ausencia de una nocién per-
tinente de dimensidn en esta geometria discreta. Entre
las rectas encontradas se distinguen algunas relaciona-
das con las soluciones de las ecuaciones diofanticas li-
neales.

Palabras clave: Geometria del Taxista, lineas rectas,
secciones cénicas, dimensién topolégica, ecuaciones dio-

fanticas lineales.

Abstract

In this paper we propose a couple of metric definitions of
straight line for the Discrete Taxicab Geometry. In other
words, we do not presuppose any algebraic property for
the line; instead we use only the restriction of the taxicab
metric to the discrete plane Z X Z. In this way, we get strai-
ght lines that behave well under the action of the isometry
group. The proposed definitions depend on the notion of
halo, a way to remedy the lack of a proper notion of dimen-

sion for this discrete geometry. Some of the found lines are

closely related to the solution set to a linear Diophantine
equation.

Key words: Taxicab Geometry, straight line, conic sec-
tions, topological dimension, linear Diophantine equa-

tions.

1. Introduccion

La Educaciéon Matematica se conecta a veces con las mate-
maticas a través de la senda de la modelacion. En busque-
da de una propuesta para la ensefianza de las secciones
conicas a nivel secundario, hemos encontrado un modelo
didactico! que constituye, por si mismo, un objeto de es-
tudio para las matematicas. La investigacién primaria de
Bonilla y Parraguez (2013), enmarcada en la teoria de los
modos de pensamiento de Sierpinska? (2000), pretendia
que los aprendices comprendieran la elipse como figura
representada en el plano discreto (SG), como conjunto de
pares ordenados que satisfacen una ecuacién (AA) y como
lugar geométrico (AE). Para tal fin se elaboré una propues-

ta didactica de la elipse basada en la llamada Geometria

1 Modelo disefiado a partir de una transposicién didactica, esto es, segiin
Chevallard (1985, p. 39), «un contenido del saber sabio que haya sido
designado como saber a ensefiar sufre a partir de entonces un conjunto
de transformaciones adaptativas que van a hacerlo apto para tomar
lugar entre los objetos de ensefianza. El "trabajo" que un objeto de
saber a ensefar hace para transformarlo en un objeto de ensefianza se
llama transposicion didactica.

2 Sierpinska distingue 3 modos de pensar un concepto: sintético-
geométrico (SG), analitico-aritmético (AA) y analitico-estructural (AE).
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del Taxista. No obstante, la adecuacién de los contenidos
derivé en un objeto matematico distinto, aunque emparen-
tado con el plano usual del taxista. Sorprendentemente, la
dificultad principal para entender otras cénicas, como las
parabolas, radicaba en que no se tenia una definiciéon pre-
cisa de linea recta. Por esta razén, aqui nos dedicamos a ex-
plorar una nocidén pertinente para esta importante figura
geométrica.

Comunmente atribuida a Minkowski® en los albores del
siglo xx, la Geometria del Taxista se obtiene cambiando la
distancia euclidiana entre dos puntos (x,y, ), (x, y,) del

plano R? por
d([xlly1)l (leyz)) = |X1 _.y1| + |X2 -yz |

El cambio de distancia o métrica introduce modificaciones
radicales.

Fue Menger (1952) quien us6 por primera vez el expre-
sivo sobrenombre “del taxista”, evocando la manera como
un automoévil recorre las calles y avenidas de una ciudad.
Ellibro de Krause (1975) y algunos articulos aparecidos en
The Pi Mu Epsilon Journal al comienzo de la década de 1980
(Reynolds, 1980; Moser y Kramer, 1982; Iny, 1984), dieron
renovado empuje a las investigaciones sobre esta geome-
tria. No obstante, el verdadero despegue contemporaneo
de la Geometria del Taxista comenzé en 1997 con los traba-
jos de Riistem Kaya en Turquia. Ente 1997 y 2010, Kaya fue
el autor mas prolifico en este campo.

Enla Seccién 1 se introducen algunos ajustes a la Geo-
metria del Taxista (GT), convenientes para la ensefian-
za de las cénicas en la secundaria. Ellos se materializan
en la estructura que hemos llamado Geometria Discre-
ta del Taxista (GDT). La Seccién 2 se dedica al estudio
del grupo de isometrias de la GDT, el cual desempefia un
papel protagdnico en el resto del articulo. El centro de
este articulo ocupa la Seccién 3, en la cual se construye
una primera definicién conveniente de linea recta para
la GDT. En la Seccién 4 se generaliza esta primera defi-
nicion. La extensiéon del concepto de recta permite abar-

car toda una nueva clase de rectas que guardan estrecha

3 Ciertamente, las ideas centrales detras de la definicién contempora-
nea de espacio métrico ya estan presentes en Minkowski (1910, Ers-
tes Kapitel, 1).

relaciéon con las soluciones de las ecuaciones diofanticas
lineales. Finalmente, se delinean algunas conclusiones
sobre el procedimiento empleado para llegar a dichas

definiciones.

2. La Geometria Discreta
del Taxista (GDT)

En el intento mencionado de simplificacién didactica, la GT
fue modificada de tal suerte que los nimeros reales R fueron
remplazados por los enteros Z. En concordancia, aqui enten-
demos que la Geometria Discreta del Taxista, o GDT, es una
estructura matematica doble (algebraica y métrica) definida
sobre el producto cartesiano Z? = Z X Z. Al trabajar con los
enteros en lugar de los reales, se espera simplificar grande-
mente la situacion para los aprendices. En particular, se evi-
tala espinosa completitud de los nimeros reales.

Los elementos de 72 se llaman puntos, como es habitual
en Geometria. La estructura algebraica en Z? es aquella
de mddulo bilateral sobre el dominio entero Z. Es decir, la
suma se realiza en cada componente y un escalar entero
multiplica las dos componentes. Concretamente, si (x,,y, ),
(x,y,)€EZyz€ L.

Ly )+ (x,y,) =X +x,y,+y,), 2 (x,y,) = (2x,, zy,)

Lo que marca la diferencia con la Geometria Euclidiana es
la parte topoldgica de la estructura. Como el lector lo habra
entendido seguramente desde la Introduccidn, la distancia

entre los puntos (x,,y,), (x,, v,) € Z* es

d((xllyl)l (leyz)) = | X1 -le + |y1 -yZ |

Con esta distancia o métrica, Z? posee una estructura de
espacio métrico diferente a la usual (asociada a la pitagé-
rica o raiz cuadrada de los cuadrados de las diferencias de
las coordenadas). La nueva métrica remeda la forma como
un taxi recorre una ciudad: solo puede recorrer tramos en
direccién norte-sur o este-oeste (no puede pasar diagonal-

mente a través de los edificios).



En breve, nuestra estructura se deja escribir como
(Z2,+,-,d). El plano cartesiano discreto esta equipado con la
suma del grupo abeliano subyacente, el producto por esca-
lares enteros y la métrica del taxista.

La mayor dificultad de la GDT o la GT, en comparaciéon
con la Geometria Euclidiana (GE), es la fragilidad de la com-
patibilidad entre las estructuras algebraica y métrica. En
efecto, las figuras geométricas de la GE se pueden definir
métrica o algebraicamente y las dos definiciones resultan
ser equivalentes. Esto no sucede con las geometrias del ta-
xista, al punto de que una definicién métrica produce, en
general, figuras distintas a aquellas de la definicién alge-
braica. Naturalmente, la situacién didactica cognitiva tam-
bién se complica puesto que la frontera entre los modos de
pensamiento analitico-estructural (AE) y analitico-arit-
mético (AA) para la recta se desvanece. A este asunto vol-
veremos mas adelante, cuando enfrentemos la nocién de

recta enla GDT.

3. Grupo de isometrias de la GDT

Este grupo de isometrias brinda un instrumento muy qutil
para entender ciertos aspectos de la GDT y para obtener
nuevas figuras a partir de figuras ya conocidas. En verdad,
laimagen de una figura geométrica (recta, en nuestro caso)
bajo una de estas isometrias debe ser una figura del mismo
tipo (recta, en este articulo).

Las isometrias de la GDT son las aplicaciones i : Z? — 72

que preservan las distancias. O sea,

d(i(x,y,), i(x, y,)) = d((xw,), (x,5,))

para cualquier par de puntos (x,y, ), (x,, y,) € Z* Nuestra
familiaridad con la GE nos hace olvidar que, en otras geo-
metrias, las isometrias son distintas.

En efecto, el grupo de isometrias del plano Z x 7 del

taxista consta de:

1) Lastranslacionest :7*— 72

t,,(xy) = (xy) + (mn) = (x+my+n),
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es la translacion

definidas para cada (m,n) € 72 too

identidad.
2) Las isometrias ortogonales, es decir, las rotaciones y

las reflexiones.

a) Las rotaciones r,: Z* — Z* alrededor del origen
son cuatro. Ellas corresponden a los angulos de
0,m/2,my 3m/2. Mejor, r,(x,y) es la rotacion del pun-
to (xy) alrededor del origen (0,0) en un angulo de
kr/2,k=0,1,2,3. r,es la rotacién identidad.

b) La cuatro reflexiones r,: Z* — 7?* corresponden a
cuatro rectas distinguidas: el eje horizontal o eje
de las x, el eje vertical o eje de las y, la diagonal y
= xy la diagonal y = -x. En concreto, r (xy) = (x,),

r,(xy) = (xy), r,_xy) = x) yr,= (xy) = (,-X).

El subgrupo de isometrias formado por las reflexionesy las

rotaciones es el grupo ortogonal de la GDT. Es facil ver que

toda isometria de 7Z?, con la métrica discreta del taxista, se
puede escribir de manera tinica como la composicién de un
elemento de este grupo ortogonal con una translacién. La
demostraciéon de estos resultados se puede realizar, mu-
tatis mutandis, a partir de los resultados similares de Ko-

cayusufoglu y Ozdamar (1998) parala GT.

4. Hacia una nocion de recta

No hay una tnica nocién de recta en la GDT, o la GT; la lite-
ratura conocida ofrece varias alternativas. A continuacion,
discutimos las definiciones conocidas y proponemos una
nueva, que se adapta mejor a las exigencias convenidas en

las dos secciones anteriores.

Rectas euclidianas

En el estudio de la GT a partir de un conjunto de axio-
mas, es habitual identificar los puntos y las lineas rectas
con aquellos y aquellas de la GE*. De esta manera, se ob-

tiene un sistema axiomatico en el que se verifican muchos

4 Esta hipotesis estd justificada, en parte, por la claridad del concepto
de bisectrizenla GT.
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teoremas de la GE, pero se pierde la propiedad LAL (lado

angulo lado):

Cuando dos lados y el dngulo incluido entre ellos de un
tridngulo son congruentes con los dos lados correspon-
dientes y el dngulo incluido entre ellos, de otro tridngulo,

los dos tridngulos son congruentes.

Por ello, se dice que la GT es una geometria no euclidiana.
Un estudio de este sistema se puede consultar en Dawson
(2007). Sin embargo, esta definicidn es caprichosa porque
presupone propiedades algebraicas de las rectas.

Si nos apoyamos solo en la parte métrica de la estruc-
tura, esta convencién no es satisfactoria; mas ain cuando
queremos sacar provecho del grupo de isometrias. De otro
lado, desde el punto de vista de la ensefianza, es ttil mos-
trar a los aprendices otras nociones de rectas que también,
conducen a resultados validos. Por todas estas razones, de-
cidimos tomar una alternativa distinta a la de las rectas eu-

clidianas.

Rectas como bisectrices

Una alternativa interesante surge del estudio de las cdni-
cas en la GT, v. Reynolds (1980, p. 84). Si la diferencia de las
distancias de los puntos de una hipérbola a sus focos se hace
cero, deberiamos encontrar una recta. Bueno, asi lo sugie-
re nuestra experiencia con la GE. As{ lo entendi6 Iny (1984,
p. 645), al criticar la suposicién algebraica de Moser y Kra-
mer (1982) porque «they do not attempt to justify their defi-
nition of a line». Para solventar esta dificultad, Iny propone
definirlarecta como «the locus of points in a plane equidistant
from two distinct points» (el lugar geométrico de los puntos
equidistantes de dos puntos distintos dados). Este punto de
vista ha sido explotado por Phoebe Ho & Liu (1996): la rec-
ta o bisectriz (también midset en inglés) del taxista corres-
pondiente a los puntos, distintos, (x,y,), (x,y,) € R?* es del

conjunto

M ={(xy) € R?: d((xy),(x,y,)) = d((x)),(x,.,))},

donde d denota la métrica de la GT.

Rectas como partes de una bisectriz

Sin embargo, esta definicién no produce los conjuntos
esperados en la GDT; la situacién se complica inespera-
damente. En verdad, un sencillo ejercicio muestra que las
“rectas” resultantes no son, en el caso discreto, las que es-

perarfamos. La figura 1 ilustra el problema.

S G G

Fig. 1 El conjunto de puntos verdes que equidistan de los puntos
azules Py P'.

Las complicaciones se pueden resolver de la manera si-
guiente. Para cada (x,y) € 7Z?, definimos el halo de (x,y) como

el conjunto

H(X'Y) = {(X - 1' y- 1)'(X' y- 1)'(X + 1' y- 1)'(X - LY)'
x+1Ly),x-Ly+1),xy+1),x+1y+1)}

Con esto, dados dos puntos distintos (x,,y, ),(x,,y,) € Z* una

recta enla GDT es un subconjunto

LeM={(xy) €ZxZ:d(xy)x.y,)) = d(xy),(x,y,))}

con la propiedad de que existe una aplicacién inyectiva, o
parametrizacion, a:2* — 7% a(Z) =L, talque a(z+ 1) ¢ H
(a(2)), peroa(z+1) ¢ H (a(z- 1)) paracadaz € Z.

En breve, la tltima condicién de la definicidon anterior se

puede escribir como

a(z+1) € H(a(z)) - (H(a(z- 1)) N H a(2)),

34



para cada z € 7Z. De esta manera, se explica como avanza
la curva, a medida que los z € Z crecen. Debido a las iso-
metrias de la secciéon anterior, los casos presentados en las
figuras 2ay 2b cubren una gran cantidad de las situaciones
posibles. Los puntos verdes sefialan las posiciones permiti-
das a(z + 1); los rojos; las prohibidas; los negros, los puntos
conocidos delarecta:a=a(z-1)y f = a(2); ylosazules Py

P’,los puntos que sirven para definir la recta.
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Fig. 2a Una forma del avance de una recta.
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Fig. 2b Otra forma del avance de una recta.

Rectas sencillas

Las rectas de esta geometria pueden, pues, adoptar
formas muy complejas; nada evidentes para la intuicién
euclidiana. Asi lo dejan ver simples ejercicios con la defi-
nicién anterior. A pesar de ello, dichas rectas constan de

partes horizontales, verticales u oblicuas. Por eso, para
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la ensefianza de las rectas en un primer curso sobre la
GDT, basta considerar rectas de las tres clases siguien-
tes: 1. Rectas horizontales, verticales y oblicuas. 2. Rectas
compuestas de dos partes, las cuales constan de infinitos
puntos en una oblicua e infinitos puntos en una horizon-
tal o vertical. 3. Rectas compuestas de tres partes, o sea,
constan de finitos puntos en una oblicua y una parte infi-
nita horizontal o vertical; o al revés: tienen finitos puntos
en una recta horizontal o vertical e infinitos puntos en su
parte oblicua.

La restriccién a este subconjunto de rectas no compro-
mete para nada los objetivos de la comprensién y la ense-
flanza; los mismos principios se pueden usar después para
tratar clases mas complejas de rectas. Las figuras 3a, 3by

3cilustran tres de rectas de la GDT.

It

J

D——
4 3 - -1 0 4
AJP
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Fig. 3a Recta de la primera clase.
S G D G A
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&
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Fig. 3b Recta de la segunda clase.
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0
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Fig. 3¢ Recta de la tercera clase.



Sociedad Cubana de Matemdtica y Computacion

Representacion algebraica

Observemos que la descripcion algebraica (correspon-
diente al modo de pensar AA) de las rectas puede hacerse
por tramos horizontales, verticales u oblicuos. Las rectas
horizontales se pueden parametrizar por «(z) = (c,z), don-
de c es una constante entera; las verticales por a(z) = (¢,z);
las oblicuas por a(z) = (z,z + ¢) o0 B(2) = (z,-z + d), para cons-
tantes ¢,d € Z. Por lo tanto, si denotamos respectivamente
las abscisas y ordenadas por x y y, la horizontales corres-
ponden a y = c; las verticales, a x = ¢; y las oblicuas,ay =x
+doy=d-x.

Las rectas en las otras dos clases se parametrizan por
tramos segun las expresiones del parrafo anterior. Asi
por ejemplo, la recta en la Figura 3b se puede describir
como

«-{( 5

De manera similar, la recta en la Figura 3c se explica por

(z,—1) z=<-1
a(z) =1(z,—2) z=0
(1 =) »>1

No se debe olvidar que la imagen de una recta de la GDT,
bajo una de las isometrias de la GDT, es, de nuevo, una recta
de la GDT. Se trata de un hecho evidente, ya que la defini-
cion de linea recta usa Unicamente las propiedades métri-

cas del espacio Z2.

5. Las rectas como 1-variedades
topologicas generalizadas

Esta manera de considerar las rectas corresponde al
modo de pensar AE. Desde la teoria de las subvariedades
de R?, el procedimiento de recurrir al halo y a un meca-
nismo de iteracién para producir las rectas es exético. Por
ello, conviene intentar una definicion diferente de recta
parala GDT.

Insuficiencia de la nocién de variedad

En un primer intento por adaptar la definicién usual de
variedad topoldgica al caso que nos ocupa, se podria pensar
en algo asi como, ¢f. Munkres (2000-1975, p. 225),

Una 1-variedad topoldgica es un espacio de Hausdorff C
con una base numerable tal que cada punto P € C tiene un

entorno que es homeomorfo a un subconjunto abierto de Z.

Este proceder es futil. En verdad, recordemos que la topolo-
gia del orden sobre Z es la topologia discreta. Como la topo-
logia métrica sobre Z? también es la discreta, se tendria que
cualquier subconjunto de Z? seria una 1-variedad topoldgi-
ca. Esto, naturalmente, no es lo que queremos.

;Cémo lograr, entonces, una nocién diferenciadora de di-
mension en Z*? Pues bien, la ayuda viene de la nocién de
halo. La construccién es como sigue. Escogidos dos puntos
diferentes (x,y,),(x,y,) € Z? unarecta enla GDT es un sub-

conjunto de la bisectriz

LcM={(xy) € ZxZ:d((xy),(x,y,)) = d((x)),(x,,))}

tal que existe una aplicacién inyectiva a:72* — 72, a(Z) = L,
tal que
H(a(2)) N L ={a(z-1), a(z + 1)},

para cada z € 7. Reiteramos que la condiciéon de Hausdorff
y la de la base numerable son superfluas en la topologia (re-

lativa a la) discreta.

Halos generales
El concepto de halo es susceptible de generalizarse con
provecho para el estudio de las rectas. Dados n,m,p,q € 7°,

podemos extender el significado de halo centrado en (x))
€Z%a

(z_may_q)a"'v(xay_q)a"'7('T+nay_q)7"'a
('T_m7y)a"'7(x+nay)v""
(z—mau+n). - (rut+n) - (z+nutn)

Hn,m.p,q (.T, y) =

O sea, los halos que hemos usado hasta ahora son de la for-
maH(xy)=H  , (xy).
La figura 4 puede ayudar a entender estos halos genera-

lizados.

Rectas generales
Con esta nociéon mas amplia, podemos generalizar el

concepto de recta en la GDT por medio de la siguiente de-
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Fig. 4H,,,,(0,0

finicién. Dados dos puntos distintos (x,,y,),(x,.y,) € Z? una

recta enla GDT es un subconjunto

LcM={(xy) € ZxZ:d((xy),(x,y,)) = d((xy).(x,.y,))}
con las siguientes caracteristicas:

1. Existe una aplicacion inyectiva o parametrizacion
a:72— 72 con a(Z) = L.

2. Paracadaz € Z, existen n,m,p,q € 7Z tales que

Hn,m,p,q(a(z)) NL={a(z-1), a(z+ 1)}
De nuevo, son muchas las posibilidades de recta que resul-
tan de esta definiciéon general. Los halos determinan “pen-
dientes locales” a la derecha y a la izquierda de cada punto
de lalinea recta. Cuando los halos son del tipo H, , , ,(x,y), se
obtienen las rectas de la Seccion 3. Adema3s de éstas, la nue-
va definicién produce configuraciones nuevas; en algunos

casos muy interesantes y casi inesperadas.

Ecuaciones diofanticas lineales

La figura 5 presenta la recta x + 2y = 0, que se obtiene
con halos de la forma H, , , |
a(z) = (-2z,2),z€ 7.

Esta recta es un caso particular de las rectas que solucio-

(a(2)) alrededor de cada punto

nan las ecuaciones diofanticas lineales
ax + by =c, abc€.
Como es bien sabido, ellas tienen solucién si y solo si MC-

D(a,b) | c (el maximo comun divisor de a y b divide a ¢). En
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este caso, la ecuacion diofantica lineal tiene infinitas solu-

Fig. 5 Larecta x = -2y.

ciones a(z) = (x(z),y(2)), con

z(z) =z + (%)z

y@)=u—(%)z
donde (x,,y,) es una solucién particular de la ecuacion, z € Z
y g = MCD(a,b); cf ]Jiménez, Gordillo y Rubiano (2004,
p. 125). De esta manera, alrededor de cada punto de las rec-

tas correspondientes se tiene un halo H, mpq(a(z)) con
g U p q g *

Claro esta, hay que tener el cuidado de excluir los puntos
que no cumplan con la condicién de equidistancia. Es decir,
si S es el conjunto solucién de la ecuacién diofanticay M es
una de las bisectrices de mas arriba, larectaes L =SNM.En
el caso delarectax +2y =0, este paso no es evidente porque
SCMyasi, L=S.

A manera de ejemplo, grafiquemos la recta solucién de
6x + 9y = 21.

En primer lugar, MCD(6,9) = 3. Como 3 | 21, el conjunto
solucién no es vacio. Por ensayo y error, (x,,y,) = (-7,7), entre
otras posibilidades. De esta forma, x(z) =-7 + 3zy y(z) = 7 - 2z.
Los halos son de la forma H

3,3,2,2

boza la recta soluciéon. El punto rojo queda por fuera del

(a(2)). En la Figura 6 se es-

conjunto M, de los puntos equidistantes a P,P".
Sin embargo, al aplicar la translacién ¢, alarectade la
figura 6, obtenemos otra recta totalmente contenida en M.
No hay que olvidar que estas rectas diofanticas consti-
tuyen solo una parte de las rectas generales de la GDT. Para
solucionar una ecuacidn de este tipo es ttil, a menudo, ayu-

darse del grupo de isometrias de la GDT.
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Fig. 6 Larecta 6x + 9y = 21.

6. Conclusiones

En primer lugar, se debe resaltar que la definicién de parti-
da, que es completamente métrica, produjo algunas rectas
con propiedades algebraicas interesantes. Nos referimos
concretamente al éxito obtenido al descubrir que hay rec-
tas métricas que son soluciones de ecuaciones diofanticas.
De esta manera, se cierra en algo la brecha entre la parte
algebraica y la parte métrica de esa estructura doble que
hemos llamado Geometria Discreta del Taxista. A pesar de
esto, la compatibilidad entre estas dos partes estd muy le-
jos de ser la estrecha relacion que se da en la Geometria Eu-
clidiana.

También es importante sefialar que las nociones de rec-
ta propuestas son lo suficientemente sencillas como para
poderse acomodar a las necesidades de la ensefianza. Cier-
tamente, la definicién se puede transponer a los aprendices

de una manera muy sencilla:

Una recta en la GDT es un conjunto infinito de puntos veci-
nos que equidistan de dos puntos distintos dados. Los puntos
se llaman vecinos porque el halo de cada punto de la recta
contiene exactamente dos puntos, a saber: el predecesory el
sucesor de dicho punto. Los puntos de una recta estdn en co-

rrespondencia biunivoca con los niimeros enteros.

Al escribir esta definiciéon por primera vez, teniamos en

mente los halos H

11.1:(%)- Sin embargo, la definicion sigue

siendo valida para cualquier halo H (xy).

A propésito, ha sido sorprendente encontrar que la
nocién (aparente arbitraria) de halo se haya convertido
en el ingrediente central para precisar una idea de di-
mensién atil para la geometria estudiada. No se espera-
ba tampoco, en un principio, que los halos permitieran
interpretar las soluciones de las ecuaciones diofanticas
lineales en dos variables como rectas de la Geometria
Discreta del Taxista.

El precio que hay que pagar por estos resultados es la
pérdida de muchos axiomas de la Geometria Euclidiana, a
los cuales estamos acostumbrados. Entre otros, se pierden
los axiomas de incidencia y de la paralela. El estudio del sis-
tema axiomatico resultante debe ser objeto de un estudio
ulterior.

Por ultimo y al fin de cuentas, ;qué es una recta? Después
de la experiencia vivida con la GDT, nos atrevemos a decir
que una recta es una abstraccion de la recta euclidiana y
una idealizacién de una 1-variedad topolégica que, en lo po-
sible, debe tender un puente entre la parte métrica y la par-

te algebraica de la Geometria.
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