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RESUMEN

Se obtienen las expresiones generales de las propiedades efectivas para medios laminados termo-
piezoeléctricos, provistos de una estructura periodica y cualquier nimero finito de laminas por celda
periédica unitaria. Este resultado se basa en la combinacién de las férmulas reportadas por Pobedrya
(Capitulo 5, Mecéanica de Materiales Compuestos, 1984) para el caso puramente elastico, con las
notaciones abreviadas utilizadas en Galka et al. (Comput. Assis. Mech. Engng. Sci., 3, 113-154, 1996).
En particular, se demuestra que a partir de las férmulas generales obtenidas para n fases, resultan las
correspondientes al caso n = 2, reportadas en el mencionado articulo de Galka et al.

ABSTRACT

General expressions of the effective properties for thermopiezoelectric laminated media, which have a
periodic structures and a layers finite number by each unit periodic cell, are obtained. This result
consists in the combination of formulae reported by Pobedrya (Chapter 5, Mechanics of Composite
Materials, 1984) for the purely elastic case, with the summarized notations used in Galka et al. (Assis.
Mech. Engng. Sci.3, 113-154, 1996). The formulae corresponding to two-layered thermopiezoelectric
composites published by Galka et al. are derived of the general formulae obtained for n phases.

INTRODUCCION

El Método de Homogeneizacion Asintética es una eficiente técnica matematica para obtener propiedades
efectivas de materiales compuestos. Este método ha sido aplicado extensivamente a los mas diversos
medios heterogéneos, sin embargo, a continuacion soélo nos referiremos a algunos trabajos donde ha sido
aplicado a medios laminados provistos de una estructura periodica. Por ejemplo, en [1] es usado para
encontrar férmulas generales de compuestos termo-piezoeléctricos bifasicos. En [2] se logran férmulas
analiticas generales para todos los coeficientes efectivos de compuestos piezoeléctricos n-laminados
mediante una generalizacion previa de los resultados publicados en el capitulo 5 de [3] para el caso
puramente elastico. Importantes resultados matematicos relativos a los fundamentos del método, con
particular insistencia en medios termo-piezoeléctricos laminados, pueden ser encontrados en [4].

La contribucion tedrica de este articulo es la generalizacion de las formulas reportadas en [1] al caso de
compuestos termo-piezoeléctricos formados por cualquier nimero finito de laminas. Basado en los
resultados publicados en [5] se tiene que tales formulas son vdlidas tanto para estructuras periddicas como
no periodicas.

En la seccidn 2 se presenta el planteamiento del problema para un medio termo-piezoeléctrico formado por
multiples laminas, se plantean los problemas locales (modelo matematico) utilizando la notacién compacta
introducida en [4], y se describe el procedimiento de obtencion de las expresiones analiticas para los
correspondientes coeficientes efectivos. En la seccion 3, siguiendo una via diferente de solucion de los
problemas locales, a saber la que aparece en [4], se obtienen las férmulas generales correspondientes a las
propiedades efectivas de compuestos bifasicos. Finalmente, en la seccion 4 se demuestra que tales férmulas
resultan a partir de las obtenidas en la seccién 2 para un caso particular n = 2.
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2. COEFICIENTES EFECTIVOS Y PROBLEMAS LOCALES

Sea Q<R3 la region acotada que ocupa un compuesto laminado termo-piezoeléctrico, constituido por
elementos recurrentes (celdas) que estan periédicamente distribuidas a lo largo del eje Ox;. Cada celda puede

poseer cualquier numero finito de laminas termo-piezoeléctricas. Los ejes de simetria del material de cada
lamina son paralelos entre si y el eje x5 es perpendicular al laminado. Las componentes de los tensores

elastico, termo-elastico, piezoeléctrico, dieléctrico y piro-eléctrico seran denotadas, respectivamente, por Cixi, A,
ik, €ij Y Mi. A lo largo de este articulo los indices latinos toman valores 1, 2 y 3; y los indices griegos recorren
desde 1 hasta 4. Es adoptado el convenio de suma respecto a los indices repetidos. Denotaremos por kj la

conductividad del calor, por = T—e; Ce el calor especifico en tension constante por unidad de volumen y
0

por To la temperatura de referencia (absoluta). Supongamos que todas las funciones materiales son Y-

periodicas donde Y = {ys: 0 < ys < 1} es la celda periddica unitaria. Aqui y; = —> es la coordenada local
(04

L. I . - o . :
(rapida) y a:E €s un p arametro geométrico pequefio, el cual representa la razén entre una longitud

caracteristica | de la celda periddica Y, y una longitud caracteristica L del dominio completo Q.

Usando una notacién compacta introducida en [1, 4], los coeficientes efectivos pueden ser escritos como:

~ d vA
C(prv = <C(xﬁpv + CO‘B“/3 (;ysy > (1)
dys

donde Cimn = Cijmn, C4jmn = Qjmn, Cajan = - €jn, Cijaa = - vi, Cajasa = Aj and Caaas = B. El corchete angular define el

1
promedio por unidad de longitud de la magnitud sobre la celda unitaria, es decir <F> = JF(yg)dyg. Aqui las
0

funciones auxiliares wyy Yy j® con los pre-subindices uv y j son soluciones de los siguientes problemas
locales:

Problema wL: Encontrar . xy sobre Y:[O, yé] U [y%,y%]u...u[yg,l] , que satisfacen la ecuacion

d (= duwx
—| C L C =0 3
dy3 ( a3y3 dy3 (XS]J,VJ ( )

tal que <MV Xy > =0, w (1) - w x(0) = 0 (condicion de periodicidad) y las condiciones de contacto perfecto en

las interfases:

1], =0, @)

Y3

0
|:|:Ca3y3(y3);y;§y+ca3pv(y3):|:| 201 m =O,...,n (5)

m

Y3

Problema j-: Encontrar j© Y-periddica que satisface la ecuacion:
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B DR -3 (6)
dys | 2 dy,

tal que <®k> =0, ©,()-06,(0)=0 (condicion de periodicidad) y las condiciones de contacto perfecto en las
interfases:

o], -0

[[kik +kij®k,j]] o= 0, m=2,...n

donde [[(&)]]l, =" 8- 8
1
= [ay.
0

Siendo(s)' el valor que toma la funcién en la lamina [y'sl,yé] yy5, m=1,..,n, indican las interfases entre

cada lamina.

2.1. Coeficientes efectivos de un compuesto termo-piezoeléctrico de N fases
Para obtener las expresiones generales de los coeficientes efectivos definidos por las relaciones (1) - (2),

es necesario resolver los anteriores problemas locales. Usaremos, para este caso, el procedimiento
empleado en [3] para el caso puramente elastico. En efecto, la ecuacion (3) es equivalente a:

Ca3y3(uv Xy)' + Cos pv = Cg3uv

siendo CmgHV las componentes del tensor constante resultante de la integracién. Despejando en la ecuacion
anterior resulta

(vay),z C;]éy3 (Ca3p.v _Cu3uv) @)

donde C7%

«3y3 SON las componentes de la matriz inversa de Caaya.

Las funciones locales v y, pueden ser escritas como:

n+1l

W IHE) Z Wi @) 8)

donde wxw es la correspondiente a la lamina i, e li es la funcion indicadora, es decir

1si gelyslyh
li(&) = siendo y3 =0, y3 =
0 size sty

Promediando en ambos miembros de (8), resulta:

n+l Yi n+1
() )= X [t @2 = i @ = 17O+ Y [l L ©
i=1 -1 i=2

Y3
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La expresion (9) se anula en virtud de las condiciones de contacto ideal, (4) y (5). Seguidamente,
promediando en ambos miembros de (7), se obtiene:

Cg3q3 = < Cg%p3>_1< Cgéeaceapv> (10)

Luego sustituyendo (10) en (7) se tiene que:

o - 4\~
# = Cv%53(< CB%p3> < CP%G3C93W> N CS?»WJ (11)
3

Finalmente, sustituyendo (11) en (1) se obtiene la expresion general para los coeficientes efectivos de
compuestos termo-piezoeléctricos formados por n laminas:

EUBMV = < Caﬁpv> + < CaBySC;%iB >< Cg%p3>7l< C;;é93ce3pv> - < Caﬁy3c;%53c83pv> (12)

Siguiendo un procedimiento analogo, se pueden obtener los coeficientes efectivos para el tensor de la
conductividad térmica, a saber:

ki = < kij> + < ki3k§§>< k§§>_1< k§%k3j> - < ki3k§%k3j> (13)
2.1.1. Algunas notas

1) Las formulas (12) y (13) son también validas para un laminado finito no necesariamente periodico. Las
expresiones de los problemas locales y de los coeficientes efectivos son las mismas en ambos casos, con
la particularidad de que para un problema no periddico las funciones locales toman el valor cero en las
caras opuestas de la celda unitaria Y (ver, por ejemplo [5], de donde resulta que para el caso
unidimensional, que aqui se estudia, las condiciones de contorno son equivalentes a las condiciones de
periodicidad).

2) En (12) y (13) se cumplen las propiedades de simetria de las fases asi como las condiciones de elipticidad,
es decir,

apuv pvopr=opuv afvur ~opuv Bopv

Ja>0: Ve cEICh, el > o le|?
Jo, >0: Ve eES kjlaa; > oy |e|2

La comprobacién de las propiedades de simetria se realiza haciendo permutaciones de indices
convenientemente hasta obtener la expresién deseada. Para verificar, las condiciones de elipticidad basta
seguir la técnica empleada en el Capitulo 6, Pags. 196-222 de [6].

3) A modo de control, se puede observar de (12) y (13) que las unidades para los coeficientes efectivos
coinciden con las unidades de las fases. Ademas, si el medio es homogéneo, los paréntesis angulares
desaparecen y se reproducen las propiedades efectivas de las fases del medio homogéneo.

4) En la literatura técnica este tipo de distribucion de las laminas (y = ys) es conocida como “conectividad en
serie” (ver Figura 1), y el caso correspondiente y = y1 (0 y2) es llamado “conectividad en paralelo” (ver [4]).
De (13) y (14), intercambiando en estas expresiones los indices 3 y 2 (6 1), puede ser obtenida la
correspondiente férmula para el caso de conectividad en paralelo.
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Figura 1. Distribucién laminada “conectividad en serie”.

3. COEFICIENTES EFECTIVOS PARA EL CASO BILAMINADO (n =2)

Para que el trabajo sea auto-contenido, se incluye ahora la solucién correspondiente al caso bifasico dada

en [4]. Los problemas locales (3)-(6) pueden ser resueltos usando el procedimiento empleado en [1] para el
caso de un compuesto bilaminado, como sigue: De (7) resulta que:

— -1 0 Y
wv Xy = Ca3y3 (Ca3uv - Ca3uv ) Y3+ A%/l

Para que la notacidn sea mas simple hagamos ys =y, de donde se tiene que las funciones locales v yy(Y)
se pueden definir por:

@

wXy (Y)Y €(0,8)
w Xy (Y) =

(2)

wXy (Y)Y €(E)

En este caso las condiciones (4)-(5) vienen dadas por:

® _O @ _O
wXy©0) 2y, @) wxy ), ©)

las cuales conducen a las siguientes expresiones:

o _@* [Cogw (2) j+(2)*”

- (14)
Ay Ca3y3 Ca3uv Ay
n @ nv (27 @) v
® [Cgm_ ] LY@ (oo mo )
Ca3y3 Ca3uv) Ay  Ca3y3 Ca3puv Ay
Restando miembro a miembro (14) y (15) se obtiene:
-1 l -1 2
CgSuv = B;%/ (l) ( ) (2) ( ) (16)
£Cj3y3 CjBuv+(1-¢) Cj3y3 Cj3uv
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donde

@ (2
Byy =€ C a3y3+(1-&) C a3y3

Sustituyendo (16) en (7), resulta

r

[‘1) J = (1-9)B .2 [[Cos ] o
nv Ay

) -
[( ) J =8} [[Cug ] o
uv Xy

donde B,, = £C? +(1-8)CY v [[Cosw |]= c®,-c4 .

Para obtener los coeficientes efectivos asociados al problema local L basta sustituir (17) y (18) en (1), de
donde se tiene que:

i = ECY 0 +A-8)C., A=) [Coapia] ] = B [[C it ] (19)

La férmula (19) fue reportada en [4] salvo un pequefio detalle de impresion en el orden de los factores del
segundo sumando, el cual no tendria sentido desde el punto de vista algebraico. Esta formula general puede
ser aplicada a tensores cartesianos de segundo rango, como es el caso del tensor de conductividad térmica,
de donde resulta que:

krn]wn :<kmn>_§(1_§)[[km3]]:Ril[[kSn]] (20)
siendo K = ek@ + k.
4. RELACION ENTRE LAS FORMULAS (12) Y (13) CON (19) Y (20), RESPECTIVAMENTE

Las férmulas (19) y (20) pueden ser obtenidas a partir de (12) y (13). Para probar que de (12) resulta (19)
como caso particular, re-escribamos primero la ecuacion (12) de la forma siguiente:

Eaﬁpv = <Caﬁuv> + Aaﬁuv - Baﬁpv (21)
donde
— - 71 -
A(xﬁpv = <CaBy3Cy%83><CSép3> <Cp§93ce3pv> (22)
Bapr = <C(xﬁy3cﬂ7%83cﬁ3pv> (23)

para el caso n = 2, (23) se puede escribir como:

1 1) -1 2 2) 1| ~0 z-1-~0
Aappy = [ﬁcéfsys(cf,gas) +(1- é)c((xgysc(ys)ss) ] C(sezstMC(rs)ps x

x [6CBy) e, +a-8c) e, )] (24)
donde
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Bsp = (Citys)= E(Citys) " +(1-8)(CE,) ™
Bs, = gcg?pg +(1- g)cglgpg, (25)

-1 ~ ~
-1_ /0l _c@ p1leo@® _~O -1~(2)
Bsp = <C53p3> = Ci313BapChizps = C5313BapChiapa:

=Y 1 2 2 1
Bsp = CéﬁquaBC( Ja = C(sg)agBaﬁCé?zss- (26)

P B3p3

Efectuando los productos indicados en (22) resulta:

2~Q) B-1~(2 ) -1~ ) B-1~(2
Agpuy =6 C&%kSBKTC£3)1;)3 (CE):Z;QB ngw +&(1- E.')Cgc?axaBMC(rs)pv +

2 2) 1~ B-1~2 R PN )
+&(1- E»)Cfxéys (C(ys)ss) (C(ss),ster(rs)ps (C(pe),es) C(Ofazpv +

2~(2 2) -1~ R-1~(2
+(1-9) ngys(c(ys)zss C%%K3BKTC£3)},LV

Es decir,
—ec® gt (2) @D V1@ (2)
Aaﬁuv - gCaBKSBKS [E-‘C83p3 (Cp363) C93pv + (1_ é)(:83pv ] +

2) V-1~ S-1~(2 1) \-1~(L
‘ta(Cgfs)zss Cg‘)f)zy3B“{TCS'3)p3(CE7§G3) Cfas),pﬁ

+(1-8)C, (27)

+(1-9) (C&Zg53 71(:(6]%)/38;‘3 C(r%)uv

Por otra parte, para (23) se tiene que

_ (@ 1) y-1n(1 2 2) \-1~(2
Bapuv = iC&%ya(C(Y%ss) C(53)uv +(1- é)csqus (C(ya)as) C(ss)pv

es decir

Bupu = EC 581384, (Cl3sa) "Clduy + (1= EICH 0 (Cihs) "CR (28)

Completando la diferencia Aapuv - Bapuv, agrupando el primer término de (27) y el primer término de (28);
y el segundo sumando de (27) con el segundo sumando de (28) respectivamente resulta:

E—>C(523)p3 (Cga)ea )_1C5913),w +
Aap - Bupur = ECS) 5B
+(1-9(CHL ~B(Cls) "ClRy
(29)
g(c(xzs)& _1C§sle),ys§§3cﬁ?ps (Cf)ls),es _1C(nguv +
+(1-9) Cfngxs
+(1-8) (C(xza)ss _1C(5132y3§;r1 C(IZB)uV - (C(xzs?ss )+ C(szs)pv

Usando la férmula (25), el primer sumando de (29) toma la forma

* 1) -1 2 1
Aaﬁuv = Z:v(l_ i)cfx[)}smBKS (Cé?,)pv) - CES?ZHV )
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Anélogamente, usando (25) y (26), el segundo sumando de (29) se transforma en

*

2) - 2
B = 61~ 8CE,,B3 () -, )
Finalmente
AaBuv - Baﬁuv = A(xBuv - BaBuv =
2 1) o1 2 1
—£1-9)(c®,, -c,,) B2(c®, -c4..)
es decir,

Aopuy - Bappy = &(l_ §)[[Ca[m]] éi% [[0531“’]]
donde [[CQBYP]] =cld -

apyp apyp’

Ahora sustituyendo (30) en (21) llegamos finalmente a:

Cgﬁpv = <Ca[3uv> - &(1_ g)[[COLL’M/S]] —B~;§- [[Cb‘pr ]]

la cual coincide con (19).

Utilizando el mismo procedimiento de arriba puede obtenerse (20) a partir de (13).

CONCLUSIONES

(30)

Combinando las notaciones compactas reportadas en [1] con el procedimiento de homogeneizacién
desarrollado en [3], para el caso puramente elastico, se han obtenido expresiones analiticas para todos los

coeficientes efectivos de compuestos termo-piezoeléctricos laminados con cualquier niumero finito

de

laminas. A modo de control, se demuestra que para “n =2” se obtienen, como caso particular, las formulas

reportadas en [1].
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