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RESUMEN

El método de Linealizaciéon Local para la integracion numérica (en sentido fuerte) de ecuaciones
diferenciales estocésticas con ruido de Wiener es extendido al caso de ecuaciones diferenciales con
respecto a semimartingalas. Se demuestra ademas la convergencia ucp (uniforme sobre compactos en
probabilidad) de la solucién aproximada a la solucién exacta.
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ABSTRACT

The Local Linearization (LL) method for the integration (in the strong sense) of stochastic differential
equations with Wiener noise is extended to equations driven by additive semimartingales. Furthermore,
it is proved the convergence in ucp (uniform on compacts in probability) of the approximate solution to
the exact one.

1. INTRODUCCION

El método de Linealizacion Local (LL) para la solucién numérica de ecuaciones diferenciales se basa en la
solucién explicita, mediante exponenciales matriciales, de ecuaciones lineales que localmente aproximan a
la ecuacion original.

El método LL ha sido desarrollado para ecuaciones diferenciales ordinarias (Jiménez et al., 2002),
ecuaciones diferenciales estocéasticas de Ito (Ozaki, 1992; Biscay et al., 1996; Jiménez y Biscay, 2002;
Jiménez y Carbonell, 2005) y ecuaciones diferenciales aleatorias (Carbonell et al., 2005). Resultados
teoricos y de simulacion han mostrado que este enfoque logra buenas propiedades dinamicas con bajo costo
computacional, en comparacion con los métodos implicitos de solucion.

Sin embargo, el método LL no ha sido aun formulado para el caso mas general de ecuaciones
diferenciales estocasticas con respecto a semimartingalas. Como es sabido, las semimartingalas incluyen no
solo al movimiento Browniano sino también a los procesos de Poisson y los procesos de Lévy estables, y
constituyen los procesos estocasticos mas generales que se han considerado como integradores
estocésticos (Protter, 1995). Para este tipo de ecuaciones el Unico enfoque numérico de solucién que ha
sido usado hasta el momento es el método de Euler. Esto es asi tanto para soluciones en sentido fuerte
(Protter, 1985; Karandikar, 1991; Kohatsu-Higa and Protter, 1991; Kurtz and Protter, P. 1991; Janicki et al.,
1993.) como para soluciones en sentido débil (Janicki y Weron, 1995; Janicki et al., 1996; Protter y Talay,
1997; Jacod y Protter, 1998; Jacod et al., 2005).

El objetivo de este trabajo es extender el método LL a ecuaciones diferenciales estocésticas con respecto
a semimartingalas en caso de ruido aditivo.

El trabajo estd organizado del modo siguiente. En la Seccién 2 se compendian conceptos y resultados
basicos sobre integracidn estocastica que seran usados posteriormente. En la Seccién 3 se define una
variante del método LL para ecuaciones diferenciales con respecto a semimartingalas de tipo ruido aditivo.
Para la realizacién computacional del método, se supone que las integrales estocasticas con respecto a la
semimartingala pueden simularse con la precision deseada. El resultado tedrico principal obtenido es el
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teorema de convergencia ucp (uniforme sobre compactos en probabilidad) de la aproximacién LL, el cual se
demuestra en la Seccién 4. Se concluye con algunos comentarios finales la Seccion 5.

2. PRELIMINARES

Por completitud, recordaremos aqui algunos conceptos y resultados basicos de la teoria general de
procesos que usaremos a través de este trabajo. Para mas informacion, ver e.g. Protter (1995).

Una filtracion (Fi)=o con las hip6tesis usuales sobre un espacio de probabilidad completo (Q,F,P) es una
familia de c-algebras contenidas en F, creciente, continua por derecha y tal que Fo contiene todos los
conjuntos P-nulos de F. Un proceso X = (X0 se dice adaptado si Xt es Ft medible para todo t > 0.

Un tiempo de parada T es una variable aleatoria no negativa tal que {T <t} pertenece a Ft para todo t > 0.
Si X es un proceso y T un tiempo de parada, el proceso X parado en el tiempo T se define como X =
(XtaT)20.

Dada una sucesion finita de tiempos de parada 0 < Ti1 <...< Ths1< oo, diremos que H es un proceso
predecible simple si tiene la representacion:

n
He= HioyLioy(t) + D Hilr 1

i+1
i=1

®, ©.

para ciertas variables aleatorias | Hi| < . A la familia de los procesos predecibles simples se le denotara por S.

Un proceso se dice cadlag (respectivamente, caglad) si casi seguramente (c.s.) sus trayectorias son
continuas por derecha (resp. por izquierda) y con limites por izquierda (resp. por derecha) finitos. Denotamos
por L (resp. D) al espacio de los procesos adaptados y cadlag (resp., caglad). Dado un proceso X,
denotaremos por X- al proceso definido por el limite por izquierda de X en cada punto.

Un proceso X adaptado y real se dice una martingala con respecto a la filtracion (Ft)eo si cumple:
) E(|Hil) <o
i) Sis<tentonces E(Xt/Fs)=XscC.S.

Un proceso cadlag y adaptado X es una martingala local si existe una sucesién creciente de tiempos de
parada Tn con limnTn = oo C.S. tales que, para cada n, {Xur, 1t >0} t > 0} es una familia de variables aleatorias

uniformemente integrable y es una martingala.

Sea L° el espacio de variables aleatorias finitas dotado de la topologia definida por la convergencia en
probabilidad. Dado un proceso X en D, definimos el operador JX(H):S — D mediante:

n
Ix(H) = HoXo + > H(X T —XT).
i=1

Diremos que un proceso (H"n>1 converge a un proceso H uniformemente sobre compactos en probabilidad

(ucp) si para cada t > 0 se cumple que sup |H2 -Hq | converge a 0 en probabilidad.
O<s<t

Denotaremos por Sup Y Duep a los espacios S y D con la topologia ucp. Existen dos definiciones
equivalentes del concepto de semimartingala. Sea X un proceso cadlag y adaptado. Entonces X es una
semimartingala (en sentido clasico) si puede descomponerse en la forma Xt = Xo + Mt + A, donde M es una
martingala local y A es un proceso creciente de variacion acotada. Equivalentemente, X es una
semimartingala si el operador Jx es una aplicacion continua de Sucp €n Ducp.

Sea X una semimartingala. El operador lineal continuo Jx de Sucp €n Ducp tiene una extension Gnica a un
operador de L en D. Para H en L, a Jx(H) se le llama integral de H con respecto a X y se denota por
H - X = [ HsdXGs.
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Una semimartingala d-dimensional es un proceso con valores en el espacio euclideano d-dimensional tal
gue sus componentes son semimartingalas. Analogamente se extienden para procesos multidimensionales
(vectoriales y matriciales) los espacios L y D, asi como la integral estocastica.

Sea f una funcién continua de R+ x R4 en N9, G una funcién continua R+ x NI en K™ Z; una
semimartingala m-dimensional y Xo un vector aleatorio d-dimensional Fo-medible. Si f(t,x) y G(t,x) son

funciones de Lipschitz con respecto a x entonces existe una Unica semimartingala X que satisface la
ecuacion diferencial estocéstica (EDE)

t t
Xt = Xo + jf(s,xs_)ds+ j G(s, X,_)dZs.
0 0

Tal proceso X se dice una solucion fuerte de esta ecuacién. Aqui la primera integral se entiende en sentido
de Riemann y la segunda en sentido de integral estocastica con respecto a una semimartingala Z. Ademas,
Xs- denota el limite por la izquierda del proceso X en el tiempo s. En la primera integral, Xs. puede sustituirse
por Xs pues es sabido que el conjunto de puntos de discontinuidad de una semimartingala es a lo sumo
numerable.

En el presente trabajo trataremos con EDE de tipo ruido aditivo; es decir, de la forma:
dXt = f(t, Xo)dt + G(t)dZ,

con condicion inicial X, =Xo e®R?, 0 equivalentemente,

t t
Xt = Xo + jf(s,xs)ds + j G(s)dz,. 1)
0 0

Para uso posterior, enunciaremos a continuacién una de las versiones usuales del lema de Gronwall.

Lema 1 (Gronwall). Sea a(t) una funcién de R* en R"y supongamos que ademas se cumple que:
S
alt) <c+ kJ.a(u)du <0,
0

para 0 <s <t. Entonces a(t) < c - ekt,
3. EL METODO DE LINEALIZACION LOCAL

Consideremos una ecuacion diferencial estocastica de tipo ruido aditivo con respecto a una semimartingala
m-dimensional Z, i.e. de la forma (1).

Para su solucion numeérica, introduzcamos una sucesién de particiones de la recta numeérica,
0< TV'< ... < TY <o (N =1,2,...) formada por tiempos de parada T, tales que c.s. T} tiende a infinito y
N N

max. (T)\; —TY) tiende a cero cuando N crece. Para simplificar la notacién, escribiremos eventualmente Tn

en lugar de TY.

Definiremos una aproximacion Y = TN de X recursivamente sobre los sucesivos intervalos ]Tn,Tn+],
partiendo de Yo = Xo. Supongamos para esto definida X: para t < Tn. Entonces sobre el intervalo
1Tn, Tn+1] consideremos la siguiente linealizacidn de la ecuacion (1)
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t t
Ye= Y, + j N(Y),_ds + J' G(s)dZ, @)
Tn Tn
donde

f f
fN(T)s- = f(Gs-, Yo Gs-) + % (Gs-, Yo Gs-) (S - Gs-) ° Gs-)+ % (63-, Yo Gs-) (Ys- -Yo Gs-) .
Como os- = Tn para s en ]Tn, Tns1] la ecuacion (2) es lineal en este intervalo, y por tanto tiene solucion

explicita en funcién de exponenciales matriciales (ver, e.g., Protter, 1995). Especificamente:

t
Yi= YTn + '[eXp [(t - Tn)%;f-rn)j {f(Tn’ YTn) + %;,YTH)(S - Tn )} ds+ én,t' (3)
Tn

donde

t

Ent = jexr{(t—m

Tn

MJ G(s)dZ,.
oy

Nétese ademas que la aproximacién asi obtenida satisface la ecuacion
t t
Y, = X + J' N(Y), —ds+ j G(s)dZ,, (4)
0 0

para todo t > 0. La aproximacion LL queda asi definida por (3), o equivalentemente por (4). Su calculo
requiere de la simulacién de la variable aleatoria &nt. Supondremos en lo que sigue que ello es factible desde
el punto de vista computacional (ver también comentarios en la Seccidn 5).

4. CONVERGENCIA

Para demostrar la convergencia ucp de la aproximaciéon LL a la solucidn exacta supondremos que se
satisfacen las siguientes condiciones:

(H1) fe CM(R: x RY, RY) y G e CHR+ x RY, RF).

(H2)  Xo es Fo medible.

(H3) Existe una constante K < « tal que g—;(t,x) <K, Vte R+yx eRd

(H4)  Vto € R+, existe una constante K1 = Ky(to) < «o tal que

o°f .
(H5) a—z(t,x) es continua.
X

<Ki|x-y)|. vt € [0, to] y ¥xy € R*

of of
~ t, - tl
St B0 =5 (4Y)

Para facilitar la demostracién de la convergencia utilizaremos el lema siguiente.

Lema 2. Supéngase que se cumplen las condiciones (H1)-(H5). Entonces la aproximacion LL YN (definida
por (4)) cumple que existe una sucesion de tiempos de parada nJ-N tales que P - Iimjnﬂ-“z oo uniforme con

respectoaNy ” Yt“i ” <jparatodo O <t San.
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Demostracion: Por simplicidad, escribase Y en lugar de YN,

A partir de la ecuacién (4) podemos asegurar que

(5)

t
[Yell <] Yo+ [ M0Ne- | ds+
0

j-G(s)dZs
0

Por definiciéon de N,

[0,

|<]f(os. Y o)+ |s-os ]+

of of
5(05—1Y°Gs—) a(cs—’YOGS—)H "YS_YOGS—"'

Usando las condiciones (H1) y (H3) podemos decir que:
|| f(os_, Yooy ) || < || f(os_,0 || +|| f(os_, Yoo, )—f(cs_,0) || <Co+ K" Yoo, ) || ,

con 0 < s <t para un to fijo.

Utilizando un razonamiento similar, pero a partir de las condiciones (H1) y (H4), podemos asegurar que

H of

Sy (s Ye0s)

<y +Ky| Yoo |

Y por (H3) se tiene ademas que

of
Ha—y (GS_,YOGS_) <K.

A partir de las desigualdades anteriores y a partir de un to > 0, podemos asegurar que existen constantes

bos, boz y bos tales que si definimos B, = sup || Y ||, entonces
O<s<t

t

B <[ Xo |+ [ (bos +boz | s =0 + b3 Bs)ds +n,
0

Por lo que para ciertas constantes ao y ho se tiene que:

t
B <[ Xo [+ +bo [ Bsds+m, (6)
0

donde n, = sup
0<s<t

t
! G(s)dz,

Ademas, Bt es finito porque Y: es una semimartingala. Y m: es una variable aleatoria finita por ser

t
[jG(s)dZS ] una semimartingala.
0

t>0

Luego (6) implica por el lema de Gronwall:
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B <[|Xo |+ a0 +m¢ + (| Xo || +a0 +n)(e™ -1)  VO<t<t
En particular V to € R+, podemos encontrar una cota que no dependa de la particion:
Br, <[ Xo[+a0+n, +( Xo [|+20 +my, )€™ 1. )

Definamos )’ = inf {t:|| Y, ||>j}, para j =1,2,..., entonces se tiene que |Y,|<jVO<t<n) y ademas

V0 < t<m P(n) <ty) <P(B,, > ), donde P(B, > ]) tiende a O cuando j tiende a infinito, de modo uniforme

con respecto a la particion N; pues el miembro derecho de (7) es una variable aleatoria finita que no depende
de la particion N.

En estos momentos estamos en condiciones de enunciar el teorema de convergencia del método del LL.

Teorema 1. Supdngase que se cumplen las condiciones (H1)-(H5). Entonces la aproximacién LL TN (definida
por (4)) tiende a la solucion exacta X de la ecuacion (1) cuando N — o, en el sentido de convergencia ucp.

Demostracion:

a) Sea

t
X, Y, = jf(s, X, )~ fN(Y),_ds
0
t t
- jf(s, Xo )~ fN(Y),_ds+ j N(X)e —FN(Y),_ds.
0 0

Por tanto,

t
= Yo | < ] fs: %)= MO0,
0

‘ds+h‘ N(X)g. —FN(X)o_ \ ds.
0

Si se define ¢, = sup | Xs — Y ||, podemos rescribir la expresion anterior como sigue:
0<s<t

o < j‘”f(s, X )-fN(X),_ ‘ds+jﬂ‘f’\‘(X)s_ —tN(Y),_ ‘ds. 8)
0 0

Sea ahora to > 0 un tiempo arbitrario, y to; =\ A to A &, donde &; =inf {t X | >j} y a A b denota el
minimo entre a y b. Como X es semimartingala entonces es localmente acotada, i.e.,

[X ] <jVvO<t<gylimig=wc.s.

Para todo s < 1gj, utilizando la formula de los incrementos finitos, las condiciones (H3), (H4) y (H5), se
puede afirmar que:

4005 =10,

‘SK"XOGS_—YOGS_ |+ K[ Xe = Yo_ | +K| Y oos —Xoog_ |+

+Mg [ Xeos —Yoog | | Xso —Xeos ||+ K| Xe—0s =Yooy |[[s-0s_ |-
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A partir de esta desigualdad, de (8) y de la acotacion " Xy "S j para VO < t < 105, podemos asegurar que
existe una constante poj tal que vt < poj, se cumple que:

t Toj
9 < poj | 9o + j | (s, ) = M0, | os . )
0 0

Denotemos

R = | 1652100, | ds.
0

Entonces por (9) y el lema de Gronwall se obtiene que
0y, < R(za) + R((xo)) (" - 1)

b) Por otra parte, Vs € R+ se cumple que

Como X tiene limite por la izquierda, entonces, para cada particion N, Xo o _tiende a Xs- para cada s € R+
y o € Q. Ademds os- tiende a s para cada s € R+ y o € Q. Luego a partir de (H1), podemos decir que

| 15 %)= T40X02)

of of
f(S, Xs—) _f(cs—’ Xo Gs—)"'&(cs—!xo Gs—)(xs— —Xo Gs—) “'a(cs—!xO Gs—)(s_cs—) H .

| #s. %) =N (X))

0
paracadas e R+ yo € Q.

Ademas por ser || Xs_| < j paratodo 0 < cs< s < to, a partir de (H1) se obtiene que existe una constante Mo

tal que ”f(s, Xs_) - (X))

SMOI-, VO<s<tyoe Q.
Entonces por el Teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue se cumple que: R(to) tiende a cero
c.s. cuando la particién se hace mas fina (N tiende a infinito). Luego podemos afirmar que lim O, = 0 casi
i

seguramente cuando N tiende a infinito.
c) Ademas Vr > 0 se tiene que:

P((\Dto > r) < P((Pto >, (pTOj > to) + P(TOJ < to) < P((PtOj > I‘) + P(’COJ < to)

Por lo demostrado en c) podemos asegurar que para j, uniformemente con respecto a N, P(cpTOi > r) tiende

a cero cuando r crece. Y por el hecho de que 1o — o c.s. cuando j aumenta entonces P(tq;< to) tiende a
cero cuando j crece. Luego limg, =0en probabilidad cuando N tiende a infinito, que es lo que se queria
J

demostrar. |
5. CONCLUSIONES

Hemos definido una generalizacion del método LL para el caso de ecuaciones diferenciales estocasticas
en las que la integracion es con respecto a semimartingalas. Estas ecuaciones tienen gran generalidad

porque, como es sabido, las semimartingalas incluyen todos los procesos con respecto a los cuales (como
diferenciales) se ha trabajado hasta el momento.
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No obstante deben destacarse algunas limitaciones del trabajo realizado.

En primer lugar, nos hemos restringido a ecuaciones diferenciales con ruido de tipo aditivo. De otro modo
no hubiéramos contado con expresiones explicitas para las ecuaciones lineales locales que sirven de base al
enfoque LL.

En segundo lugar, el calculo de la aproximacion LL propuesta requiere de la simulacion de las variables
t

aleatorias &t = IG(s)dZS. Ello puede realizarse de modo relativamente simple en casos; por ejemplo, cuando
0

la semimartingala Z es un proceso de Lévy alfa-estable, en cuyo caso estas variables tienen distribuciones

estables conocidas. Pero para semimartingalas mas generales la simulacion de tales variables puede

resultar costosa o incluso impracticable.

El desarrollo de otras variantes del método LL que superen estas limitaciones es objeto de trabajos en
curso por los autores.
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