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Teorema de los ceros de Hilbert: aplicaciones de sus
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Hilbert’s zero theorem: applications of its weak and
strong versions
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Resumen El teorema de los ceros de Hilbert (nullstellensatz) es un pilar del algebra conmutativa y la
geometria algebraica, con aplicaciones que trascienden su formulacién original, lo que incluye las herramientas
computacionales. Este articulo revisa las versiones débiles y fuertes del teorema, mediante la consulta de
estudios publicados entre 1977 y 2024, seleccionados por relevancia, idioma y actualidad. La metodologia, de
enfoque cualitativo e interpretativo, resalta la escasez de publicaciones en espanol, lo que subraya la importancia
del teorema en problemas matematicos. Su aplicacién unifica métodos algebraicos y geométricos para resolver
sistemas polinomiales y estudiar ideales y variedades. Las versiones débiles y fuertes abordan, respectivamente,
la existencia y unicidad de soluciones. Se enfatiza en la relevancia del teorema en la optimizacién convexa y la
complejidad computacional, mientras senala limitaciones relacionadas con demostraciones computacionales.
Este trabajo busca apoyar a investigadores, lo que fomenta competencias en el nivel superior y motiva futuras
exploraciones del teorema en contextos educativos y tecnolégicos.

Palabras Clave: algebra conmutativa, aplicaciones, competencias, teorema de los ceros de Hilbert, versién
débil y fuerte.

Abstract Hilbert's zeros theorem (nullstellensatz) is a pillar of commutative algebra and algebraic geometry,
with applications that transcend its original formulation, including computational tools. This article reviews the
weak and strong versions of the theorem by consulting studies published between 1977 and 2024, selected for
relevance, language and topicality. The methodology, with a qualitative and interpretative approach, highlights
the scarcity of publications in Spanish, which underlines the importance of the theorem in mathematical problems.
Its application unifies algebraic and geometric methods to solve polynomial systems and to study ideals and
varieties. The weak and strong versions address, respectively, the existence and uniqueness of solutions. The
relevance of the theorem in convex optimization and computational complexity is emphasized, while pointing out
limitations related to computational proofs. This work seeks to support researchers, which fosters competences
at the higher level and motivates future explorations of the theorem in educational and technological contexts.
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Introduccion

La busqueda de soluciones a ecuaciones algebraicas ha
sido una de las preocupaciones esenciales en el campo de las
matemadticas. Filésofos, matematicos y cientificos, a lo largo
de los siglos, han dedicado esfuerzos significativos que van
mads alld de los limites tradicionales del dlgebra, para compren-
der la naturaleza y las propiedades de estos procedimientos,
asi como para establecer principios y teoremas que permitan
abordar de manera sistemdtica este desaffo.

En el panorama actual, donde la tecnologia y la investi-
gacién matemadtica se encuentran cada vez mds entrelazadas,
uno de los hitos mds trascendentales de esta larga y fructifera
trayectoria ha sido el desarrollo del teorema de los ceros de
Hilbert, también conocido como el nullstellensatz [26]. For-
mulado a finales del siglo XIX por el destacado matemético
aleméan David Hilbert, este resultado ha tenido un impacto
profundo y sélido en el campo del dlgebra y la geometria, lo
que establece las bases para comprender demostraciones alter-
nativas, el estudio de sus diversas versiones y la exploracién
de sus aplicaciones en problemas contemporaneos [3].

Con el advenimiento de la computacién simbdlica y el
desarrollo de potentes herramientas de dlgebra computacional,
el teorema ha adquirido una relevancia atin mayor. Estos avan-
ces han permitido explorar y aplicar el teorema de manera
mas eficiente, tanto en la resolucidn de sistemas de ecuaciones
polinomiales como en el estudio de la estructura de los ideales
y variedades algebraicas.

Segun Bigatti y colaboradores [5], los algoritmos y paque-
tes de software especializados, como los basados en la teoria
de Grobner, han sido fundamentales para implementar de ma-
nera practica las ideas subyacentes al teorema de los ceros de
Hilbert. Asi, la interaccién entre la teoria algebraica y las téc-
nicas computacionales ha abierto nuevas vias de investigacion
y aplicacion de este importante resultado matemaético, lo que
expande su impacto en miultiples 4mbitos de las ciencias y la
ingenieria.

Sin embargo, una de las principales interrogantes que ain
no se han tratado por completo es la caracterizacién y clasifi-
cacién de los tipos de ceros que pueden existir en una funcién
continua [28]. Si bien se conocen las versiones débil y fuerte
del teorema de los ceros, atn no se han estudiado exhaustiva-
mente las propiedades y particularidades de cada tipo de cero,
como su multiplicidad, estabilidad, comportamiento asintéti-
co, entre otros [12].

Por esta razén, este estudio es de gran conveniencia y uti-
lidad desde multiples puntos de vista. Al tener consecuencias
tedricas importantes, se colabora en la relacién del teorema
con la teorfa de la computabilidad, lo cual es relevante para el
disefio de algoritmos y el estudio de la complejidad compu-
tacional. Ademds, las técnicas y métodos desarrollados en la
demostracion del teorema influyen en el avance de diversas
dreas de las matematicas, como la teoria de conjuntos, el 4l-
gebra y la topologia algebraica, lo que posibilita posteriores
aplicaciones en ciencia y tecnologia.

Este articulo fomenta el aprendizaje continuo del teorema

de los ceros de Hilbert, puesto que existe poca informacién
en habla hispana, por lo que constituye un aporte para futuras
investigaciones, la actualizacion del conocimiento y la com-
prensién de conceptos clave para desarrollar habilidades de
razonamiento matemdtico en el nivel superior.

En cuanto a las investigaciones previas, la mayorfa se han
centrado en aspectos tedricos y abstractos del teorema de los
ceros, como su demostracion, propiedades y aplicaciones en
diversas dreas de las Matemadticas. Sin embargo, se ha pres-
tado menos atencién a las problematicas relacionadas con
la implementacién y aplicacién préctica del teorema, espe-
cialmente en el contexto de la modelizacion matematica y la
resolucion de problemas en ciencias aplicadas.

En este sentido, se han desarrollado diversos estudios de
investigacion a nivel internacional que se han enfocado en
explorar el teorema de los ceros de Hilbert en la resolucién de
problemas fundamentales en el campo del dlgebra conmuta-
tiva y la geometria algebraica [8, 25]. Asimismo, la versién
débil del teorema ha sido aplicada en la demostracién de pro-
piedades clave de las curvas algebraicas y su relacion con la
teoria de nimeros algebraicos [14, 30, 24].

En cambio, existen pocos estudios referentes al nulltellesn-
sazt de Hilbert, que solamente ha sido retomado como concep-
to que sustenta investigaciones como el trabajo de grado de
Solérzano y colaboradores [31]. De este modo se observa la
necesidad de realizar estudios como este, para familiarizarse
con el contexto del dlgebra moderna.

Si bien el nullstellensatz de Hilbert se enmarca en el 4mbi-
to de las ciencias exactas, su trascendencia para la sociedad no
debe subestimarse. Las matematicas, incluyendo derivaciones
como esta, son la piedra angular sobre la cual se construyen
muchas aplicaciones practicas en campos como la fisica, la
ingenieria, la informatica y las ciencias naturales. Al ampliar
el conocimiento tedrico sobre las propiedades de los polino-
mios y los anillos conmutativos se abren nuevas posibilidades
de desarrollo tecnolégico y cientifico que, a su vez, pueden
beneficiar a amplios sectores de la sociedad.

Mencionado lo anterior, el objetivo de esta revision es
sintetizar el conocimiento actual sobre las aplicaciones del
Teorema de los Ceros de Hilbert, tanto en su version débil co-
mo en su version fuerte, en diversos campos de la matematica
y la ciencia. Abordar esta tematica en futuras investigacio-
nes podria aportar nuevos conocimientos y herramientas para
ampliar la comprension y aplicabilidad del nulistellensatz.

Relevancia del estudio

El estudio aborda una temética esencial en el campo del
dlgebra conmutativa y la geometria algebraica, al explorar
las versiones débil y fuerte del teorema de los ceros de Hil-
bert. Su revision sistemadtica permite identificar vacios en la
produccidn cientifica hispanohablante, lo que favorece la de-
mocratizacién del conocimiento matematico avanzado. La
investigacion contribuye al fortalecimiento de competencias
académicas en niveles superiores y promueve la integracion
de herramientas computacionales en el andlisis algebraico, lo
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que facilita su aplicacion en contextos educativos, tecnolégi-
cos y cientificos. Este enfoque impulsa nuevas perspectivas
para la ensefianza y el desarrollo de investigaciones futuras en
matematicas y areas afines.

1. Materiales y métodos

La metodologia empleada en este trabajo se basa en un
paradigma interpretativo, con un enfoque cualitativo, pues-
to que persigue describir y comprender el contenido, bajo
procedimientos de revision bibliografica. Como estrategia de
busqueda se selecciond la base de datos de Google académico
utilizando las siguientes palabras clave: “teorema de los ce-
ros de Hilbert”, “nullstellensatz”, “versiones débil y fuerte”,
“aplicaciones” y combinaciones de estas. Ademads, no solo se
indagaron articulos publicados en espafiol, sino que también
en inglés, con restriccion de fecha desde 1977 hasta 2024,
debido a la escasa informacién que existe y la necesidad de
ampliar el conocimiento basico sobre dicho teorema.

La eleccién de restringir las fuentes de biisqueda a Goo-
gle Académico se basa en su amplia accesibilidad y en su
habilidad para compilar estudios de diversas disciplinas y
fuentes académicas, como revistas indexadas, libros, tesis y
actas de conferencias. Esta plataforma fue seleccionada como
herramienta inicial debido a su versatilidad y facilidad de uso,
especialmente en situaciones donde el acceso a bases de datos
especializadas puede verse obstaculizado por restricciones de
suscripcion o limitaciones financieras.

Es relevante mencionar que este estudio es parte del traba-
jo académico realizado en el contexto del Curso de Algebra
Computacional, dirigido a estudiantes de cuarto afio de la
carrera de Matematicas en la UNAN-Managua/CUR-Esteli.
Este entorno académico ha permitido a los estudiantes investi-
gar conceptos clave del dlgebra conmutativa y la geometria
algebraica, como el nullstellensatz de Hilbert, desde una pers-
pectiva tanto tedrica como practica.

v

Exclusion de
documentos que no
brindan aportes al

topico
(28 documentos)
Figura 1. Proceso de seleccidn de la literatura cientifica
relativos al teorema de los ceros de Hilbert [Scientific
literature selection process regarding Hilbert’s zeroes

theorem].

Seleccion de
documentos

Revision de titulos
¥ resiimenes

(50 documentos) acordes al tema

(32 documentos)

Por otra parte, la seleccién de los estudios discurrié en
tres fases (Figura 1). La primera incluy6 estudios relevantes
que abordaron las aplicaciones del teorema de los ceros de
Hilbert en sus versiones débil y fuerte, con las caracteristicas
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especificas definidas por el grupo investigador, de acuerdo con
los objetivos del estudio. En segunda instancia se excluyeron
publicaciones que no estuvieran relacionadas con el teorema
0 que se centraran en otras variables de estudio. Por tltimo, se
eliminaron articulos selectos que presentaban inconsistencias
durante el proceso de investigacion.

En ese mismo sentido, la informacién extraida de los
estudios analizados se basé en aspectos de relevancia, idioma
y afio de publicacién, donde se consideraron las implicaciones
del uso del teorema de los ceros de Hilbert. En cuanto a la
exploracion de los datos obtenidos, se sintetizaron de manera
narrativa, puesto que esta estrategia facilita la comprension
de la temdtica y permite describir con detalle conceptos y
procedimientos.

Para garantizar la calidad metodolégica y relevancia de los
articulos seleccionados se definieron los siguientes criterios:

= Relevancia temadtica: Se considera relevante cualquier
articulo que aborde explicitamente aplicaciones del
nullstellensatz de Hilbert en dlgebra conmutativa, geo-
metria algebraica, o ciencias afines. Se priorizan aque-
llos estudios que incluyen ejemplos practicos, aplicacio-
nes computacionales, asi como andlisis tedricos relacio-
nados con las versiones débiles y fuertes del teorema.

= Calidad metodoldgica: Se seleccionan inicamente ar-
ticulos publicados en revistas indexadas, conferencias
de alto impacto o repositorios académicos confiables.
Cada articulo debe describir detalladamente su metodo-
logia, asi como las herramientas y los procedimientos
empleados para la obtencién de resultados.

= Idioma y accesibilidad: Los articulos deben estar escri-
tos en un lenguaje técnico adecuado al piiblico objetivo,
ya sea en espafiol o inglés, con prioridad para aquellos
que proporcionen explicaciones claras y accesibles.

= Afio de publicacion: Se incluye preferentemente litera-
tura publicada en los dltimos 10 afios, a fin de garantizar
la actualidad del conocimiento revisado. Se permite la
inclusién de articulos histdricos solo si representan un
aporte seminal o son esenciales para el contexto del
tema, a partir de 1977.

= Impacto académico: Se evalia el impacto mediante
el nimero de citas, la calidad de la publicacién y la
aplicabilidad de los resultados en contextos académicos
y tecnoldgicos.

= Adecuacion temdtica: La pertinencia temadtica se de-
termina de acuerdo al titulo, resumen y palabras clave
de cada articulo, donde se verifica que se cumplan los
objetivos especificos del estudio. Son descartados los
estudios que se desvien de los tépicos del nullstellensatz
o enfoques relacionados.

Estos criterios buscan minimizar sesgos, asegurar la re-
presentatividad de la muestra y fortalecer la validez de los
hallazgos presentados en este articulo.
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Tabla 1. Etapas del proceso de investigacién, retomado de Crespo [11] [Stages of the research process from Crespo [11]].

Problema de in-
vestigacion

Revision de la li-

Diseiio del estu-
dio

Seleccion de la
muestra

Recopilacion de
datos

Analisis de datos

Se identificaron y
delimitaron clara-
mente los objeti-
vos de la investi-
gacién, asi como
las preguntas de
investigacién que
guiaron el estu-
dio.

teratura
Se realizé6 una
exhaustiva re-

vision de la
literatura existen-
te sobre el tema
de estudio, con el
fin de contextua-
lizar el problema,
identificar vacios
en el conocimien-
to y establecer
una base tedrica

Se elaboré un di-
sefio de investiga-
cién adecuado a
los objetivos plan-
teados, seleccio-
nando la metodo-
logia mds apropia-
da para abordar
las preguntas de
investigacién y re-
copilando los re-
cursos necesarios.

Se determinaron
los criterios de in-
clusién y exclu-
sién para la selec-
cion aleatoria de
la muestra en el
estudio.

Se llevaron a cabo
las técnicas de re-
coleccién de datos
establecidas en el
diseno del estudio,
donde se utiliza-
ron las herramien-
tas pertinentes.

Se aplicaron téc-
nicas cualitativas
apropiadas para
analizar los datos
recopilados, con
el objetivo de
responder a las
preguntas de
investigacion.

sélida.

Por otra parte, la muestra en estudio estuvo conformada
por 25 articulos en los cuales se definieron las siguientes
categorias de andlisis: campo de aplicacién computacional,
contexto matematico y las implicaciones del uso del teorema
de los ceros de Hilbert. Las variables fueron medidas a través
de las calificaciones entre Varios y Pocos tal como se muestra
en la Figura 2.

Implicaciones del teorema _ 5 l

0 2 4 6 8 10
Cantidad de documentos

Categorias

mVarios = Pocos

Figura 2. Categorias de andlisis [Analysis categories].

1.1 Limitantes del estudio

Aunque este estudio se basé principalmente en Google
Académico, es fundamental que investigaciones futuras incor-
poren una mayor diversidad de fuentes, como bases de datos
académicas reconocidas (Scopus, JSTOR, IEEE Xplore). Es-
tas plataformas ofrecen estudios con metodologias mds sélidas
y una representacién mas completa del conocimiento actual
sobre el teorema de nullstellensatz. Ampliar las fuentes de
informacidn permitirfa enriquecer los andlisis al incluir enfo-
ques interdisciplinarios y resultados significativos en diversas
areas de aplicacion.

La muestra de 25 articulos es relativamente pequeifia, y
la seleccidn aleatoria, sin criterios adicionales, puede afectar
la relevancia de la muestra. En revisiones bibliograficas, el
uso de una muestra aleatoria no siempre es apropiado, ya
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que no garantiza la inclusion de los estudios mas significa-
tivos o influyentes. Esto podria limitar la profundidad y la
representatividad de los hallazgos obtenidos.

La mencién superficial de la parte computacional, sin in-
cluir demostraciones practicas o aplicaciones con software
de édlgebra computacional como Maple, Mathematica o Sage-
Math, limita la utilidad préctica del articulo. Esta carencia es
especialmente significativa, dado que el campo se beneficia
enormemente de las herramientas computacionales en la reso-
lucién de problemas complejos, lo que podria ser abordado
mds a fondo en otros estudios.

La traduccién de articulos del inglés al espaiiol puede
generar errores de interpretacion, especialmente en temas
avanzados de dlgebra y geometria algebraica, donde los térmi-
nos técnicos y matices complejos son fundamentales para una
comprension precisa. Esta situacion puede afectar la calidad
del andlisis y la validez de las conclusiones alcanzadas en el
estudio.

2. Resultados y discusion

En el ambito del algebra computacional y otras disciplinas
cientificas, el teorema de los ceros de Hilbert ha sido un tema
de interés significativo en los dltimos afnos. Esta proposicion,
en sus versiones débil y fuerte, ha sido objeto de escasas
publicaciones cientificas, lo que subraya su importancia y
complejidad en el campo matematico. Para comprender mas
sobre este topico se parte de un predmbulo sobre ideales y
variedades afines, por ser éstos los conceptos fundamentales
del teorema de los ceros de Hilbert.

2.1 ldeales y variedades afines: fundamentos del
teorema de los ceros de Hilbert

En matematicas, los ideales, como conjuntos de elementos

en dlgebras (anillos o grupos), desempefian un papel crucial

en la teoria de anillos, el dlgebra abstracta y la geometria

algebraica. A través de la relacion entre ideales y variedades
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Tabla 2. Rubrica de evaluacion de articulos [Article
evaluation rubric].

Aspecto Excelente Aceptable No Acepta-
ble
Relevancia  El articulo EI  articu- El articulo
aborda de lo trata no aborda
manera algunas apli- las aplica-
exhaustiva  caciones ciones del
las aplica- relevantes teorema de
ciones del del teorema los ceros
teorema de delosceros de Hilbert
los ceros de Hilbert, o lo hace
de Hilbert pero de de manera
en diversos manera tangencial
campos de superficial
la matema-
tica y la
ciencia
Idioma El articulo El articulo EI articulo
estd en un estd es- estd en un
idioma acce- crito en idioma que
sibley com- un idioma dificulta
prensible que podria significati-
requerir un vamente su
esfuerzo compren-
adicional sién
para com-
prenderlo
Afo de pu- El articulo El articulo El articulo
blicacion fue publi- fue publica- fue publica-
cado en dohace mds do hace mds
los dltimos de 10 afios, de 10 afios
5 aflos pero aun Yy podria no
reflejandoel contiene in- reflejar el
conocimien- formacién conocimien-
to  actual relevante to actual del
sobre el tema
tema

afines se establece la base para comprender el nullstellensatz
de Hilbert, un concepto central en este contexto.

Sin embargo, Herndndez [19] profundiza en estos con-
ceptos desde una perspectiva donde estudia las demostra-
ciones y su relacién con los teoremas fundamentales. Mien-
tras que en su definicién formal se dice que un subconjunto

I Ck[xy,---,x,] es un ideal si cumple las siguientes condicio-
nes:
0el, (1)
Si f,g€lentonces fEgel, 2)
Sifely g€ k|x] entonces gf € 1. 3)

Asf mismo, las variedades algebraicas afines representan
conjuntos de puntos (finito o infinito) donde los polinomios
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(de una o mds variables) toman el valor cero. Sea V(X) la va-
riedad algebraica afin definida por un conjunto de polinomios
X C k[x]. En general, se dice que un subconjunto U C k" es
una variedad algebraica si existe tal X que satisface U =V (X).

En otras palabras, V(X) C k" es el conjunto de todas las
soluciones del sistema de ecuaciones:

fl (x17x27"' 7-xl’l) :f2(x17x27"' axn) = :fn(x17x2-,"' >xn) :07

con fi, fa, -+, fu € X [23, 2, 24].

La importancia de estas definiciones radica en la cone-
xi6n fundamental con el teorema de los ceros de Hilbert. Esto
permite abordar problemas de una manera mas unificada y po-
tente, ya que se pueden utilizar herramientas tanto algebraicas
como geométricas para estudiar y resolver contrariedades en
diversas areas de las matematicas. Ademads, son uno de los
objetos centrales de estudio de la geometria algebraica cldsica
y moderna [20].

2.2 Teorema de los ceros de Hilbert

El nullstellensatz de Hilbert, traducido como “teorema de
los lugares de los ceros”, establece una relacién fundamental
entre variedades algebraicas y los ideales en anillos de polino-
mios definidos sobre cuerpos algebraicamente cerrados. Dado
un cuerpo algebraicamente cerrado, se considera el anillo de
polinomios asociados y un ideal en este anillo. La variedad
afin vinculada a dicho ideal corresponde al conjunto de todas
las n—tuplas de elementos en el cuerpo que anulan todos los
polinomios pertenecientes al ideal [32].

Cox y colaboradores [10] exponen que una variedad V C
K" y un ideal I, considera la correspondencia que se observa
en la Tabla 3.

Tabla 3. Variedades e ideales corresponden [Varieties and
Ideals Correspond].

Variedades afines Ideales
14 —  I(V)
Nota: La correspondencia entre ideales I C k[xy,...,x,] y

variedades V(I) C k" no es biyectiva. Es posible que distintos
ideales generen la misma variedad algebraica, es decir,
V(L) =V (I) aunque I} # .

Reciprocamente, dado un ideal I C K[xj, - - - ,x,], se define
el conjunto:

Vi)={xeK": f(x) =0 Vfel} 4

Lo anterior asegura que V () sea una variedad afin porque
existe un conjunto finito de polinomios fi,---,f; €[ : I =
(f1,-*,fs), donde V(I) es el conjunto de raices comunes de
estos polinomios. Por consiguiente, se tiene el mapeo donde
se observa una correspondencia entre ideales y variedades,
pero no es biyectivo, es decir, ideales diferentes pueden co-
rresponder a la misma variedad como se mostré en la Tabla
3.
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El nullstellensatz de Hilbert ha sido un resultado trans-
cendental, no solo porque establece una relacién fundamental
entre las ramas de las matematicas, sino porque también estd
involucrado en problemas algoritmicos [29]. Por lo anterior,
Solérzano y colaboradores [31] enfatizan que el teorema de
los ceros de Hilbert representa el margen de la moneda cuyas
caras son el dlgebra conmutativa y la geometria algebraica.

Ademads, es la herramienta fundamental para el traslado
del lenguaje en ambas dreas. Asi mismo, el teorema establece
que si un polinomio tiene coeficientes enteros y tiene raices
en el conjunto de nimeros complejos, entonces también tiene
raices en el conjunto de nimeros enteros [7]. En este sentido,
[16] resalta que se puede demostrar mediante las bases de
Grobner.

En cierto sentido, este teorema es una generalizacién del
teorema fundamental del dlgebra, que expresa que todo poli-
nomio no constante en k[x] tiene una raiz. El nullstellensatz
débil refiere que para todo ideal propio a k[xj, - - - ,x,] (es decir,
que no contiene los polinomios constantes), los polinomios en
a tienen un cero comun, donde a estd definido como un punto
en k elevado a n (véase Tabla 4), tienen un cero comun [27].

Tabla 4. Glosario de términos [Glossary of terms].

Simbolo Significado

k (generalmente algebraica-
mente cerrado)

k[xy,x0, -+, xp) Anillo de polinomios en n
variables sobre el campo k

1 Ideal en el anillo
k[xy1,x0, -+, xn]

\40)) Conjunto de soluciones en
k" del sistema de ecuacio-
nes polinomiales definido
por el ideal

p Ideal primo en
klxp,x2,- -+ %]

N Interseccién de conjuntos o
ideales

- Inclusiéon de conjuntos o
ideales

= Igualdad de conjuntos o
ideales

a=(aj,a, - ,a) Punto en k"

fis o s fn Polinomios en
k[xlax2a coe axn}

Ideal generado por los poli-  fi, fo,--+, fn

nomios

Ideal maximal en

kfxp,x, -+ %]

Una muestra de este teorema en la relacion entre la geome-
tria y el dlgebra es: las soluciones de un sistema de ecuaciones
polinomiales son objetos geométricos y los ideales y radica-
les son objetos algebraicos [22]. El teorema de los ceros de
Hilbert dice que si dos ideales definen la misma variedad, en-
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tonces son iguales, salvo potencias; es decir, si un polinomio
se anula en todos los puntos de la variedad, entonces existe un
ndmero natural m tal que f™ € I. Esto implica que el polino-
mio pertenece al radical del ideal, denotado como /1. Cabe
destacar que el teorema garantiza la existencia de tal potencia,
pero no establece un valor especifico para cada caso.

2.3 Version débil

Sea K un campo algebraicamente cerrado e /, un ideal con
V(I) = 0, entonces I = k[xj,--- ,x,]. Esto refleja una condi-
cién necesaria para que un conjunto algebraico sea no vacio
[31].
Demostracién. Para probar que I = k[xj, -, x,], la estrategia
es mostrar que el polinomio constante 1 estd en /, porque si
1 € I, entonces, por la definicién de ideal, f = f-1 € I, para
todo f € k[xy,--- ,xp]. Por lo tanto, demostrar que 1 € [ basta
para concluir que I = k[xj,...,x,], ya que todo polinomio del
anillo puede expresarse como mudltiplo de 1 , lo que implica
que el ideal contiene a todos los elementos del anillo.

La prueba es por induccién sobre 7, el nimero de variables.
Sin=1,1 C K|[x] satisface que:

V({I)=0. ()

Supdngase que se cumple para el anillo de polinomios en

n — 1 variables en k[xy,--- ,x,]. Seal = (fi,---, f;) un ideal
en k[xy,- -+ ,x,] con V(I) = 0. Se asume que el polinomio no

es constante porque de lo contrario no habria nada que probar.
Admitase que el grado total de f; es N > 1; se puede asumir
también que f tiene la forma:

Silxr, e ,xn) = cxllv + términos en x; con grado < N, (6)

donde ¢ # 0 es una constante.
Considere el cambio lineal de coordenadas:

X1 =Xi,

Xy =X +axxy,

Xp = Xp + ap,

donde los a; son constantes en K que deben determinarse. Si
se sustituye xj, - -+ , X, fi adquiere la forma fj (x1, - ,x,) =
N ()Z] ,Xo+anxy, -, Xp —&—a,ph) = c(al ,an, - ,a,,)x’lv+ térmi-
nos en x; con grado < N,

Donde c(ay,az,- -+ ,a,) es una expresién polinomial no
nulaenay,--- ,a,. Por definicién de polinomios antes de pro-
seguir se prueba que K es un campo algebraicamente cerrado
e infinito. m

2.4 Version fuerte

Si k es un campo algebraicamente cerrado y / es un ideal
en k[x,---,x,], entonces I(V (I)) = v/I. Lo anterior establece
que cualquier ideal radical en un anillo de polinomios en
n variables sobre el campo k, el conjunto algebraico de la
variedad del ideal I es finito. Esta correspondencia biyectiva
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D Ideales ( I)

Figura 3. Correspondencia biyectiva entre variedades e
ideales [Bijective correspondence between ideal and
varieties].

Variedades afines (V)

es esencial para comprender las estructuras de los ideales y
sus conjuntos asociados [16, 21].

Demostracion. Para demostrar la versién fuerte implica in-
volucrar la versién débil. La inclusién /7 C I(V(I)) es clara.
Reciprocamente, sea f € I(V(I)). Se introduce una variable z
y se considera el ideal J = ((1 —zf)I) de k[z,x]. El ideal J no
tiene soluciones (si J tuviera una solucion, seria solucion de
I. Si xg es una solucién de I, entonces 1 —zf(xp) = 1, que es
una contradiccién). Luego, por la versién débil 1 € k[z,k] = J.
Por lo tanto, se puede escribir:

r

L=qo(1—-z2/)+ Y q;8;, o
j=1

donde g; € I,q; € k[z,x].

Se sustituye z = 1 en la ecuacién anterior, y después
se multiplica por f¥, donde s es la mayor potencia de z en
q1, - ,qr, donde se obtiene:

fi= & (8)

-
N

donde gj € 1,8, € k[x].

ffel - fevl ©)
]

Este teorema representa una derivacién fundamental en el
campo de la geometria algebraica. En su forma mds bdsica,
afirma que si un polinomio multidimensional no “desaparece”
en un punto determinado, entonces hay una direccion en la
que el polinomio nunca “desaparece”. Esta idea, también
conocida como principio cero de Hilbert, tiene importantes
aplicaciones en diversos campos de las matematicas, la fisica
y la ingenieria.

3. Aplicaciones del nullstellensatz

El nulistellensatz de Hilbert tiene numerosas aplicaciones
en diversas dreas de la matematica, desde el dlgebra conmuta-
tiva hasta la geometria algebraica. Atiyah y MacDonald [3]
enfatizan la importancia del teorema para demostrar la finitud
de la base de ideales en anillos noetherianos. Los autores pro-
fundizan en esta aplicacién del teorema tal y como se muestra
en la Tabla 5.

Una de las aplicaciones mds famosas del nullstellensatz de
Hilbert estd en el campo de la optimizacién convexa. En este
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Tabla 5. Finitud de la base de ideales en anillos noetherianos
[Finiteness of the basis of ideals in noetherian rings].
Variable
Anillos noetherianos

Concepto

Se establece que un anillo
conmutativo R es noethe-
riano si todo ideal de R es
finitamente generado.

En el anillo de polino-
mios k[xi,x2,---,x,] sobre
un campo k, el teorema de
los ceros de Hilbert garan-
tiza que todo ideal propio
tiene al menos un cero.
Utilizando el teorema de
los ceros de Hilbert, Ati-
yah y MacDonald [3] de-
muestran que todo ideal
en un anillo de polino-
mios k[x],xp,- - ,Xy] es fini-
tamente generado. Es decir,
tiene una base finita.

Los autores muestran cémo
este resultado sobre 1a fini-
tud de la base de ideales
en anillos de polinomios se
puede extender a ideales en
anillos noetherianos arbitra-
rios, gracias al teorema de
los ceros de Hilbert.

Ideales en anillos de polino-
mios

Finitud de la base de un
ideal

Extensién a anillos noethe-
rianos

caso, se utiliza una versién débil del teorema para demostrar
la existencia de soluciones 6ptimas en problemas de progra-
macion lineal y cuadrdtica. Por otro lado, la version fuerte de
este teorema se emplea para establecer la unicidad de dichos
resultados.

Asi mismo, Basu y colaboradores [4] refieren su impor-
tancia en la teoria de la computacién, especialmente en el
estudio de la complejidad de problemas de decisién en 4lge-
bra computacional. Ademas, Hartshorne [18] destaca que la
versién fuerte es crucial en geometria algebraica, pues permite
caracterizar los conjuntos algebraicos como los conjuntos de
derivaciones de sistemas de ecuaciones polinomiales.

La version débil del teorema de los ceros de Hilbert es
fundamental para la caracterizacion de los ideales maximales
en un anillo conmutativo, lo cual tiene aplicaciones en algebra
abstracta y teorfa de médulos [15].

En suma, el nullstellensatz de Hilbert es una herramienta
esencial en el estudio de la estructura de los anillos de polino-
mios y sus ideales, con aplicaciones en dlgebra conmutativa y
dlgebra computacional [9].

Consecuentemente, en todas sus variantes, el nullstellen-
satz de Hilbert afirma que todo ideal propio de un anillo de
polinomios sobre un campo es finitamente generado. En su
version débil, el teorema afirma que todo ideal propio de un
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anillo de polinomios sobre un campo es generado por un
ndmero finito de elementos. Por otro lado, la version fuerte
del teorema establece que todo ideal propio de un anillo de
polinomios sobre un campo admite una base finita.

Ademds, corresponde mencionar que en este estudio no se
logré abordar demostraciones en software de dlgebra compu-
tacional, lo cual es importante para una mejor comprension
del tépico usando diferentes teorfas, de modo que esto repre-
senta una limitante en el alcance y extension de este estudio.
Se presentaron deficiencias de la muestra, puesto que se se-
lecciond aleatoriamente segun los criterios propuestos por el
grupo investigador. Mas atin, Se tuvieron dificultades en la
recoleccion de datos, asi que se recurri6 a la traduccién de
publicaciones en ingles a habla hispana.

4. Herramientas computacionales para
aplicar el teorema de los ceros de Hilbert

El nullstellensatz de Hilbert ha encontrado aplicaciones
précticas gracias al desarrollo de herramientas computacio-
nales que permiten manejar cdlculos algebraicos complejos,
especialmente en el estudio de ideales y variedades algebrai-
cas. Algunas de las herramientas y software mas utilizados
son Macaulay?2, singular y CoCoA.

Macaulay?2 [9] es un software creado para la investiga-
cidén en dlgebra conmutativa y geometria algebraica. Facilita
célculos sobre ideales, variedades afines y bases de Grobner,
que son esenciales para la aplicacién del nullstellensatz [6].
Un ejemplo serfa si se considera I = (x> —y* — 1) € R[x,y].
Con Macaulay?, se puede determinar V(1) y verificar si es un
polinomio p(x,y) pertenece a v/I (Figura 4).

R = QQ[x, y1;
I = ideal(x"2 + y*2 - 1, x - y);
isInRadical = isSubset(radical(I), ideal(x - 1))

Figura 4. Ejemplo de aplicacién en el software Macaulay?
[Example of application on software Macaulay?].

El software singular (figuras 5 y 6) es muy utilizado para
llevar a cabo célculos algebraicos en el &mbito del dlgebra con-
mutativa y la geometria algebraica. Proporciona herramientas
para trabajar con ideales y variedades, asi{ como para realizar
verificaciones directas del teorema [17].

Segiin Duque y colaboradores [13], CoCoA es un sistema
algebraico computacional creado en la Universidad de Gé-
nova, Italia. Esté disefiado para realizar cdlculos en dlgebra
conmutativa y utiliza el algoritmo de Buchberger para calcular
bases de Grobner, asi como una variante para el célculo de
syzigias. CoCoA interacciona con los usuarios a través de un
protocolo de bajo nivel, independiente de la arquitectura. Ade-
mads, ofrece herramientas para manejar vectores y matrices,
lo que lo convierte en una herramienta versatil para abordar
problemas matematicos.

La combinacién de estas herramientas computacionales fa-
cilita la exploracion de las aplicaciones del teorema de manera
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# Anillo de polinomios en cuatro variables con coeficientes
racionales y orden lexicografico
A = PolynomialRing(QQ, 4, ‘abed', order='lp‘);

Aj
Multivariate Polynomial Ring in a, b, c, d over Rational Field

# Generadores del anillo A

A.gens();
(a, b, c, d)
# Introduzcamos un ideal del anillo A
I = (at+b+c+d, a*b+a*d+b*c+c*d, a*b*c+a*b*d+a*c*d+b*c*d, a*b*c*d-
1)*A;

I:
Ideal (a + b + ¢ + d, a*b + a*d + b*c + c*d, a*b*c + a*b*d + a*c
b*c*d, a*b*c*d - 1) of Multivariate Polynomial Ring in a, b, e,
over Rational Field

C Yl

# Calculo de la base de Grobner del ideal I

B = I.groebner_ basis();

[»: \
[a+b+c+d, b"2 + 2*b*d + d"2, b*c - b*d + c*2*d*4 + c*d -
2+#d*2, b*d*"4 - b + d*5 - d, c*3*d*2 + c*2*d*3 - ¢ - d, c*2%d"6 -
c*2*d"2 - d*4 + 1]

) I

I
Figura 5. Ejemplo de aplicacién en el software singular
[Example of application on software singular].

syntax
AffHilbertFn(R: (Poly or Quotient)RING): TAGGED("$hp.Hilbert")
AffHilbertFn(R: (Poly or Quotient)RING, N: INT): INT

Figura 6. Ejemplo de aplicacién de singular obtenido de [1]
[Example of application of singular from [1]].

mads eficiente, ampliando su uso en la resolucién de problemas
matemdticos y en campos como la fisica, la ingenieria y las
ciencias computacionales.

El nullstellensatz de Hilbert tiene aplicaciones préicticas
en dreas como la optimizacién convexa, la teoria de la compu-
tacion y la resolucién de sistemas de ecuaciones polinomiales.
Su impacto en dlgebra computacional, a través de herramien-
tas como Macaulay?2, singular y CoCoA, permite resolver
problemas complejos en geometria algebraica y dlgebra con-
mutativa, lo que sugiere que su utilidad podria extenderse a
otros campos, como la fisica tedrica, la ingenieria y la inte-
ligencia artificial, donde los modelos algebraicos tienen un
papel crucial.

Conclusiones

Finalmente, este articulo de revision ha permitido acla-
rar varios aspectos clave del nullstellensatz de Hilbert. En
primer lugar, se evidencia la escasez de estudios en idioma
espafiol publicados recientemente, lo cual subraya la necesi-
dad de fomentar investigaciones que contribuyan a ampliar
la accesibilidad del conocimiento sobre este teorema en las
comunidades hispanohablantes. Este vacio en la literatura
presenta una oportunidad para el desarrollo de trabajos que
abarcan sus aplicaciones y propiedades.

El nullstellensatz de Hilbert ha demostrado ser funda-
mental en campos como la teoria de ideales, la geometria
algebraica, las bases de Grobner y la resolucién de sistemas
de ecuaciones polinomiales. Este articulo ha explorado las
versiones débiles y fuertes del teorema, analizando sus de-
mostraciones y aplicaciones. Estos resultados consolidan su
importancia en el panorama de la investigaciéon matematica,
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tanto en aspectos tedricos como en aplicaciones practicas.

Ademads, herramientas computacionales como Macaulay?2,
singular y CoCoA desempefian un papel crucial para facilitar
la implementacién préctica del teorema. Estas plataformas
permiten realizar cdlculos complejos, analizar estructuras al-
gebraicas y resolver problemas con mayor eficiencia, lo que
fomenta su integracién en dreas como la computacién simbo-
lica, la modelacién matematica y la ensefianza.

Se espera que este trabajo sea una contribucién valiosa
tanto para investigadores en proceso de formacién como para
aquellos mas avanzados, proporcionando informacién actua-
lizada que permita fortalecer competencias profesionales en
el nivel académico superior. Finalmente, los aspectos atin no
tratados del nullstellensatz deben ser motivo de préximas in-
vestigaciones, con el objetivo de profundizar en su estudio y
ampliar su red de conocimiento y proyeccién. En un contexto
donde la tecnologia y la inteligencia artificial se entrelazan
con la educacidn, estas herramientas ofrecen un marco pa-
ra desarrollar modelos didicticos innovadores y estrategias
de pensamiento computacional, fomentando el aprendizaje
continuo y la investigacién interdisciplinaria.

El articulo se centra en un enfoque cualitativo narrativo,
lo que limita el andlisis. Dado que el teorema de los ceros
de Hilbert tiene aplicaciones complejas y técnicas en dlgebra
computacional, se recomienda para futuros estudios comple-
mentarlo con andlisis cuantitativos o herramientas de visuali-
zacion. Estas adiciones podrian ayudar a presentar de manera
m4s clara las relaciones entre conceptos y las aplicaciones del
teorema en diversas areas. Esta relacidn entre dlgebra, varie-
dades e ideales es la base estructural sobre la que se construye
el teorema de los ceros de Hilbert (véase Figura 7).

Figura 7. Conexi6n con el teorema de los ceros de Hilbert
con las definiciones [Connection with Hilbert’s zeroes
theorem with the definitions].

Suplementos
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