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Parametrizacion B-spline de regiones planas con
frontera irregular

B-spline parametrization of planar regions with
irregular boundary

Isidro A. Abellé Ugalde'®", Victoria Hernandez Mederos?, Pablo Barrera Sanchez2, Guilmer F.
Gonzélez Flores®

Resumen El presente trabajo propone un método para parametrizar una region plana con frontera irregular
por medio de un mapeo B-spline producto tensorial. El método propuesto asume que la frontera de la region
esta definida por 4 curvas B-splines, que se consideran la imagen por el mapeo de cada uno de los lados del
cuadrado unitario. Para extender el mapeo al interior del dominio, los puntos de control interiores del mapeo
se calculan como los vértices de una malla estructurada de cuadrilateros. A su vez, estos Ultimos se obtienen
minimizando un funcional que garantiza que la malla 6ptima sea convexa. En el trabajo se prueba que la
convexidad de la malla garantiza la inyectividad del mapeo bilineal. Ademas se obtiene una condicion suficiente
de inyectividad para el mapeo bicuadratico. Finalmente se incluyen resultados experimentales que muestran
que es posible parametrizar con éxito dominios con frontera irregular utilizando un mapeo B-spline bicuadratico.

Abstract In this paper we propose a method for parametrizing planar regions with irregular boundary using a
tensor product B-spline map. It is assumed that the boundary of the region is defined by 4 B-spline curves, which
are the images by the map of the 4 sides of the unitary square. The map is extended to the interior of the domain
computing its interior control points as the vertices of a structured quadrilateral mesh. The vertices are obtained
by minimizing a functional whose optimum provides a convex mesh. We prove that the convexity of the mesh
guarantees the injectivity of the bilinear tensor product B-spline map. Moreover, a sufficient injectivity condition
for the biquadratic map is obtained. Numerical experiments show that biquadratic maps can be successfully

used to parametrize regions with irregular boundary.
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Introduccion

El primer paso para resolver numéricamente ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales sobre un dominio fisico
cerrado € consiste en representar matemadticamente la frontera
dQ de Q. Cuando la geometria de Q es complicada, la fron-
tera se describe usualmente por medio de funciones NURBS
(Non Uniform Rational B-splines). Sin embargo, si se aplica
el método de elementos finitos (FEM) clasico para resolver
el problema, entonces dQ se aproxima mediante elementos
lineales a trozos. Esto puede introducir errores significativos
a menos que se utilice un nimero grande de elementos, lo
cual a su vez eleva el costo computacional. El enfoque FEM
isoparamétrico, basado en elementos de orden superior, per-
mite obtener una mejor aproximacién de dQ, pero no llega a

representarla exactamente.

Para enfrentar estas dificultades, Hughes et al. introducen
en [16], [10] el llamado andlisis isogeométrico (IgA). Este
método emplea funciones NURBS, no sélo para representar
dQ, sino también como las funciones de forma que se usan
en FEM para calcular la solucién aproximada. Un ingrediente
basico del enfoque IgA es la parametrizacion del dominio
fisico Q, es decir la construccién de un mapeo biyectivo que
transforme un dominio de referencia (usualmente el cuadrado
unitario) en Q. Este mapeo no se obtiene de forma inmediata
a partir de la representacion CAD de dQ en términos de una
o varias funciones spline. En otras palabras, para aplicar el
enfoque IgA es necesario extender la parametrizacién de dQ
al interior de Q. La parametrizacién del dominio en IgA juega
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un papel similar a la generacién de mallas en FEM. Mis
precisamente, al igual que la calidad de la malla influye en la
precision de la solucién aproximada obtenida mediante FEM,
la calidad de la parametrizacién influye en la precision de la
solucién calculada mediante IgA [22], [23],[15].

La parametrizaciéon de un dominio plano  utilizando
funciones B-spline producto tensorial es un tema actual de in-
vestigacion [22],[23], [18], [13], [15], [19]. En esencia, el pro-
blema consiste en determinar los puntos de control interiores
del mapeo, tratando de garantizar la inyectividad del mismo.
Usualmente los puntos de control se obtienen minimizando
algin funcional que mide ciertas propiedades geométricas de
la malla de control. Si la regién Q es sencilla y el mapeo es
bilineal esta tarea no presenta grandes dificultades. En cambio,
si Q es irregular, la complejidad de los funcionales de optimi-
zacidn y su naturaleza no convexa producen serios retos para
la convergencia a los Optimos deseados, especialmente si no
contamos con una aproximacion inicial adecuada.

Con relacién a la inyectividad, se conocen condiciones
suficientes que son faciles de chequear cuando el mapeo es
bilineal. En la literatura se reportan también métodos eficien-
tes para la generacion de mallas de control que satisfacen
estas condiciones suficientes, incluso cuando Q tiene frontera
irregular [21],[7],[5],[6],[3]. Para mapeos bicuadraticos o de
mayor orden también se pueden encontrar condiciones sufi-
cientes de inyectividad [22],[23], [15]. Estas condiciones se
basan en el signo de los coeficientes del Jacobiano del mapeo,
escrito como una funcién B-spline producto tensorial. En la
préctica, tales condiciones no se cumplen casi nunca si la
region es irregular.

En este trabajo se propone un método para construir un
mapeo que parametriza una regién plana Q con frontera irregu-
lar. Este método calcula el mapeo como un B-spline producto
tensorial, asumiendo que la frontera de  esta definida por 4
curvas B-splines, que se consideran la imagen de cada uno de
los lados del cuadrado unitario. El mapeo se extiende al inte-
rior de Q, calculando sus puntos de control interiores como
los vértices de una malla estructurada de cuadrilateros. Los
vértices interiores de la malla se obtienen minimizando un
funcional que garantiza que la malla 6ptima sea convexa. La
convexidad de la malla garantiza la inyectividad del mapeo bi-
lineal, pero no basta para asegurar que el mapeo bicuadratico
sea inyectivo. La condicién suficiente de inyectividad para el
caso bicuadratico depende adicionalmente de la convexidad
de cuadrildteros que no forman parte de la malla de control.
Los resultados experimentales muestran que es posible para-
metrizar con éxito dominios con frontera irregular utilizando
un mapeo B-spline bicuadrético.

Trabajos previos

Uno de los problemas mas antiguos en CAGD es la cons-
truccion de una superficie que tenga como frontera 4 curvas
prefijadas, [2],[9]. Farin et al. proponen en [14] un método
para resolver este problema, que se basa en los parches de
Coons, pero no garantiza la inyectividad del mapeo. El pro-

blema de parametrizar un dominio plano se puede ver como
un caso particular del anterior. Nguyen y Jiittler introducen en
[18] un método para generar mapeos armonicos que consta de
dos partes. En la primera construyen un mapeo de la regién
Q al espacio paramétrico [0, 1]?, mientras que en la segunda
obtienen una aproximacién B-spline del inverso del mapeo
anterior. En este caso la inyectividad tampoco estd garantizada
en la prictica. Xu et al. [23] logran la inyectividad del mapeo
B-spline producto tensorial en un proceso de optimizacién con
restricciones costoso, aunque sus regiones no son muy com-
plicadas. En [15] Gravesen et al. proponen varios métodos de
parametrizacion utilizando B-splines producto tensorial. Estos
métodos calculan los puntos interiores del mapeo minimizan-
do diferentes funcionales. Algunos de estos funcionales son
lineales y sencillos, como el basado en el modelo del muelle,
pero no garantizan la inyectividad del mapeo resultante. Otros
funcionales son costosos y conducen a problemas de optimiza-
cién, donde es necesario imponer restricciones para garantizar
la inyectividad del mapeo. En [13] Falini et al. proponen una
parametrizacién de la region utilizando THB-splines. Si la
regién es compleja se descompone como muestran Xu et al.
en [24], utilizando un método de esqueletonizacion. Una li-
mitacion de esta técnica es la pérdida de continuidad de las
derivada en las zonas de unién de los subdominios. En [19]
Nian y Chen proponen un método de parametrizacion con
una funcioén spline producto tensorial, que se comporta apro-
ximadamente como un mapeo de Teichmiiller. El calculo de
los puntos de control interiores de este mapeo requiere dos
procesos de optimizacidn. El primero utiliza un funcional con-
vexo, pero no garantiza la inyectividad del mapeo. El segundo
funcional es no convexo y emplea como condicioén inicial el
resultado del primero. La convergencia de este método no
estd garantizada, aunque en regiones no muy complicadas los
resultados son buenos. En todos los métodos mencionados la
obtencién de una malla inicial adecuada es importante para
alcanzar el 6ptimo deseado.

Contribucion

La contribucién principal de este trabajo es un método
para parametrizar una regién plana con frontera irregular.
El método propuesto construye un mapeo B-spline producto
tensorial y calcula sus puntos de control interiores como los
vértices de una malla de cuadrildteros convexos. Esto garanti-
za la inyectividad del mapeo en el caso bilineal. Los resultados
experimentales muestran que el mapeo bicuadratico también
es inyectivo, ain cuando no hay garantia tedrica.

Notacion

Los puntos y vectores se representan en negrita. Denota-
mos por [aj|ay|---|a,] la matriz con columnas aj,ay, ..., a,.
Si A, B, C son tres puntos en el plano, entonces A(A,B,C)
denota el tridngulo con vértices A,B 'y C.

1. Construccion de un mapeo B-spline
producto tensorial
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1.1 Descripcion del problema

En este trabajo se asume que el dominio Q a parametri-
zar es una regién del plano simplemente conexa. Se supone
ademads que la frontera de Q es una curva suave (excepto en 4
puntos) que puede tener cambios frecuentes de convexidad,
vea por ejemplo la figura 7. En ese sentido decimos que Q
es una region con frontera irregular. Los ejemplos naturales
son lagos, embalses, bahias, lineas costeras, demarcaciones
politicas, etc.

Denotamos por x(&,1) el mapeo que queremos construir
entre el cuadrado unitario U = {(§,1),0< & <1,0<n <1}
y la region fisica Q, o sea, la parametrizacién de Q,

x:U—QCR?

x&m=| e | ®

Vamos a construir x(&,1) como una funcion spline pro-
ducto tensorial, que transforma los lados consecutivos de U
en segmentos consecutivos de la frontera de Q, previamente
dividida en 4 partes. Un mapeo B-spline x(&,n) producto
tensorial de orden k X p se escribe como [11]:

n m

=) Z P B! (§)B! (1) 2)

i=1j=

donde Biftg (&), i=1,...,nsonlos B-splines de orden k para la

s;;cesiér‘; de noios 5= {tf, tzg, . n+k} con tf < t§ <., <

_ -~ . » o
ok Y 1 = 0.2, = 1y similarmente BY (1), j=1,....m
son los B- splines de orden p para la sucesién de nodos " =
(e, 63, ] Yeont]! <o <<l yit) =0,

m+p = "'m+p b1 =
I.

En nuestro problema, los P; j, i=1,...,n, j=1,....,men
(2) son puntos en el plano, llamados puntos de control. Una
vez escogidos los 6rdenes k, p y las sucesiones de nodos 15
y t", los puntos de control P; ; definen completamente el
mapeo x(&,7) y en la préctica se convierten en las incégnitas
del problema. La malla P de cuadrildteros que tiene como
vértices los puntos P; ; y como aristas los segmentos que unen
cada P; ; con los puntos P, j, P; j_1, Piy1j, P; j+1 se llama
malla de control. Nétese que P es una malla estructurada pues
cada vértice interior se une por aristas con la misma cantidad
de vértices.

El mapeo x(&,7) estd compuesto por (n—k+1) x (m—
p+ 1) parches. Su inyectividad puede fallar globalmente o
localmente. El primer caso ocurre cuando existe al menos una
pareja de parches diferentes que se intersecan. Debido a la
propiedad de la envoltura convexa de los B-splines [11], es
facil ver que si la malla de control no tiene autointersecciones,
entonces los parches diferentes no se intersecan. Asumiendo
que P no tiene autointersecciones, ain es posible que falle la
inyectividad local, es decir que algin parche del mapeo no
sea inyectivo.

Un mapeo x(&, 1) es localmente inyectivo si y solo si la

matriz Jacobiana de x,

h=txg xn) = (551

ye I

es no singular en U. Esto significa que para construir una
parametrizacién vélida de Q debemos exigir que el Jacobiano'
de x

detJx = |Jx| =Xgyn — XnYe 3)

no se anule en ningtn punto de U.

En este trabajo vamos a considerar dos mapeos particula-
res: el mapeo B-spline bilineal, donde k = p = 2, y el mapeo
bicuadrético, donde k = p = 3.

1.2 Mapeo B-spline bilineal

Para construir un mapeo B-spline bilineal x(&,1) con nm
puntos de control P; ;, i=1,...,n, j=1,...,m debemos esco-
ger previamente las sucesiones de nodos 1> = {tlé , tf s oo
yth={tl. 1], .
l,..,ny BJ m(M), j=1,...,m de B-splines de orden 2 en
las dlreccmnes & y n respectivamente. En nuestro trabajo
asumimos que

" }
''n+2
"tn2+2}’ que definen las bases Bitg (&), i=

* = {0,&,5,...,&,1} con gi:%, )

" = {0,m1,M2,....;NMm, 1} con n; =

Six(&,mn) pertenece al espacio S35 := S, & ® S, 1 de las
funciones spline bilineales para las sucesiones de nodos (4) y
(5) entonces puede escribirse como,

Z ZPl JBt 15

i=1j=

jtﬂ (77) (6)

Notese que los nodos interiores, también llamados puntos de
ruptura, son equidistantes y los nodos extremos estdn repeti-
dos. La figura 1 muestra esta base de B-splines lineales.

Lema 1. El mapeo bilineal (6) satisface,
x(&i,mj) =P
Ademds, para todo 0 < a0 < 1 se cumple que,

X((X& + (1
x(Gi, an;+ (1 -

ijs l.:1,...7n,j:1a"'7m (7)

a)Piy, 8
a)P i1 )

—a)&iy1,m;) = oP;j+ (1 -
amj1) = oP; i+ (1 -

Antes de demostrar el Lema es importante sefialar que,
desde el punto de vista geométrico, las identidades (7),(8) y
(9) significan que el mapeo x(&,1M) transforma la malla en U
con vértices (§;,m;) i=1,...,n, j=1,...,men la malla de
control P.

'Determinante de la matriz Jacobiana
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Figura 1. Bases de B-splines lineales con nodos
equidistantes.

Demostracion. Para simplificar la notacion, a partir de ahora

y cuando no de lugar a confusién, omitiremos la referen-
. o2 5 12

cia a los nodos en las bases, es decir, Bi,zi (&) sera B7 (&) y

similarmente B? q(n) se denotard como B%(T]). Debido al
soporte compacto de las funciones B-spline [11], si nos res-

trlnglmosa(é 71) [glaéz-&-l] [njvnﬁ-l] i=1,...,n—1,
j=1,. — 1, la expresion (6), se reduce a
i+1j+1 5 5
m =) Y P.B()B(n) (10)
r=is=j

Los nodos equidistantes generan las bases que se observan
en la figura 1. Nétese que si nos restringimos al intervalo

[&i,&ir1], i=1,...,n— 1 entonces
B & —&ir1 B E-§& "
l(é) 5[ éH»l H—l(é) ‘gH»l éz ( )
Por lo tanto
BHE) =1, B} (&) =0, B} (&1) =0, BE (&) =1 (12)

De manera similar se cumple que
Bi(n;) =1, B}, () =0, B}(Nj41) =0, Bj, (1) =1 (13)

Teniendo en cuenta (12) y (13), de (10) obtenemos (7). Fi-
nalmente, obsérvese que si w:= a&;+ (1 — a)&;41, entonces

de (10) llegamos a
i+1j+1 2 5
x(w,n;) = Z Z P B, (w)By (1))
r=is=j

Pero de (11) resulta que B? (w) = 'y B7, | (w) = 1 — .. Luego,
x(wn;) = PijaBi(n;)+Pi(1—a)Bi(n;)+
+ Pi.,j+1053§+1(nj) + P11 (1= 0‘)3§+1 (n;)

Teniendo en cuenta (13) de esta dltima expresion llegamos
(8). La demostracién de (9) es similar y se omite por brevedad.
O

funcién B-spline bilineal. Mds aiin para (£,1) €

Proposicion 1. El Jacobiano del mapeo bilineal (6) es una

(& &ir1] %

Mjsnjr),i=1,...,n—=1, j=1,...m—1 se tiene que

Ty det by v, B2(E)B2()

det/x(§,m) = CENCED (14)
donde
his = (highy )" =Pi1s—Pig (15)
i=1,....n—1,s=1,....m
Vg = (Vv ) = Prjs —Prj (16)
r=1,...,n, j=1,....m—1

Figura 2. Puntos de control de la imagen de

[&i,&ir1] % [nj,nj+1] por el mapeo B-spline x(&, 7). Izq: 4
puntos para el mapeo bilineal. Derecha: 9 puntos para el
mapeo bicuadrético . Vectores “verticales”(verdes) y
“horizontales”’(magenta) que participan en la expresion del
Jacobiano de x(&,1M).

Demostracion. Para (&,n) €&, &i1]x[n;,njw1], i=1,...,
n—1,j=1,...,m—1, el mapeo x(&,n) estd dado por (10).
Derivando directamente en esta expresion llegamos a,

i+1j+1

d
=L EPuBla() gBLe @) (D)
r=is=j
i+1j+1 d
=Y Y PuB (& nBsm(n) (18)

r=is=j

Teniendo en cuenta (11) y el hecho de que los nodos son
equidistantes, se obtiene

d B 1
EBi (S)ligg = I {19
d 1 1
EBHI (Eligae) = E—& Ta—1 20

Luego, sustituyendo (19) en (17) y (20) en (18) llegamos a

que para (gvn) € [§i7€i+1] X [nj:nj+1]a l: 1,...,71— 17 .]:
1,....m—1
xe(§,m) = — [hi;Bj(n) + hijaBi (m)] @)



Parametrizacion B-spline de regiones planas con frontera irregular 99

o (6m) = 1 [VigBHE) + Vir B (6)]

Finalmente, sustituyendo (21) y (22) en (3) obtenemos (14).
O

(22)

En la figura 2 vemos sefialados los vectores h; ; y h; ;11
(de color magenta) y los vectores v; ; y V11 ; (de color verde),
involucrados en las expresiones (21) y (22) de las derivadas
parciales del mapeo x(&,7).

Observacion

= Los coeficientes de los B-splines lineales en la expre-
sion (14) del Jacobiano son determinantes de matrices
de orden 2. Las columnas de cada una de estas matrices
son diferencias “horizontales” y “verticales” de puntos
de control consecutivos (vea (15) y (16) y la figura 2).
Por lo tanto, cada determinante en (14) no es més que
el doble del area signada del tridngulo definido por un
vector “horizontal” y uno “vertical”, que tienen un vérti-
ce comun. Si las dreas de todos los tridngulos tienen
el mismo signo entonces de (14) resulta inmediato que
el Jacobiano no cambia de signo y en consecuencia
x(&,1n) es inyectivo.

Definicion 1. Sea P una malla de (n—1)(m — 1) cuadrildte-
ros cij,i=1,..,n—1,j=1,...,m—1, donde c;; tiene vérti-
ces P[Yj’Pi+1’j7Pi+1’j+1 y Pi,j+17 i= 1,...7}1, ] == 1,...,m. De-
cimos que P es una malla convexa si todos los cuadrildteros
cij son convexos.

Para verificar en la prictica la convexidad de una malla
se subdivide cada cuadrildtero c;; en los cuatro tridngulos
obtenidos al considerar las dos diagonales del cuadrilatero:

l A(Pt/a Pl+17j7 Pi+1,j+1)7

\

2
ti; = AP, Py e, Pijin),

1= APy, Py, Pijin),

4
t;; = APis1js Pigr j1, Pijin)

En todos los tridngulos consideramos como sentido positivo
el contrario a las manecillas del reloj, vea la figura 3. Es facil
ver que ¢;; es un cuadrildtero es convexo si y sélo si todos los
tridgngulos 115,17, y 1; tiene drea positiva. A continuacién
mostramos que la convexidad de la malla de control de un
mapeo bilineal garantiza su inyectividad.

Teorema 1. Condicion suficiente de inyectividad
Supongamos que la malla de control P del mapeo bilineal
x(&,1n) dado por (6) es convexa. Entonces x(&,1) es inyecti-
vo.

Demostracion. De (14) resulta que para (§,1n) € [&;,&i11] ¥
Mjsnjr), i=1,...,n—1, j=1,...m—1 el Jacobiano de
x(€,1n), detJx(&,1) es una funcién B-spline bilineal con coe-
ficientes

2 érea(t,-lj)

T n—1D)(m—1)

det [hy j|vi,]

(n—1)(m—1)

P,
P Pi+1,j+1 i+1,j+1

1,j+1 i,j+1

P..

& Bt

Figura 3. Areas de los tridngulos respetando la orientacién.

P..
g F%4—1,]

2érea(ti2j)
(n—D(m—1)  (n—1)(m—1)
det [h;;|vii 1] 2 drea(r;)
(n—1(m—1) (—1)(m—1)

det [hy ji1|viy1 ] 2 drea(r;})
(n—D(m—-1)  (n—1)(m—1)
Pero por hipétesis P es una malla convexa. Por tanto,
las dreas de los tridngulos 1,171 y 1 son positivas. En
consecuencia, teniendo en cuenta que los B-splines son fun-
ciones positivas, podemos concluir que detJx(&,1) > 0 pa-
ra todo (é?n) € [éiaéﬂrl] X [nj7nj+1]7 i=1,...,n—1, J=
1,...m—1, lo cual garantiza la inyectividad de x(§,n). O

det [hi7j+1 |V,’J}

1.3 Mapeo B-spline bicuadratico

De manera similar a como procedimos en el caso bilineal,
la construccién de un mapeo x(&,n) B-spline bicuadrdtico
con nm puntos de control P; ;, i=1,...,n, j=1,...,m, re-
quiere que prefijemos previamente las sucesiones de nodos
E_ 1,5 45 S n_ n
15 =11, 15, .. 1) 3yt = {tl ,t2 s woosbyi3)> que definen
las bases B?.zé (&), i=1,..,ny BJ (M), j=1,...,mdelos

B-splines de orden 3 en las direcciones & y 1 respectivamente.
En este trabajo vamos a asumir que

£ ={0,0,&,&, ... (23)

[ — 1
,énfl,l,l}COIl éi: :l_izv
1

n:{O,O,T]],T]Q,...,T]m,hl,l}COl’lT]jZ (24)

_2’
Notese que los puntos de ruptura nuevamente son equidis-
tantes, mientras que los nodos extremos tienen multiplicidad

3. Ademas

& = 1o, i=1,. (25)
T]/’ = ,...,m—l (26)

La figura 4 muestra la base de 7 de B-splines cuadraticos
con nodos uniformes.

Cada funcion del espacio S33 := §; ¢ ® S3,n de las fun-
ciones spline bicuadrdticas para las sucesiones de nodos (23) y
(24) estd compuesta por (n — 2)(m — 2) parches bicuadréticos.
Ademas, si x(&,m) € S3 3 entonces se puede escribir como,

Z ZP’ JBtté

i=1j=

n—1

n s
Lo J=

B3 1 (n) 27)
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. N\

0 02 0.4 06 08 1

Figura 4. Base de B-splines cuadraticos con nodos
equidistantes.

Lema 2. Para el mapeo bicuadrdtico (27) se cumple que,

x(E1,m) = Py
(&1, Mm-1) = Pin
’ 28
X(Em1,m) = Py (28)
X(én 1 Nm— 1) = Pum
x(&,m) = %(Pi,l“!‘PHl,l)
X(él,nm l) = j(Pi,)n+Pi+l,m) (29)
i=2,...n—2
x(&my) = % (P1j+P1ji1),
X&) = 5 (Paj+Puji1), 30)
j=2,...,m—=2
X(gianj = %( 1J+Pi+1,j+Pi,j+l+Pi+17j+1) (31)
i=2,..,n—2,j=2,..m—2
Demostracion. Sea (67”) € [&iaéiJrl] X [nj?nj+l]7 i:27"'a

n—2, j=2,...,m—2. Entonces teniendo en cuenta que los
B-splines son funciones de soporte compacto [11], de (27)
llegamos a que,

i+2 j+2

n) =Y Y P.B}(&)Bi(n)

r=is=j

(32)

Por otro lado, a partir de la uniformidad de los puntos de
ruptura y teniendo en cuenta (25) y (26), se puede compro-
bar que B?(é,) = hLl(él) = 2, l+2(§,) = 0 mientras que
B?(nj) :B§+l(n1) i Bl+2(n1) 0. De manera similar, es

fcil verificar que B | (§l+]) B}, (&)= 1B (&) =

y B3 (nj11) = B3, ,(Nj+1) = 3, B3(nj1) = 0. Finalmen-
te, sustituyendo estas expresiones en (32) se obtiene (31). El
resto de las expresiones (28) - (30) se demuestran de manera
similar. O

Las funciones B-spline cuadraticas para la sucesiéon de
nodos (23) no tienen la misma uniformidad que las lineales
con nodos (4). En el caso cuadratico las dos primeras y las
dos udltimas difieren de las restantes, que son iguales salvo

B3 (&)

. . dB’
traslaciones (ver figura 4). Las derivadas —% g~ ho son tan

faciles de deducir como en el caso lineal, sin embargo es
conocido [11], que se pueden expresar como combinacién
lineal de bases lineales con la misma sucesién de nodos (23),

dB)(&) . ( BAE)  BL(E)
dE _2<§_§_€_§ 33)
=07 L=l

Para el caso de nodos uniformes (23) esta tiltima expresion
toma la forma,

e ey s

3 2)(2B B i=2

dB;é§)= (n— )(B?%é) B?H(&)) 3<i<n—2 (34)
(n—2)(BZ_,(§)—2B3(&)) i=n—1
2(n—2)B2(&) i=n

Una expresion similar se obtiene para las derivadas de los
B-splines B?(n)7 j=1,...,m con la sucesién de nodos (24).

0 02 04 06 08 1

Figura 5. B-splines cuadraticos y lineales con nodos (23)
que no se anulan en [&;, &4 1].

Lema 3. Sea U,'j = [éh‘ﬁi-&—l] X [T[j,nj_;,_l}, i=1,...n-2, j=
1,...,m—2. Para¥(&,n) € Ujj, las derivadas parciales del
mapeo bicuadrdtico (27) con nodos (23) y (24) estdn dadas
por,

i+1j+2
Xely, = (1=2)) Y. vheiBL (§)BI()  (39)
’ r=is=j
i+2j+1 5 3
Xnly,, = (m=2)}, Y 8vrsBi ()B;(E)  (36)
r=is=j
donde
2, r=
=< 1, 2<r<n-2 (37)
2, r= 1
y
2, s=1
O6=< 1, 2<s<m-2 (38)

2, s=m—1

Demostracion, vea el anexo.
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n n

m-

:
‘ ‘ M} M|

0N g, 3

m-1|

Figura 6. Espacio de pardmetros U dividido en los
rectangulos U; j = [&;,&;11] X [n},Mj+1]. Izquierda
Uij,i=2,..,n—3, j=2,...,m— 3 es un rectdngulo interior.
Centro: U; j es una de las 4 esquinas de U. Derecha: U; ; es

un rectangulo de la frontera que no es esquina.

Proposicion 2. Para (§,1) € [§;, &1l x My, njn], i=1,...,
n—2,j=1,...m—2, el Jacobiano del mapeo bicuadrdtico
(27) estd dado por,

 (Em)l
(n—2)(m—-2)

detJy(&,M)
(n—=2)(m—2)

i+2 42 i+1 j+1 3 5 5 5
=YY Y Y anyDy,  BIEBI(MBL (E)BY, (1)

— 7 ¢— ! . ! .
r=18=]r =is =j

(39)
donde
s Hl‘Z,m,m—Z m—1
W=7 ln 2 3 ? ; (40)
n—1 4 2 4
yD, s = det [hr’,s|vr,s’:

Demostracion. La expresion (39) se obtiene sustituyendo en
(3) la férmula (35) para xg = (x¢,ye ) y la férmula (36) para
Xp = (xn,yn)". Los detalles se omiten por brevedad. O

Teorema 2 (Condicién suficiente de inyectividad). Suponga-
mos que los puntos P; j i=1,...,n, j=1,...,m de la malla
de control del mapeo bicuadrdtico (27) con nodos (23) y (24)
satisfacen

det by IV, | >0 1)
parar=ii+1,i+2,r =i,i+1,i=1,..n—2ys=j,j+
Lj+2,s =j,j+1,j=1,..m—2, dondeh;;yv,;estin
dados por (15) y (16) respectivamente. Entonces x(&,1) es
inyectivo.

Demostracion. Para (§,1m) € [&,&i1] X [j,Mj41] con, i =
1,...,n—2, j=1,...m—2, el Jacobiano del mapeo bicuadréti-
co (27) esta dado por (39). Teniendo en cuenta que los B-
splines son funciones no negativas y que por hipétesis los
determinantes (41) son positivos, de (39) podemos concluir
que detJx(&,m) > 0. Por tanto, x(&, 1) es inyectivo. O

Observaciones

1. Laexpresion (39) involucra 36 sumandos, cada uno aso-
ciado a un determinante en particular. De ese total, solo
16 determinantes corresponden a areas de tridngulos
definidos por las dos diagonales de cada uno de los 4
cuadrilateros de la malla de control involucrados, vea
la figura 2. Los 20 determinates restantes no correspon-
den a ningtin cuadrilétero fisico de la malla de control.
Por eso, en el caso bicuadratico es mas dificil dar una
interpretacion geométrica de la condicién suficiente de
inyectividad.

2. La condicién suficiente (41) es mejor que la propuesta
en [22], donde se analizan todos los vectores definidos
por las diferencias “horizontales” y las diferencias “ver-
ticales” de puntos de control consecutivos. Sin embar-
g0, (41) es alin una condicién suficiente muy restrictiva
pues muchos mapeos inyectivos no la cumplen.

3. Para obtener una condicién suficiente mejor hay que
tener en cuenta que el Jacobiano (39) del mapeo bi-
cuadratico es una funcién spline bicubica [15], [23].
En consecuencia, puede escribirse como combinacién
lineal de la base bicubica, formada por solo 16 funcio-
nes. Exigiendo que los coeficientes de esta combinacién
lineal no cambien de signo se obtiene una condicién
suficiente de inyectividad menos restrictiva que (41).

2. Calculo de los puntos de control

En esta seccién describimos el procedimiento para cal-
cular los puntos de control del mapeo B-spline bicuadratico
que parametriza Q. Este procedimiento es diferente para los
puntos de control de la frontera y para los puntos de control
interiores.

2.1 Puntos de control de la frontera

El mapeo B-spline bicuadritico x(&,7) debe transformar
la frontera de dU en dQ. En este trabajo se asume que Q es
una regién acotada del plano cuya frontera estd descrita por 4
curvas B-spline cuadraticas. Mds precisamente, suponemos
que se tienen 4 puntos distinguidos: Q,R,S y T en dQ, de
modo que ésta queda dividida en 4 secciones: la “sur” con
extremos Q, R, la “norte” con extremos T, S, l1a “oeste” con
extremos Q, T y la “este” con extremos R, S, vea la figura 7.

Denotamos por x; (& ),x, (&) las curvas de la frontera norte
y sur respectivamente, dadas por

(&)=Y HBE), x@)=YHB(E) @)
i=1 i=1

donde B}(&), i=1,...,n son los B-splines cuadriticos para
la sucesion de nodos (23). De manera similar, denotamos por
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x;(1),x,(n) las curvas de la frontera oeste y este respectiva-
mente, dadas por
3 m
Z ViBi(m),  x(n)=} ViBj(n)  (43)
j=1

donde B?(n), j=1,...,mson los B-splines cuadrdticos para
la sucesién de nodos (24).

Q

Figura 7. Mapa del Lago Titicaca, regién Q con frontera
irregular. Arriba: Spline cuadratico que describe la frontera
de Q, donde se han escogido 4 puntos: Q,R,S y T. Centro:
Zoom de un segmento del spline (rojo) y su poligono de
control (negro). Abajo: region Q' definida por el poligono de
control de las curvas B-spline de la frontera.

Notese que debido a la repeticidon de los nodos extremos
ent%, se cumple que

(44)

B(0)=1, B}(0)=0,
H (45)

Bi(1)=1

Luego, x;(0) = H}, x,(1) =H,, x,(0) =H’ y x,(1) = H..

En consecuencia, para garantizar que la curva x,(£) interpole

los puntos T, S, y que la curva x;, () interpole los puntos Q, R,
debemos tomar HY =T, H, =S, H =Qy H, =R.

Similarmente, para la sucesién de nodos " tenemos que,

(46)
(47)

j=2,....m
j=1...m—1

Luego, x;(0) = V!, x,(1) =V x,(0) =V} yx,(1) = V.
Esto significa que si queremos imponer que la curva x;(n)
interpole los puntos Q, T y que la curva x, (1) interpole los
puntos R, S entonces debemos tomar Vl1 =Q,Vl =T, Vi =
RyV; =S.

Nuestro préximo objetivo es seleccionar los puntos de
control de la frontera del mapeo bicuadratico x(&,n) de modo
que las curvas x, (&), x,(&), x;(1) y X,(N) sean las imagenes
por x(&, 1) de los lados del cuadrado unitario U.

En el siguiente Lema demostramos que si tomamos como
puntos de control de la frontera del mapeo B-spline bicuadrati-
co (27) los puntos de control de las 4 curvas B-spline que
definen dQ, entonces x(&,n) transforma dU en dQ2.

Lema 4. Sea x(&,7) el mapeo B-spline bicuadrdtico (27)
con puntos de control,

P, = H), P,=H, i=1,..n (48)
P, = Vi, P=V, j=1..m (49
donde
H =T, H =S, H}=Q, H. =R
=Q. V,,=T, Vi=R, V; =S
Entonces
x(§,1) = x(§), 0<&<1 (5D
x(0,n) = x(n), 0<n<1 (52)
x(Ln) = x(n), 0<n<lI (53)
Ademds,
x(0,0)=Q, x(1,0) =R, x(0,1)=T y x(1,1)=S.

Demostracion. Evaluando (27) en 1 = 0y teniendo en cuenta
(46) obtenemos

-y ZPuB3

i=1j=

ZP, 1B3(

Luego, de (48) y la expresion para X, en (42) llegamos a

n
X(£,0) = Y HUBY(E) = x,(¢)
i=1
En particular, para & =0y & = 1, de esta dltima expresion
resulta que x(0,0) = x,(0) = Q, x(1,0) =x,(1) =R, con lo
cual queda probado (50) y la interpolacién de los puntos Q
y R. Por otra parte, si evaluamos (27) en 11 = 1, tenemos en
cuenta (47) y la expresion para x; en (42) llegamos a,

x(&.1)= Y HiB}(§) =x(&)
i=1
Luego, para & =0y & = 1, se cumple que x(0,1) = x,(0) =
T, x(1,1) =x,(1) =S, con lo cual hemos probado (51) y la
interpolacién de los puntos S y T. La demostracién de (52) y
(53) es similar y se omite. O
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2.2 Puntos de control interiores

En esta seccidn describimos muy brevemente el método
que se emplea para calcular los puntos de control interiores
del mapeo B-spline bicuadratico.

Sea Q' la region del plano cuya frontera es la poligonal
definida por la unién de los puntos de control de las curvas
x:(€),x,(&), x;(N) y x-(N). Nétese que segiin el Lema 4 estos
son los puntos de control de la frontera del mapeo B-spline
bicuadratico (27). En otras palabras, 9Q’ estd formada por
cuatro poligonales: la “sur” con vértices P;1,i=1,...,n, la
“norte” con vértices P; ,,, i = 1,...,n, la “oeste” con vértices
P, j=1,...my la “este” con vértices P, ;, j = 1,...,m.
Ademas, debido a la propiedad de variacién reducida de los
B-splines [11], se puede afirmar que si la frontera de Q es
irregular entonces la de Q' también lo es.

Los puntos de control interiores de x(&,7), es decir los
puntos P;;, i=2,...,n—1, j=2,...,m— 1, se calculan como
los vértices interiores de una malla estructurada de cuadrildte-
ros sobre Q . De este modo, el problema de como calcular los
puntos de control interiores de un mapeo B-spline bicuadrdti-
co entre U y Q se reduce al problema de generar una malla
estructurada G sobre Q.

La construccién de mallas estructuradas de cuadrildteros
sobre regiones irregulares ha sido tratada con mucho éxito
en la literatura [3],[20],[21],[7].[5],[6]. Una parte de la di-
ficultad de este problema radica precisamente en la forma
de la frontera. Los métodos més empleados para resolverlo
calculan los vértices interiores de la malla G minimizando
una funcién F que depende de las coordenadas de los vérti-
ces. Cuando la dimensién n x m de la malla es grande, el
problema de optimizacion es de gran escala, pues F es una
funcién de 2(m —2)(n—2) variables. Esto requiere contar con
un optimizador eficiente.

Las funciones F a optimizar miden propiedades geométri-
cas de la malla y se construyen a partir los 4 tridngulos que se
obtienen al dividir cada celda de la malla por sus dos diagona-
les, vea la figura 3. Nétese que si G tiene nm vértices entonces
el ntimero de total de tridngulos es N =4(m—1)(n—1), de
modo que F se define en general como,

N
F(G)=Y f(Ay) (54)
gq=1

donde f(A\;) en (54) es una medida que solo depende de
los vértices del i-ésimo tridngulo A;. Para un tridngulo con
vértices A, B y C, las magnitudes que mas se utilizan son:

= una medida de la longitud:
A(A(AB,C)) = ||A-B|*+|C—B|?
= una medida del 4rea:

o(A(A,B,C))

conJ, = (_01 (1))

(B—A)'/2(B—-C)
24rea(A(A,B,C))

= una medida de la proximidad a un tridngulo rectdngulo:

o(A(A,B,C)) = (B—C)'(A—C)

En términos de estas medidas se definen los funcionales clasi-
cos discretos,

a(/,)?, funcional de drea

=
°

I
M=

Q
Il
—_

&
Q

I
0=

A(Ay), funcional de longitud

1
X

o(A,)?, funcional de ortogonalidad

s
S

|
D=

Q
Il

Ademas, mediante una combinacion convexa de ellos obtene-
mos los funcionales,

funcional de drea—ortogonalidad:

- 0(Dg)? 0(Dg)

FAO(G) = Z Zq Zﬂl ’
q=1

funcional de drea—longitud:

[ca(Ng)?+(1—-0)A(A,)], 0<o<1

M=

Fpr(G) =
|

q

Todos estos funcionales son funciones positivas de la malla.

Nuestro objetivo es obtener mallas convexas sobre €/,
pues como probamos en el Teorema 1 esto nos garantiza al
menos la inyectividad del mapeo bilineal. Para que la con-
dicién de convexidad sea estable numéricamente debe ser
independiente de la escala. Por eso en [12] se introduce el
concepto de e-convexidad.

Definicion 2. Sea € > 0 y G una malla de n x m vértices.
Decimos que G es €-convexa si el drea de todos los tridngulos
de las celdas de G es mayor que € - ®(G), donde 0(G) =
% ):2/: 1 0(Ay) es el promedio de las dreas orientadas de todos
los tridngulos de la malla.

En [4] se introduce un funcional més sofisticado que garan-
tiza la €-convexidad de la malla 6ptima. Mds precisamente, se
demuestra que si f es una funcién convexa C? continua, estric-
tamente decreciente y acotada por debajo, tal que f(ct) — 0
cuando o — oo, entonces para todo 0 < € < 1 existe @ > 0
suficientemente grande, tal que el minimo del funcional

Swe(G) =) floo(L,)—ea(G)) (55)

M=

1

q

dentro del conjunto de mallas admisibles es una malla G
e-convexa. Este resultado se ha empleado con éxito en la
préctica tomando f como

l/a,
(a—1)(ax—2)+1,

oa>1

o<l (56)

e ={
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Las mallas €-convexas obtenidas al minimizar S, ¢ con f
dada por (56) se reportan en [3], [7]. En [3] se prueba también
que si combinamos el funcional (55) con otro funcional F(G)
diferenciable y positivo, definiendo para 0 < ¢ < 1 un nuevo
funcional

F5(G) = 0S80, (G)+(1-0)F:(G) (57)

entonces el minimo de (57) se alcanza también para una malla
e-convexa. Para una discusion detallada de este funcional y
las combinaciones con los funcionales cldsicos remitimos al
lector a [3].

3. Experimentos numéricos

En esta seccién mostramos cdmo funciona el método pro-
puesto para parametrizar regiones planas con frontera irre-
gular utilizando un mapeo B-spline bicuadrético. Para calcu-
lar los puntos de control interiores del mapeo se utilizé el
sistema UNAMalla, disponible gratuitamente en [1]. UNA-
Malla genera mallas de cuadrildteros estructuradas sobre re-
giones con frontera poligonal. Los vértices de la malla se
calculan minimizando alguno de los funcionales descritos en
[31,120]1,[211,[71,[51.[6]. Para obtener el minimo del funcional
se emplea un método de Newton truncado [17], o el método
L-BFGS-B [8],[25]. Estos métodos convergen muy rapido a
partir de cualquier malla inicial.

En este trabajo UNAMalla se utiliza para construir una
malla de cuadrilateros €-convexa sobre la regién Q' Los
(n—2)(m—2) puntos de control interiores del mapeo B-spline
bicuadratico (27) son los vértices de la malla éptima generada
por UNAMalla.

Las figuras 8,9, 10 y 11 muestran arriba los puntos de con-
trol del mapeo bicuadratico y abajo las curvas isoparamétricas.
En todos los casos los puntos de control interiores del mapeo
se obtuvieron minimizando el funcional (57) con o = %, don-
de F, es el funcional de drea-ortogonalidad Fjo(G). Como se
observa, las mallas de control obtenidas siempre son convexas
y las curvas isoparamétricas, que se muestran abajo de cada
figura, son suaves.

Con relacion a la inyectividad del mapeo, se chequed la
condicioén suficiente (41) y se observé que en ninguno de los
ejemplos se satisface. Sin embargo, al evaluar el Jacobiano en
103 puntos equiespaciados en el cuadrado [0, 1}2 ( 10* puntos
en cada direccién & y 1) se obtuvieron los valores minimos
que muestra la tabla 1. Dada la suavidad del Jacobiano, lo
anterior nos permite concluir que con alta probabilidad los
mapeos bicuadréticos obtenidos son inyectivos.

Regién mindetJy
Pieza Rompecabezas 2.57
Bahia de La Habana 1.96
Mapa de Inglaterra 42.61
Lago Titicaca 11.38

Valores minimos del Jacobiano del mapeo bicuadratico en
una muestra de 10® puntos equiespaciados en [0, 1]2.

-5 0 5 10 15

Figura 8. Pieza de rompecabeza. Arriba: Malla de control de
orden 18 x 18 del mapeo B-spline cuadratico. Abajo: Curvas
isoparamétricas del mapeo B-spline cuadratico.

4. Conclusiones

La parametrizacién de una region plana es especialmente
dificil cuando su frontera es muy irregular. La solucién de
este problema es importante en el contexto del andlisis iso-
gemétrico, donde la parametrizacion se construye usualmente
utilizando funciones B-spline producto tensorial. Asumien-
do que la frontera ha sido parametrizada mediante 4 curvas
B-splines, el reto principal consiste en calcular los puntos de
control interiores del mapeo. El método propuesto en este
trabajo calcula los puntos de control interiores como los vérti-
ces de una malla estructurada de cuadrilateros. A su vez, los
vértices de la malla se obtienen minimizando un funcional
que garantiza la convexidad de los cuadrildteros de la malla
Optima. Gracias a esta propiedad, el mapeo bilineal correspon-
diente es inyectivo. En el caso bicuadrético los experimentos
numéricos muestran que el mapeo también es inyectivo, pero
no hay garantia.

Respecto al futuro quedan muchos aspectos tedricos y
précticos por analizar. Entre los tedricos vale la pena destacar
la obtencién de una condicién suficiente de inyectividad para
el mapeo bicuadritico, que sea menos restrictiva que (41). En
ese sentido también es importante tener una interpretacion
de la condicién de inyectividad en términos de propiedades
geométricas de las celdas de la malla de control. Desde el
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Figura 9. Mapa de Inglaterra. Arriba: Malla de control orden
30 x 30 del mapeo B-spline cuadratico. Abajo: Curvas
isoparamétricas del mapeo B-spline cuadratico.

punto de vista prictico, debemos probar la parametrizacién
propuesta para resolver algunos problemas diferenciales clasi-
cos en el contexto del anélisis isogeométrico. De este modo
podriamos valorar el efecto que tiene la parametrizacion en la
precision de la solucién numérica del problema diferencial.

Anexo: Demostracion del Lema 3

Demostracion. Sea (§,n) €U j i=1,..n—2, j=1,..,
m — 2, entonces derivando en (32) obtenemos

ox B2 4o,

Xely, = 5z ~LLPEM B 69
ox B4 . 3

Xnly, = %=;§Pr,%33(n)3,<é> (59)

donde hemos omitido la referencia a los nodos en la notacién
de las bases, es decir, B} (£) denota a B?ri &)y B?(n) denota
a B?Jﬂ (77)

Para obtener las expresiones finales de X y X, debemos
tener en cuenta que %Bg’(i), dada por (34), estd definida

por pedazos y que lo mismo ocurre para %B?(n). Por eso la
demostracion se divide en 3 casos:

7.
7
25¢ ;’,%,{///I//f{”//// i
Y/l
Jiy <7
Vit

Figura 10. Bahia de La Habana. Arriba: Malla de control
orden 35 x 35 del mapeo B-spline cuadratico. Abajo: Curvas
isoparamétricas del mapeo B-spline cuadratico.

a) (&,m) estd en un rectangulo interior U; j coni =2, ...,
n—3, j=2,....,m— 3 del espacio de pardmetros U, vea
la figura 6, izquierda.

b) (&,m) pertenece a uno de los 4 rectangulos de las es-
quinas de U: U1, Ui jm—2, Uy—2,1 0 Uy—2 2, vea la
figura 6, centro.

¢) (&,7m) estd en algin rectdngulo de la frontera que no
es ninguna de las esquinas de U. Aqui tenemos 4 posi-
bilidades (vea la figura 6, derecha):(§,n) € U1, 2 <
i<n-3, (5»77) € Un72,j7 2<j<m-3, (évn) €
Um, 2<i<n=3y(E,n)elj, 2<j<m—3.

Casoa)(¢,n)eU;;i=2,..,n—3, j=2,...m—3.Com-
binando las expresiones (58) y (33) observamos que las bases
B-spline de orden 2 involucradas en la derivada parcial en
la direccién & en el intervalo [&;, &), son B} (&), B, (&),
B?,(&) y BY,5(&). Sin embargo, en este intervalo las tnicas
funciones no nulas son B}, (§) y B,,(&), vea la figura 5.
Luego, utilizando (15), la expresién (58) se reduce a,

j+2
xely, = (1=2) Y [hisBR (€) +his BRo(8)| BI(m)  (60)

i,
J s=j
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Figura 11. Lago Titicaca. Arriba: Malla de control orden
35 x 35 del mapeo B-spline cuadratico. Abajo: Curvas
isoparamétricas del mapeo B-spline cuadratico.

En la direccién 11 obtenemos un resultado similar a partir de
(59)y (16),

i+2

saly, = m=2) Y. [ve B (1) 4o B ()] BXE) (6D

Nétese que las expresiones (60) y (61) coinciden con (35) y

(36) respectivamente teniendo en cuenta que todos los ¥ y &
involucrados en esta ultimas expresiones valen 1.

Caso b) Vamos a probarlo dnicamente para la esquina infe-
rior izquierda que corresponde al rectdngulo U; | = [&;, 6] %
[1n1,M2]. Para las otras esquinas la demostracién es similar.

Tomando i = j = 1 en (58) llegamos a,

3
d
Xy, = LB EHE)

3 d
+ Y PB] (H)EBﬁ(i) + (62)
s=1

3
; ;P3,s33<n>d233<é>

Sustituyendo en esta dltima expresion %B;(é); r=1,2,3
por la férmula (34) y teniendo en cuenta que los tnicos B-
splines lineales no nulos en [§,&] son B3(&) y B3(§), de

(62) obtenemos finalmente,

[2h (B3 (&) + hoB3(E)] Bi(n) (63)

Mw

xely, = (1=2)

s=1

De manera similar podemos calcular x; y llegamos a,

Mw

Xnly,, = (m=2) Y [2v1B3 (1) + vi2B3 ()] BY(E) (64)

r=1

Las expresiones (63) y (64) coinciden con (35) y (36) respec-
tivamente, pues y; = 6; = 2 mientras que }» = & = 1.

Caso ¢) Se demuestra exclusivamente para la frontera
inferior, correspondiente a los rectdngulos U; 1 con 2 < i <
n — 3. Para el resto de las fronteras la demostracién es similar.
Si en (58) hacemos j = 1 con 2 < i < n— 3 obtenemos,

— yrBm-LEE)+
- = 1,8 sndg i

3 d
+ Z Pi+l,sB§(n)EBz3+l &)+ (65)
s=1

Xe ‘U,,l

3
d
+ Z Pi+2,sB§ (H)EB?H(@
s=1
Sustituyendo en (65) las expresiones para %33(5), r=i,i+
1,i+2 dadas por (34) y teniendo en cuenta que los tinicos
B-splines lineales no nulos en [&;, &11] son B, | (&) y B, (&)
obtenemos,

3
Xely,, = (n=2) ; B}(n) [Bf1(8)(Pip1s—Piy) +
B2 (8) (Pias —Pis1 )] =

3
=(n=2) Y [hisB1 (§) +hir1,Bio(8)] Bi(n)  (66)
s=1
Procediendo de manera similar para la derivada respecto
a n llegamos a,
i+2 ) ) 3
Xply,, = (m—=2) Y [2ve1 B3 (1) +vi2B3 ()] B7 () (67)
r=i
Obsérvese que (66) y (67) se pueden reescribir como (35) y

(36) respectivamente, pues % = 1, 2 < i < n— 2 mientras que
6 =2,00=1. O
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